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книга о 33-й гвардейской стрелковой дивизии, написанная 
— рядового минометчика. 


Эта дивизия, сформированная на Северном Кавказе, участвовала в пяти 


известных сражен 
Тамани до Кенигсб 


иях Великой Отечественной войны и прошла путь от 
ерга. 


Автор акцентирует внимание читателя на самом тяжелом отрезке бое- 


вого пути дивизии 


по югу России — Сталинградской битве, освобождении 


Нижнего Дона и прорыве «Миус-фронта». 

Нужно сказать, что эта книга — не дебют автора в военно-историческом 
жанре. Н.А.Курченко был инициатором открытия школьного музея диви- 
зии в г. Цимлянске, вошел в состав авторского коллектива энциклопедии 
«Сталинградская битва», впервые изданной в Волгограде в 2007 г. И соби- 


рается продолжить свою работу монографией о 33-й гвардейской дивизии в 


проекте Академии 


исторических наук РФ. 
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ВЕЛИКОЙ ПОБЕДЕ - 65 


Великой Победе — 65. И чем солиднее возраст Победы, тем 
все меньше ее бойцов остается с нами. Уходят ветераны Великой 
Отечественной, рассказав нам все, что сумела сохранить их память о 
той жестокой войне. Прекратились в школах уроки мужества, на ко- 
торых наши деды и отцы до конца отстояли еще один рубеж — рубеж 
Памяти. И никто особенно не торопится сменить их на этом посту. 
Поэтому радует появление работы о боевом пути стрелковой дивизии, 
написанной сыном ее ветерана, представителем нашего уже после- 
военного поколения, и перебрасывающей познавательный мостик от 
уходящего поколения Победителей к их внукам и правнукам. 

Работа Н.А.Курченко повествует о формировании гвардейской 
стрелковой дивизии на базе воздушно-десантного корпуса, о начале ее 
боевого пути на Таманском полуострове, о страшных боях отступле- 
ния на Сталинград, в которых дивизия потеряла три четверти своего 
состава. И уже после переформирования под Тамбовом — об участии 
ее в отражении попытки Манштейна деблокировать окруженную под 
Сталинградом фашистскую группировку, о долгожданном наступле- 
нии на запад («Даешь Ростов!) и освобождении Нижнего Дона, о же- 
стоких боях на «Миус-фронте» в феврале-августе 1943 г. Дана краткая 
характеристика боевого пути дивизии и на завершающем его этапе: от 
Севастополя до Кенигсберга. 

Книга основана на документах Центрального архива Министерства 
обороны (ЦАМО), мемуарах военачальников, исследованиях как со- 
ветских, так и современных российских и зарубежных историков. 
Особое место отводится в книге воспоминаниям ветеранов дивизии 
— своеобразной коллективной памяти, собранной в материалах цим- 
лянского школьного музея 33-й гвардейской Севастопольской ордена 
Суворова стрелковой дивизии, в создании которого автор книги при- 
нимал самое непосредственное участие. 

Из Ростовского областного музея краеведения получена рецензия 
от старшего научного сотрудника, военного историка В.И.Афанасенко, 
говорящая о том, что в целом работа Н.А.Курченко ценна в познава- 
тельном и научном отношении как освещающая малоисследованные 
страницы военной истории, а также в плане военно-патриотического 
воспитания молодого поколения. Она будет интересна не только исто- 
рикам и преподавателям краеведения, особенно Южного и Северо- 
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Кавказского федеральных округов, но и всем читателям, интересую- 
щимся славным боевым прошлым своего Отечества. 


А.В.ВЕНКОВ, 

зав.кафедрой отечественной истории новейшего времени историче- 
ского факультета Южного федерального университета, 

доктор исторических наук, профессор. 


ПРЕДИСЛОВИЕ 


Моим внукам Алексею, Дмитрию, Михаилу 
и их сверстникам посвящается 


День Победы... Самый святой наш праздник. С букетами весенних 
цветов идут по нарядным улицам ветераны Великой Отечественной. 
С каждым годом все реже их ряды, все короче путь их праздничной 
колонны. Время берет свое. 

Звучат с трибун торжественные речи, и на лацканах пиджаков, и 
на антеннах машин -— георгиевские ленточки. 

А вечером по тем же улицам будет идти на праздничный концерт, в 
основном, молодежь — наше будущее. 

И чаще всего в этой толпе слышны не поздравления с Днем Победы, 
а ненормативная лексика. Это — поколение восьмидесятых, а теперь 
уже и девяностых, многими называемое потерянным. 

И едва ли каждый десятый из этой толпы знает о Маршале Победы 
Жукове и о том, что Сталин — не только дежурная страшилка бес- 
численных телепрограмм, а еще и руководитель великой страны, по- 
бедившей фашизм. 

Удивляться тут нечему. 

За те долгие годы, когда Родину, ее достояние и земли пилили на 
куски лихие ребята в лихие же годы, российская псевдодемократия 
взяла большой, если не главный, грех на душу и отлучила нашу моло- 
дежь от собственной истории, переделывая ее «под себя». 

В стране чуть ли не сотня учебников истории с различными трак- 
товками Великой Отечественной войны, ей в этих учебниках отведены 
считанные часы. Годы безвременья сумели надолго закрыть Посты №1 
у Вечного Огня даже в городах-героях. И священная война наших отцов 
становится сегодня такой же далекой, как Куликовская битва. 

Давно отгремели последние залпы той войны. Но если мы хотим 
вернуть себе наши традиционные ценности — патриотизм, националь- 
ное достоинство, порядочность, в конце концов, нам не избежать дру- 
гой войны — войны за души наших детей и внуков, пока еще не «по- 
терянных» пацанов с одной только целью: чтобы они называли Россию 
не «этой страной», а Родиной. 

Хотелось бы надеяться, что книга об одной из многих сотен совет- 
ских дивизий не будет холостым выстрелом в этой войне, начинать 
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которую нам с вами нужно было вчера, не дожидаясь по привычке ко- 
манды сверху. Да и поступит ли она?.. 

...И хотя автор у книги один, книга эта — результат работы трех едино- 
мышленников, живущих в соседних городах Цимлянске и Волгодонске, 
расположенных по разным берегам Тихого Дона. 

Историк-краевед Бурмистрова 3. Г. двадцать лет занимается историей 
33-й гвардейской стрелковой дивизии (далее 33-й гв. сд). 

В 1990 г. судьба свела ее с ветеранами этой дивизии на Украине, где в 
1943-44 гг. дивизия стояла насмерть в обороне на левом берегу Днепра, на 
так называемом Каховском плацдарме. 

За эти прошедшие годы Зинаида Григорьевна собрала бесценные 
сейчас воспоминания ветеранов, фотографии и другие материалы о 
боевом пути 33-й гв. сд, прошедшей от Сталинграда до Кенигсберга. 

После распада Советского Союза определенные, как сейчас при- 
нято говорить, обстоятельства заставили ее с семьей перебраться на 
Дон, в г.Цимлянск. Ее переписка с ветеранами дивизии продолжалась 
ив 2001 г. привела к знакомству с семьей Курченко Н.А., сына бывше- 
го минометчика этой дивизии. 

Николай Александрович после окончания Новочеркасского по- 
литехнического института строил новый Волгодонск, на его счету 
многие десятки городских объектов. 

В память об отце, освобождавшем донскую землю от захватчиков, 
он организовал последнюю, наверное, встречу однополчан отца в ста- 
нице Советской, на месте первых боев Сталинградской битвы, собрав- 
шую всего четверых убеленных сединами ветеранов. 

В условиях городской квартиры для своих внуков сделал домашний 
музей с боевыми и трудовыми наградами отца, боевыми реликвиями. 

И уже после знакомства с Зинаидой Григорьевной продолжились 
поездки по местам боев дивизии, контакты с местными музеями. 

В одной из таких поездок участвовала почти вся его семья — жена, 
двое сыновей и старший, тогда девятилетний, внук Алеша, Зинаида 
Григорьевна, участник боев дивизии в большой излучине Дона Ургапов 
И.И. и волгодонской кинооператор Рябчинский Ю.С. 

Первая остановка в трехстах километрах от Волгодонска — у па- 
мятника бойцам 33-й гвардейской стрелковой дивизии на въезде в 
станицу Советскую Ростовской области. 

Именно в этой станице, тогда Чернышевской, 16 июля 1942 г. пере- 
довой отряд дивизии в составе знаменитой впоследствии 62-й армии 
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своими боями начал переломную в ходе Великой Отечественной вой- 
ны Сталинградскую битву. 

После отступления передового отряда перед превосходящими си- 
лами противника трое суток через станицу на восток, к Сталинграду, 
шли, а в основном ехали бесчисленные колонны немцев, румын, вен- 
гров и итальянцев. 

«...Мы никогда не думали, что наши когда-нибудь вернутся, ведь 
уходили они — двое тащили третьего...» - из воспоминаний очевидцев 
тех событий (Гребенькова Л.А.). 

После станицы Советской — степные реки Чир, Куртлак, бездоро- 
жье на стыке Ростовской и Волгоградской областей. 

Полевые цветы к братским могилам в хуторах Калмыковский, 
Манойлин, Копонья — ведь «в эти цветы они головы свои прятали 

Названия этих маленьких хуторов на основной линии обо- 
роны дивизии сегодня мало кому известны, но в июле, а затем 
и в ноябре 1942 г. они часто упоминались в сводках Верховного 
Главнокомандования. 

Встречи с хуторянами, которые тогда были чуть постарше внука 
Алеши, воспоминания о страшных боях, бомбежках, раненых, запол- 
нивших все хаты и хуторскую школу: «А ведь много ж их былоь 
(х. Калмыковский, Степанова В.Г.). 

Но не вернулся и не откликнулся на письма почти никто из этих 
раненых. И не верилось хуторянам, что уже в первые дни советского 
контрнаступления в ноябре того же года увидят они наши танки и 
придет освобождение. 

И снова степь, поля... Тихо сегодня в этих полях, ясное небо над 
головой, не закрытое пылью, поднятой траками сотен танков, тысяча- 
ми солдатских сапог. 

Эта земля до сих пор опалена войной - слабые контуры осыпавшихся 
окопов и россыпи перержавевших гильз на непаханых склонах степных 
балок напоминают о горячем лете 1942-го, когда превосходство сил про- 
тивника было многократным и дивизия с боями отступала к Дону. 

Здесь, в этих балках, полегли тысячи и тысячи наших бойцов. 

Атмосферу этого степного пантеона не передать словами. 

В результате поездки появился видеофильм «Ценою жизни», по- 
священный 60-летию Победы и вызывающий неизменный интерес у 
юных зрителей на уроках мужества в центральной детской библиотеке 
Волгодонска, школе-интернате г.Цимлянска. 
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В этом же, 2005, году судьба свела авторов с волгодонским ветера- 
ном Великой Отечественной войны Переходкиным С.Д. 

Нет, он не был бойцом 33-й дивизии. 

Сергей Дорофеевич, а в июле 42-го просто пятнадцатилетний паре- 
нек Серега, помогал разведке дивизии в станице Чернышевской — в 
самые первые дни Сталинградской битвы. 

Так и появилась группа из трех единомышленников, объединенных 
уже идеей создания музея дивизии в г.Цимлянске (и это не случайно 
— в освобождении станицы Цимлянской и Цимлянского района диви- 
зия участвовала в январе 1943 г.). 

Нельзя сказать, что путь к открытию музея был легким. Развитие 
событий освещалось в газетах «Наше время» (г.Ростов), «Вечерний 
Волгодонск» и «Придонье» ( г.Цимлянск). 

От публикации первых статей («Заставьте живых оглянуться на- 
зад») до заключительных («Музей открыт!») прошло два года. 

И вот 7 мая 2007 г. в живописнейшем уголке Цимлянска, у 
Приморского парка, в просторном и светлом помещении школы- 
интерната состоялось торжественное открытие музея 33-й гвардей- 
ской стрелковой дивизии, может быть, последнего музея Великой 
Отечественной войны в нашем регионе. 

Среди приглашенных — ветераны войны и труда, хор казачьей 
песни, представители администрации Цимлянска, Волгодонска и 
Волгодонского комбината древесных плит (ген. директор Фирсов А.В.), 
оказавшего существенную помощь в оборудовании музея. 

Зачитывается благодарность Совета ветеранов Второй гвардейской 
армии, звания почетных ветеранов 33-й гв. сд получают участники 
создания музея... 

После открытия музея работа группы энтузиастов продолжилась 
участием в составлении первой энциклопедии «Сталинградская битва 
1942-43 гг.» (г.Волгоград, 2007), изданной к 65-летию победы в этой 
битве, а теперь вот этой книгой о пути 33-й гвардейской стрелковой 
дивизии в Великой Отечественной войне 1941-1945 гг. 

В книге использованы воспоминания ветеранов дивизии как опу- 
бликованные, так и оставшиеся рукописными, мемуары советских во- 
еначальников, современные работы российских и зарубежных истори- 
ков, основанные на рассекреченных архивных материалах, документы 


ЦАМО РФ. 
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ГЛАВА 1. НАЧАЛО ПУТИ 


«Когда протрубили тревогу 

В родимом краю, 

Застыли мальчишки 

В суровом солдатском строю...» 


Рассказ о 33-й гвардейской стрелковой дивизии, участвовавшей в пяти 
известных операциях Великой Отечественной войны - Сталинградской бит- 
ве, операции «Дон» и сокрушении Миус-фронта, освобождении Донбаса, 
Крыма и Севастополя, левобережной Украины и штурме Кенигсберга, нуж- 
но начать с краткого экскурса в историю воздушно-десантных войск, по- 
скольку создание дивизии непосредственно связано с этой историей. 

Впервые Красная Армия применила, и весьма эффективно, воздуш- 
ный десант в районе таджикского городка Гарм в апреле 1929 г. для 
разгрома банды басмачей, с территории Афганистана делавшей набеги 
на приграничные районы советской Средней Азии. В коротком бою че- 
тыре десантированных пулеметчика нанесли банде урон до 80 человек 
и заставили ее покинуть город. 

Официальным же днем рождения советских ВДВ считается 2 авгу- 
ста 1930 г., когда в ходе учений ВВС Московского военного округа был 
осуществлен экспериментальный воздушный десант (в составе всего 
десяти парашютистов), подтвердивший принципиально новый способ 
ведения боевых действий в тылу противника, в отрыве от своих войск. 

Инициатором создания воздушно-десантных войск признан Маршал 
Советского Союза М.Н.Тухачевский, впоследствии попавший под жер- 
нова сталинских репрессий. 

Постепенно формировались сначала воздушно-десантные батальо- 
ны, полки и затем — бригады (ВДБ). Первой из десантных бригад 
участвовала в боях с японцами на реке Халхин-Гол (Монгольская 
Народная республика, август 1939 г.) 212-я ВДБ. Использовалась она 
в качестве стрелковой части. 

В марте-апреле 1941 г. в Красной Армии было развернуто уже пять 
воздушно-десантных корпусов (ВДК) численностью более 10 тыс. че- 
ловек каждый. 

В их составе был и 3 ВДК, командир корпуса генерал-майор 
В.А.Глазунов, впоследствии дважды Герой Советского Союза и первый 
командующий воздушно-десантными войсками Красной Армии. 
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Уже в августе 1941-го, в самый разгар битвы с немецко-фашистскими 
захватчиками за столицу Украины -— город Киев, в бой были введены 
все три воздушно-десантные бригады (5-я, 6-я и 212-я) этого корпуса, 
недоукомплектованные боевой техникой. 

«Мы по-прежнему называли себя десантниками, а воевали как 
обыкновенная пехота. Остались у нас только темно-синие пилотки и 
голубые петлицы...» - напишет потом в своих мемуарах дважды Герой 
Советского Союза Родимцев А.И., командир 5 ВДБ, получивший свою 
первую звезду Героя за борьбу с фашистами во время гражданской 
войны в Испании. 

На своих участках обороны десантники даже в августе 1941-го от- 
брасывали немцев на 15-20 км от Киева. 

Но к середине сентября под сходящимися ударами танковых групп 
Клейста и Гудериана вся киевская группировка наших войск была 
окружена и начала отход на восток. 

В ноябре 1941 г. из остатков 3 ВДК (около 3000 десантников) и 
неполного дивизиона артиллеристов была сформирована 87 стрелко- 
вая дивизия, командиром ее стал бывший командир 5 ВДБ полковник 
Родимцев А.И. 

Переформированная в очередной раз в январе 1942 г. в 13-ю гвар- 
дейскую и понесшая большие потери в Донбассе и на Дону летом 
1942 г., вновь пополненная новобранцами и ополченцами, эта дивизия 
со своим неизменным командиром появится в Сталинграде в самые 
критические дни Сталинградской битвы и там покроет себя вечной 
славой. 

..Часть же командного состава, не вошедшего в 87-ю сд, и боевые 
знамена корпуса были отправлены в города Ейск и Ессентуки, где 
в составе Северо-Кавказского военного округа вторично должен был 
формироваться 3 ВДК. 

Красная Армия не оставляла надежды, что десантники еще будут 
бить врага в его тылу. 

Приказ о развертывании ВДВ численностью до 150 тыс. чел. и фор- 
мировании их соединений и частей (в том числе, еще пяти воздушно- 
десантных корпусов) был подписан народным комиссаром обороны 
СССР И.Сталиным 4 сентября 1941 г. Этот приказ предусматривал 
комплектацию ВДВ из действующих частей сухопутных и воздушных 
сил Красной Армии, а также за счет призыва молодежи рождения 1922 
года и добровольцев. Все три бригады 3 ВДК были укомплектованы, в 
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основном, 18-20-летними комсомольцами Кубани, Дона, Ставрополья, 
Донбасса, Северного Кавказа и Закавказья. 

В те военные годы не было нужды «формировать национальную 
идею», и не «косили» от армии, скорее даже наоборот. 

Так, отец автора этой книги, семнадцатилетний Александр 
Курченко, сумел в своих документах исправить год рождения с 1924 
на 1923 и попасть, таким образом, но только добровольцем, в 5-ю ВДБ 
в октябре 1941 г. 

Призывники сначала размещались в г.Ейске и станицах Кущевская, 
Староминская, Ленинградская Краснодарского края, но когда из за- 
хваченного немцами украинского Жданова (Мариуполя), с противо- 
положного берега Таганрогского залива, начались авианалеты на рас- 
положение частей и бомбёжки Ейска, все подразделения 3 ВДК были 
переведены на Кавказские Минеральные Воды. 

Пятая и шестая бригады расположились в г.Ессентуки, а 212-я — в 
г.Пятигорске Ставропольского края. 

Здесь, в глубоком тылу, до мая 1942 г. продолжалась подготовка 
воинов-десантников для боевых действий в тылу врага. 

Проводились занятия по стрелковой подготовке, ориентировке на 
местности, саперному и инженерному делу, бригадные и общекорпус- 
ные учения. 

Совершались дальние марш-броски и учебные парашютные прыж- 
ки с самолетов ТБ-3 и «Дуглас». На борт самолета брали до 30 пара- 
шютистов. 

«7-го мая у меня был великий день. Можете поздравить меня с пер- 
вым прыжком с парашютом. Прыгали мы с высоты 800 м. Мне очень 
понравилось. Готов прыгать каждый день 2-3 раза. Я прыгал самый 
первый. Даже и капли страха не было...» - поражает юношеским задо- 
ром письмо будущего десантника Ломовского В., командира учебного 
парашютно-десантного взвода. 

По инициативе самих бойцов были организованы кружки по изуче- 
нию немецкого языка, применению в бою финских ножей, по овладе- 
нию боевой техникой врага. 

Снять часового, добыть «языка», уничтожить вражеский склад или 
пункт управления — все это и еще многое другое должен был уметь 
десантник. 

Вчерашние мальчишки всерьез готовились к боям за Родину, учи- 
лись Мастерству Солдата. 
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Будущий известный советский кинорежиссер, автор фильмов «Сорок 
первый», «Баллада о солдате», «Чистое небо», лауреат Ленинской пре- 
мии, а в то время младший сержант-связист 3 ВДК Григорий Чухрай 
напишет в своей книге «Моя война»: 

‹..Страна была на краю гибели. Немцы подходили к Москве. А 
здесь, на Кавказе, нас учили по-настоящему воевать». Восемь месяцев 
по четырнадцать часов в сутки продолжалась эта учеба! 

Пришла весна 1942 года, первая военная весна, не принесшая ра- 
дости советским людям. 

Тяжелые поражения наших войск под Харьковом и в Крыму в ре- 
зультате грубых просчетов Ставки и неумелого управления войска- 
ми вновь вернули стратегическую инициативу, перехваченную было 
Красной Армией в битве за Москву, в руки противника. 

В начале мая второй, сформированный во Владикавказе, и третий 
воздушно-десантные корпуса приказом Верховного Главнокомандования 
были переданы в состав 47-й армии Крымского фронта, остатки кото- 
рой переправлялись из Крыма через Керченский пролив. 

Переправа наших отступающих войск проходила под непрерывны- 
ми бомбежками, артобстрелом с моря и крымского берега. Потери при 
переправе были огромными. 

Бригады 3 ВДК заняли оборону на Таманском полуострове от 
Анапы (6-я ВДБ) до Темрюка (5-я ВДБ) и Тамани (212-я ВДБ). 

Не дать вражеским десантам возможности захватить плацдарм на 
кубанской земле — такая задача была поставлена перед ними. 

Сохранились воспоминания рядового Г. Радочинского об этих боях 
в плавнях Кубани: «...Мы погрузились на автомашины и направились 
на окраину Темрюка, куда был снова выброшен немецкий десант. 

Не доезжая камышей, высадились, пошли через их заросли. Под 
ногами хлюпала вода, шли осторожно. Достигнув моста, где предпо- 
лагали встретиться с вражеским десантом, рассредоточились и зама- 
скировались. Как проявит себя враг? Если гитлеровский десант уже 
выброшен, его надо ждать из камышей. Если еще нет -— с воздуха. 

Фашистские самолеты загудели неожиданно.... Через несколько 
минут увидели над собой черные точки. Они быстро приближались. 
Когда мы явственно увидели немецких парашютистов, открыли по ним 
огонь. Вражеские десантники тоже стреляли с воздуха... 

..А в воздухе их прибавлялось. Теперь стреляли и из камышей. 
Начался бой». 
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О первых потерях пишет Сурен Мирзоян, ветеран 33-Й гв. сд, став- 
ший писателем в послевоенные годы, в своих книгах «Сталинградцы — 
творцы Победы», «Сталинградское зарево». Вот имена первых павших 
на кубанской земле: рядовые Николай Лещенко, Алексей Григорьев, 
Александр Хабиев, Самвел Давтян, Шалва Долидзе, Федор Потапов, 
лейтенант Владимир Козлов... 

Затем списки погибших будут увеличиваться в десятки, сотни раз, 
и это — в недалеком уже будущем. Судьба тысяч людей быстро меня- 
лась в военные годы. 

17 мая 1942 г. приказом Ставки Верховного Главнокомандования 
(ВГК) как второй, так и третий ВДК были реорганизованы в стрел- 
ковые дивизии с присвоением им звания гвардейских, учитывая, в 
основном, высокую степень их боевой подготовки, дисциплины и орга- 
низованности, а также преобладающий добровольческий состав. Этой 
участи не избежали все десять воздушно-десантных корпусов Красной 
Армии, сформированных к тому времени. 

И здесь нам следует вспомнить хотя бы основные вехи в становле- 
нии российской, а затем и советской Гвардии. 

Российская Гвардия во время своего более чем двухвекового су- 
ществования (1700-1918 гг.) являлась олицетворением военной мощи 
страны, ее основой были созданные императором Петром Великим в 
1692 г. из «потешных солдат» Преображенский и Семеновский полки, 
которым в 1700 г. было пожаловано звание гвардейских (за отличие в 
сражении со шведами под Нарвой 19 ноября 1700 г.). 

Гвардейцы России блестяще проявили себя в целом ряде русско- 
турецких и русско-шведских войн, а также в период войн с Наполеоном 
и других военных кампаний ХУШ-ХИХ веков. 

Гвардия была возрождена уже советской в начале Великой 
Отечественной войны, в Смоленском оборонительном сражении, где 
был сорван фашистский план молниеносного прорыва к Москве. 

Именно под Смоленском части вермахта’ впервые получили приказ 
Гитлера о переходе к обороне. 

И особенно отличившимся в этом сражении 100-й, 127-й, 153-й и 
161-й стрелковым дивизиям 24-й армии решением Ставки ВГК и при- 
казом наркома обороны 18 сентября 1941 г. были присвоены звания 
1-й, 2-й, 3-Й и 4-й гвардейских стрелковых дивизий. 


* Вермахт — Вооруженные силы Германии - сухопутные войска, авиация и морской 
флот, а с 1943 г. - и войска СС. 
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Всего же за время войны (на 9 мая 1945 г.) звания гвардейских 
удостоены 11 общевойсковых и 6 танковых армий; 40 стрелковых, 7 
кавалерийских, 12 танковых, 9 механизированных и 14 авиационных 
корпусов; 117 стрелковых дивизий и многие другие соединения и ча- 
сти Красной Армии (полный перечень см. в энциклопедии «Великая 
Отечественная война 1941-1945 гг.», М., Олма-пресс, 2005 г.). И, ко- 
нечно, действительно выдающееся значение гвардии как российской, 
так и советской в судьбах Родины бесспорно. Для последующих же 
поколений граждан России гвардия останется примером блестящей 
воинской выучки, верности присяге и солдатскому долгу. 


Итак, 3 ВДК был реорганизован в 33-ю гвардейскую стрелковую 
дивизию, а его 5, би 212-я воздушно-десантные бригады стали соответ- 
ственно 84-м, 88-м и 91-м гвардейскими стрелковыми полками (гв.сп). 


Кроме того, в состав дивизии вошли: 

. 09-й гвардейский артиллерийский полк, прибывший из УСсть- 
Лабинска; 

. 31-й гвардейский отдельный истребительно-противотанковый 
дивизион; 

° 35-я гвардейская зенитно-артиллерийская батарея; 

. 21-Й гвардейский минометный дивизион; 

. 40-й гвардейский отдельный саперный батальон; 

. 45-й гвардейский отдельный батальон связи; 

. 37-й отдельный медико-санитарный батальон; 

. 21-я отдельная разведрота, автомобильная рота, ветеринарная 
лечебница и другие подразделения тылового обеспечения. 


Штатная численность дивизии — 12795, по штатам марта 1942 г.- 
13113, полка — 2400 чел. 


Вооружение дивизии: пушки 76-мм - 32, гаубицы 122-мм - 12, 
противотанковые (57-; 45- и 32-мм) пушки - 30, противотанковые 
ружья (ПТР) - 279, минометы 82-мм и 120-мм - 170, ручные пу- 
леметы — 352, станковые — 114, крупнокалиберные и зенитные 
пулеметы - 15, винтовки и карабины -— 9375, пистолеты-пулеметы 
ПИШ - 655, автомашины - 154, лошади - 1800. 
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Командир дивизии — участник гражданской войны, гв. полковник 
Ф.А. Афанасьев, начальник штаба — гв. полковник Ткачев, военный 
комиссар’ — АЛ. Сигида. 

Командиры гвардейских стрелковых полков: 

. 84-го — гв.подполковник Г.П.Барладян; 

. 88-го — гв.майор П.В.Евдокимов; 

. 91-го — гв.полковник П.А. Силантьев. 

Командир 59-го гв.артполка -— гв.майор Савельев И.З. 

К концу мая 1942 г. оперативная ситуация в занятом немцами 
Крыму изменилась. Противник не решился форсировать Керченский 
пролив и перебросил свои основные силы из Крыма под Ленинград. 

Произошли перестановки и у нас — на Таманском полуострове 33-я 
гв. сд сдала свой участок обороны соседней 32-й гвардейской диви- 
зии (впоследствии удостоенной почетного наименования Таманской), 
приняла присягу у гвардейского знамени и прибыла на ж/д станцию 
Крымская в ожидании нового боевого приказа. В дивизии числилось 
тогда 12.500 человек”. 


* Военные комиссары (в частях и соединениях) и политруки (в подразделениях)- 
представители Коммунистической партии в Вооруженных Силах Советского 
Союза (1918-1942г г.), с введением единоначалия строевых командиров (9.10.42 г.) 
они стали заместителями командиров по политчасти (замполитами). 


** ЦАМО, 4.33-й гв. сд, оп.1, д.1, лл 2-3. 
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ГЛАВА П. СТАЛИНГРАДСКИЙ РУБЕЖ 


«Не уходят из памяти опаленные боями, израненные и все-таки 
выжившие, отступившие с одного смертельного рубежа на дру- 
гой, разгневанные, полные решимости выстоять до конца люди 
лета сорок второго года. Дух Сталинграда, как и его слава, бра- 
ли свое начало в их душах, в их сжимающих оружие руках.» 
К.Симонов, «Сорок второй». 


В начале летней военной кампании 1942 г. Страна Советов, сама 
еще того не ведая, стояла на пороге величайшего сражения Второй ми- 
ровой войны, решившего в итоге ее исход. Эпицентром этого сражения 
стал волжский город Сталинград (сейчас это Волгоград). 

Сегодня мало кто помнит дату нашей победы в Сталинградской битве, 
а дату начала ее не помнят и многие историки. И уж совсем мало кому 
известно, что началась эта битва на территории Ростовской области. 

..Летом 1942 г. десятки тысяч людей устало брели на восток по 
раскаленной донской степи. Военные и гражданские, с оружием и без, 
пешком или на подводах, изредка - на автомашинах. 

Это отступала Красная Армия в общем направлении на Сталинград. 


Колонна немецкой танковой дивизии на марше. Июль 1942 г. 
(«Стратегия КМ»). 
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Вслед за нею в огромный 300-километровый разрыв советско- 
го фронта хлынули фашистские войска. На машинах, мотоциклах и 
танках по Дикому полю, помнящему нашествия гуннов, половцев и 
татаро-монгол, днем и ночью двигалась страшная сила. 

Казалось, ее движение на восток уже не остановить, казалось, что 
это - финал Восточной кампании. Как такое могло произойти? 

После весеннего поражения под Харьковом и в Крыму Красную 
Армию ждали новые испытания. 

Еще в начале июня немецким командованием были разработаны 
планы операций «Блау» и «Клаузевиц», с которых должно было на- 
чаться генеральное летнее наступление на южном фланге советско- 
германского фронта (Ставка Верховного Главнокомандования ждала 
это наступление на московском направлении). 

В итоге этих операций в огромный котел от Ростова до Воронежа 
должны были попасть войска сразу двух советских фронтов - Южного 
и Юго-Западного. Однако Ставка ВГК сумела разгадать замысел про- 
тивника и дала приказ об организованном отступлении. 

Южный фронт отходил на левый берег Дона в его нижнем тече- 
нии, Юго-Западный с тяжелыми боями отступал за Дон, к Сталинграду. 
Бронированные «клещи» 1-й и 4-й немецких танковых армий замкнули 
в кольцо в районе Миллерово-Кантемировка уже пустое пространство. 

В так называемый «миллеровский» котел не попали основные силы 
советских фронтов, но уйти от окружения удалось только ценой боль- 
ших потерь. 

Картины этого страшного отступления показаны с присущим 
В.Некрасову реализмом в его повести «В окопах Сталинграда»; 
М.Шолоховым - в романе «Они сражались за Родину» и в одноименной 
экранизации С.Бондарчука, где замечательно переданы мысли, чув- 
ства и переживания наших бойцов. 

И хотя планы гитлеровского командования не осуществились до 
конца, в целом вермахт добился немалых успехов: полностью захватил 
Донбасс с его угольными ресурсами, Ростов - «ворота» на Кавказ, вы- 
шел в большую излучину Дона", чем создал угрозу непосредственного 
захвата Сталинграда. Ставке ВГК стали ясны и намерения противника 
в летнюю кампанию 1942 г.: ударом на Сталинград перехватить глав- 


* Большая излучина Дона — местность, охватываемая течением Дона от 
Серафимовича до Суровикино восточнее прямой, соединяющей эти города. 
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ную водную артерию Советского Союза - Волгу и, отрезав весь Юг, 
бросить все силы на захват нефтеносных районов Кавказа. 

Чтобы остановить врага и прикрыть Сталинградское направление, 
Ставка ВГК 12 июля 1942 г. из остатков Юго-Западного фронта образу- 
ет Сталинградский. Протяженность его - 500 км от Павловска до ста- 
ницы Верхне-Курмоярской на Дону, затопленной сейчас Цимлянским 
водохранилищем. 

Ставкой был определен и Сталинградский оборонительный ру- 
беж западнее реки Дон - от Караженского (у г. Серафимович) через 
Евстратовский, Калмыковский и Суровикино - по западной сухопут- 
ной границе большой излучины Дона. 

В состав нового фронта вошли три армии, переформированные из ре- 
зервных: 62-я, 63-я, 64-я, а также 21-я армия ЮЗФ и 8-я воздушная армия. 

Сейчас в Волгограде и стар, и млад знают о легендарной 62-й ар- 
мии” и ее командарме В.ИЧуйкове. Но тогда, в июле 1942 года, у ар- 
мии был другой командующий, и до боев в сталинградских кварталах 
и у центральной переправы, где сейчас городская набережная имени 
62-й Армии, было еще далеко. 

Новоиспеченная армия под командованием генерал-майора 
В.Я.Колпакчи в составе шести стрелковых дивизий, четырех полков 
курсантских военных училищ и шести отдельных танковых батальо- 
нов с марша занимала оборону от Клетской до Суровикино в сто ки- 
лометров по фронту. Среди этих дивизий была и 33-я гвардейская, 
прибывшая с Северного Кавказа. 

4 июля 1942 г. последние эшелоны дивизии разгрузились на железно- 
дорожной станции Донская (г. Калач-на-Дону) Сталинградской области. 
На эту же станцию для 33-й гв. сд был завезен полный комплект воору- 
жения, изготовленного на эвакуированных за Волгу заводах, инженерное 
имущество, лошади, повозки, кухни и продукты. Правда, положенного по 
штату количества грузовых автомашин (154 ед.) дивизия не получила. 

|] июля, переправившись на пароме через р.Дон, 33-я гв. сд совер- 
шила 60-километровый походный марш на северо-запад от Калача и 
заняла отведенный ей участок обороны на правом фланге 62-й армии. 

..Середина знойного даже по южным понятиям лета, безводная 
донская степь. Уже отцвели душистый чабрец, бессмертник и другие 


* 62-я армия сформирована в июле 1942 на базе 7-ой резервной. После завершения 


Сталинградской битвы была преобразована в 8-ю гвардейскую. Под командовани- 
ем В.И.Чуйкова она дошла от берегов Волги до Берлина. 
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буйные травы, унес их ароматы порывистый ветер, остались только 
горьковатый запах полыни да палящее солнце над головой. 

Под этим беспощадным солнцем в тяжелом, почти каменистом 
грунте с помощью ломов, кирок и топоров бойцам дивизии нужно 
было спешно оборудовать огневые позиции и окопы на своем участке 
Сталинградского рубежа. 

До начала самой кровопролитной в истории человечества битвы, из- 
менившей ход Великой Отечественной войны, оставались считанные дни. 

Соотношение сил противоборствующих сторон в предстоящем сра- 
жении складывалось далеко не в пользу Красной Армии. 

На Сталинград в большой излучине Дона наступала немецкая 6-я 
полевая армия, ударная сила вермахта. Гитлеровские генералы счита- 
ли, что в ней воплощена сама идея наступательной войны. 

Она успешно участвовала в покорении Польши и Франции, именно 
ее готовили к десантированию на Британские острова. Эта армия не 
знала поражений в сражениях с Красной Армией на Украине. 

В армии имелось 270 тысяч солдат и офицеров (причем солдат, 
посаженных на машины), 3 тысячи орудий и минометов, 500 танков. 
С воздуха эти силы поддерживали 1200 самолетов 4-го воздушного 
флота Германии. 

Перед армией Гитлером была поставлена конкретная задача - 25 
июля 1942 г. овладеть Сталинградом. 

К началу боевых действий Сталинградский фронт реально мог про- 
тивопоставить врагу только 12 дивизий 62-й и 63-й армий - около 160 
тысяч человек в пешем строю, 2200 орудий и минометов, до 400 тан- 
ков. В составе нашей 8-й воздушной армии было всего 454 самолета. 

Противник превосходил советские войска по численности в 1,7 раза, 
по артиллерии и танкам - в 1,3 раза, по авиации - более чем в 2 раза. 

Кроме того, советские резервные армии, с марша занимавшие не- 
подготовленные рубежи обороны в открытой танкодоступной местно- 
сти, сразу попадали под удары вражеской авиации. Боевой опыт со- 
ветских дивизий, мягко говоря, оставлял желать лучшего. Зачастую 
их личный состав был совершенно не обстрелянным. 

Вот в таких условиях и начинался оборонительный период 
Сталинградской битвы, наименее изученный, по мнению как совет- 
ских, так и новых российских историков. 

«Прошли десятилетия после событий Сталинградской битвы, но мил- 
лионы документов о ней еще не изучены, сотни тысяч фактов не опи- 
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саны. Особенно это относится к боевым действиям 1-й и 4-й танковых 
армий и дивизий 62-й армии, сражавшихся в большой излучине Дона». 

Эти слова советского академика А.М.Самсонова более чем акту- 
альны и сейчас, спустя 20 лет после четвертого издания его монумен- 
тального труда «Сталинградская битва» (Москва, «Наука», 1989 г.), не 
удостоенного переиздания в новой России. 

К сожалению, эти двадцать «перестроечных» лет потрачены, в 
основном, не на исследования «белых пятен» собственной истории, а 
на создание новых мифов о войне. 

А ведь за эти двадцать лет ушли от нас в большинстве своем вете- 
раны, участники тех безвестных боев, состарились даже самые юные 
очевидцы событий тех лет, бывшие тогда подростками. 

Может получиться так, что величайшая битва мировой истории, 
происшедшая на нашей с вами земле в обозримом еще прошлом, ока- 
жется во многих деталях и фактах так же далека для потомков, как 
битва князя Игоря с половцами на реке Каяла... 

Но вернемся в июль 1942 года. 33-я гвардейская дивизия спеш- 
но занимала двадцатидвухкилометровую полосу обороны на правом 
фланге 62-й армии — от хутора Калмыковский до совхоза «Копонья» 
Клетского района (84-й гв.сп) и от «Копоньи» до хутора Киселева 
Суровикинского района (91-й гв.сп) Сталинградской области. 

88-й полк находился во втором эшелоне дивизии, на правом берегу 
Дона у Калача. Штаб дивизии располагался в хуторе Рожковском, сей- 
час этот хутор заброшен, название его исчезло с географических карт. 

...Маршевые колонны немцев и окапывающихся по грудь в землю 
советских пехотинцев еще разделяли многие десятки километров. 

Стремясь выиграть время для занятия и обустройства основных ру- 
бежей обороны, выяснить силы и намерения противника, Ставка ВГК 
приказала Сталинградскому фронту выдвинуть навстречу врагу, к степ- 
ным рекам Чир, Цуцкан и Цымла, сильные передовые отряды (ПО). 

33-я гв. сд получила приказ о выдвижении такого отряда к станице 
Чернышевской (не путать с пос. Чернышковским, районным центром 
Волгоградской области), расположенной на западном берегу реки Чир, 
в 45-ти километрах западнее полосы обороны дивизии. 

Сейчас это станица Советская, один из районных центров 
Ростовской области. 

О действиях передового отряда в Чернышевской подробно расска- 
зывают ветераны дивизии М.И.Ржавский и В.3.Ломовский — непо- 
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средственный участник боев в составе передового отряда, тогда 19-лет- 
ний командир стрелкового взвода. В своей рукописи они скрупулезно 
собрали воспоминания и ветеранов — бойцов передового отряда, и 
мирных жителей, свидетелей тех событий. 

Вот что рассказывает нам эта не опубликованная в 90-х годах ру- 
кКОПиСЬ. 

Передовой отряд дивизии состоял из 88-го полка, выдвигаемого 
из второго эшелона (от г. Калач-на-Дону), усиленного дивизионом 59- 
го артполка и батареей истребительно-противотанкового дивизиона, а 
также приданным 651-м отдельным танковым батальоном (комбат май- 
ор Бударин), сформированным на Сталинградском тракторном заводе. 
Командовал отрядом гв.майор П.В.Евдокимов’, командир 88-го гвардей- 
ского стрелкового полка. Его батальонам от Калача до Чернышевской 
ещё предстояло пешком пройти добрую сотню километров. Поэтому 
для проведения предварительной разведки в Чернышевской был опре- 
делён авангардный ударный отряд из автоматчиков и разведчиков 84-го 
полка, а также 21-й отдельной разведроты. Он должен был разведкой 
боем установить силы противника в станице и отойти, не ввязываясь 
в затяжные бои, до подхода основных сил Евдокимова. 

С этой целью ударный отряд под командованием участника фин- 
ской войны майора М.С. Спицына, заместителя командира 84-го пол- 
ка, и начальника разведки дивизии капитана С.А. Глущенко на двад- 
цати грузовых автомашинах и с ротой танкового батальона (12 танков, 
командир роты мл.лейтенант С.Загиров) еще 15 июля выдвинулся к 
Чернышевской в район хуторов Петровка и Русаков. 

Связисты дивизии, воспользовавшись еще не разрушенной теле- 
фонной линией, выяснили, что в станице уже находятся немцы (см. 
приложение «Калач-на-Дону. Степь», Г. Чухрай), что и подтвердил пер- 
вый же разведпоиск. 

Особенно же впечатлило разведчиков движение колонн немецкой 
техники мимо станицы — из Боковской транзитом на Морозовскую. 


* Евдокимов Петр Васильевич — по данным Главного Управления кадров МО СССР 
родился 18.06.1910 г.в г.Иваново. Службу в Красной Армии проходил с 1929 по 1942 
год, окончил военную школу им.ВЦИК. В ВОВ с 11.07.41 г., командир парашютно- 
десантного батальона 2 ВДБ (с 11.10.41 г.). После ранения и лечения в госпитале 
(с марта 1942 г.) - командир 6-й ВДБ ЗВДК, затем — командир 88-го гв.сп 33-й гв. 
сд. Из списков офицерского состава исключен как пропавший без вести в июле 1942 
года. Кандидат в члены ВКП(б). 
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Разведчики дивизии в пойме реки Чир у станицы Чернышевской. 


Гвардии сержант Сыроваткин рассказывал: «..Обидно и досадно 
— идет враг по нашей земле безнаказанно. Колонны автомашин без 
боевого охранения, танки с открытыми люками. Так и хотелось уда- 
рить хотя бы по одной машине, но приказано было не выдавать себя». 

Опытный офицер Глущенко’ привлек для разведки местных подрост- 
ков, не вызывающих особых подозрений у немцев. Пятнадцатилетний 
станичный пацан Серега Переходкин лично от капитана получил за- 
дание на разведку в Чернышевской. Все добытые сведения Серега 
благополучно передал Семену Антоновичу, поразившему мальчишку 
своими двумя орденами (см. приложение «Хочешь нам помочь?»). 

Из хутора Русаков, расположенного на восточном берегу Чира, в 
ночь с 15 на 16 июля провела наших разведчиков в Чернышевскую 


* С.А.Глущенко, род. 15.09.1917 г. Выпускником военно-десантного училища встре- 
тил войну в Венгрии. Летом 1942 г.- начальник разведки 33-й гв.сд. С 62-й — 8-й 
гв.армией (командарм В.И.Чуйков) прошел от Сталинграда до Берлина, где уча- 
ствовал в пленении командующего Берлинским гарнизоном генерала Вейдлинга, 
в чине оберста рвавшегося к Сталинграду через станицу Чернышевскую. Сейчас 
гв.полковник в отставке С.А.Глущенко, отмеченный многими боевыми наградами, 
проживает в г.Москва. 
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комсомолка Косикова Маша. К утру разведчики вернулись в Русаков 
с тремя пленными. 

«..Панцердивизион, майн командирен — оберст Вейдлинг» - и без 
переводчиков были понятны показания «языков». К 25 июля немцы 
должны взять Сталинград — таков приказ фюрера. Пленные рассказа- 
ли также, где в станице находится штаб их мехчасти. 

..В нашей историографии началом Сталинградской битвы приня- 
то считать 17 июля 1942 г., когда большинство передовых отрядов 
Сталинградского фронта вошли в соприкосновение с авангардами на- 
ступающего противника. 

Но академик А.М.Самсонов в «Сталинградской битве», а теперь и 
современный русский историк А.Исаев в своей книге «Сталинград. За 
Волгой для нас земли нет» (Москва, «Яуза», 2008 г.) упоминают, по 
всей видимости, один и тот же бой, происшедший 16 июля недалеко 
от станицы Морозовской Ростовской области. 

В 20.00 разведотряд 147-й стрелковой дивизии 62-й армии вступил 
в скоротечный бой с немецкой механизированной частью, в результате 
которого были уничтожены и повреждены три танка противника. 

После столкновения разведотряд отошел в район Верхне-Гнутова, 
потеряв также один Т-34 сгоревшим и два — подбитыми. 

Но первые выстрелы великой битвы прозвучали еще ранним утром 
этого же дня в станице Чернышевской той же Ростовской области. 

Рукопись М.И. Ржавского и В.3. Ломовского повествует о предпри- 
нятой передовым отрядом 33-й гв. сд разведке боем в Чернышевской 
на рассвете 16 июля 1942 г. Можно предположить, что это и был пер- 
вый бой Сталинградской битвы. 


16 июля 1942 г. 
В разведке боем участвовали роты автоматчиков И.С.Лебедева’ и 
разведчиков лейтенанта В.В. Донченко (84-й гв. сп). 


* Лебедев Иван Сергеевич, родился в 1907 г.в семье шахтера в Донбассе. Срочную 
службу проходил в Средней Азии, в боях с басмачами был дважды ранен. В сентябре 
1941 г. сержант Лебедев вновь призван в ряды РККА и направлен в формирующийся 
тогда на Северном Кавказе 3 ВДК. За участие в боях передового отряда 33-й гв. сд 
награжден орденом Красного Знамени, затем — орденом Отечественной войны 1-й 
степени (см. приложение «Герой далёкой войны»). Гвардии лейтенант И.С.Лебедев 
был смертельно ранен 14.01.1943 г.в бою за хутор Лисичкин Константиновского 
района Ростовской области, похоронен в братской могиле хутора Паршикова 
Цимлянского района. 
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Бойцы на танковой броне ворвались в станицу и завязали уличные 
бои. Немецкой бронетехники в этот момент в станице еще не было. 
Застигнутые врасплох гитлеровцы, отстреливаясь, отступили в глубь 
станицы. В плен попали солдаты 14-го полка 29-й моторизованной 
ДИВИЗИИ. 

Отделению автоматчиков гв.сержанта Ивана Михайлюка удалось 
без потерь захватить штаб мехчасти, о котором говорили первые плен- 
ные немцы. Были захвачены штабные документы, знамя фашистской 
части, взяты в плен офицеры штаба. 

Когда же к Чернышевской приблизилась большая колонна крытых 
автомашин с пехотой и танков, разведотряд, обстреляв колонну, оста- 
вил станицу и отошел к извилистым и густо поросшим берегам реки 
Чир. 

Здесь на него налетели вражеские бомбардировщики. Благополучно 
переждав бомбежку в прибрежных зарослях, отряд без потерь вернул- 
ся в Петровку. 

Немцы же, встревоженные неожиданным налетом, уже к ночи под- 
тянули в Чернышевскую свои механизированные части. Автомашины, 
пушки и танки заполонили улицы станицы, часть сил немцы размести- 
ли и в хуторе Русаков. 


17 июля 1942 г. 

Ранним утром следующего дня две роты 1-го стрелкового батальона 
(командир гвардии капитан Н.А.Субхангулов”) 88-го стрелкового полка, 
после почти стокилометрового двухсуточного марша подошли к хутору 
Русаков, занятому, по сведениям головного дозора, противником. 

Командир передового отряда гв.майор П.В.Евдокимов дал команду 
атаковать врага, предварительно отрезав его от моста через Чир. 


* Гв.капитан Н.А.Субхангулов, 1914 г.р., уроженец Башкирии. Окончив в 1938 
году Казанское военное пехотное училище, преподавал тактику и топографию в 
Минском пехотном училище. В 1940 г. - «кремлевский курсант» — слушатель кур- 
сов повышения квалификации при Московском высшем общевойсковом командном 
училище им.Верховного Совета СССР. В 3-м ВДК Н.А.Субхангулов с момента его 
формирования в г.Ейске. Среди командиров и бойцов Насыр Абдуллович пользовался 
репутацией бескомпромиссного и целеустремленного командира. В составе передо- 
вого отряда 33-й гв.сд — командир 1-го стрелкового батальона 88-го полка. 

В картотеке потерь офицерского состава 33-й гв.сд Н.А. Субхангулов значится 
пропавшим без вести (приказ от 14.11.42 г.), дата не указана. В.3.Ломовский счи- 
тает этой датой август 1942 г. 
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Атакует стрелковый батальон 


Бойцам, рвавшимся в свой первый бой, атака удалась. Врагу был на- 
несен большой урон, но не малыми были и наши потери. Фашисты, отой- 
дя от реки, заняли оборону на юго-восточной окраине Чернышевской. 

Евдокимов решил развить успех и взять станицу. Тут же был сфор- 
мирован танковый десант из семи танков, двух стрелковых взводов 
первой роты и пулеметного расчета. Командиром этого десанта был 
назначен гвардии лейтенант В.3. Ломовский, один из авторов неопу- 
бликованной рукописи «Задание чрезвычайной важности». Оба взвода 
(60-65 бойцов) разместились на броне пяти «тридцатьчетверок» и двух 
легких танков Т-60. 

Вот как вспоминал этот бой ветеран дивизии И.И. Ургапов 
(г. Цимлянск), в 1942 году — красноармеец 1-го стрелкового батальона. 

Где-то в 8.30 танки стремительно перескочили деревянный мост 
через Чир и развернутым строем устремились к Чернышевской. 

Немцы встретили их ураганным артиллерийским и минометным ог- 
нем. Атакующие стрелки залегли на оказавшемся открытым месте. Как 
потом выяснилось, на заросшем поле заброшенного сельского аэродрома. 

Один танк загорелся, еще два, получив повреждения, стали мед- 
ленно отходить к реке, остальные резко рванулись вперед, ворвались 
на окраину станицы и скрылись из виду. 
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На околице показалось несколько немецких танков в ядовито-зеленой 
раскраске, но они тут же развернулись и также скрылись в станице. 

Стрелки, уходя из-под минометного обстрела, несколькими броска- 
ми достигли крайних домов станицы, выбили из них вражеских пехо- 
тинцев, но дальше без танковой поддержки не продвинулись. 

А что же танки, прорвавшиеся в станицу? Потерь врагу они при- 
несли немало, особенно одна «тридцатьчетверка». Она шла не по пря- 
мым, как стрела, улицам станицы, простреливаемым немецкими пуш- 
ками и танками, хорошо видимым летчикам «Юнкерсов», а по дворам 
и огородам. Эта «тридцатьчетверка» постоянно маневрировала, делала 
зигзаги. Стреляла из пушки и поливала врага из пулеметов. 

А станица уже под завязку была набита немецкой техникой и сол- 
датами. Позади себя танкисты оставляли груды искореженного метал- 
ла и трупы солдат. 

По рассказам очевидцев — местных жителей, эта «тридцатьчетвер- 
ка» шла по станице, неся врагу смерть и разрушения, более трех ча- 
сов, но, попав на погреб, тяжелый танк провалился. Экипаж, покидая 
его, погиб. Имена отважных танкистов остались неизвестными... 

...Для подавляющего большинства наших бойцов это был день пер- 
вого настоящего, а не учебного боя. 

«Первая мина, первый снаряд или пуля, первый танк или пикирую- 
щий с надрывным воем самолет... Какие они? — вспоминает ощущения 
этого боя В.3.Ломовский. — Как с ними бороться и как вести себя в 
той или иной обстановке? Как пережить ранения, потерю товарищей? 
На многие вопросы можно было получить ответы только в бою». 

И первый бой продолжался уже в темноте. Последняя атака двух 
уже не полных рот началась почти в полночь, но успеха опять не 
принесла. Фашистам удалось, осветив поле боя ракетами, вести при- 
цельный огонь и отбить ночную атаку. Наши роты вынуждены были 
оставить станицу. 


жа 


В первые дни боев поддержку передовому отряду оказывали наши 
штурмовики и бомбардировщики, хоть и не часто они бомбили при- 
бывающие колонны вражеской техники. Но вскоре и эти самолеты 
пропали, переключившись на бомбежку Цымлянской переправы. 

Передовой отряд атаковал Чернышевскую еще три дня, но все по- 
пытки взять ее оказались безуспешными. П.В.Евдокимов бросал в бой 
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роту за ротой, прибывающие с марша, но противник отбивал атаки 
авангардами своих 16-й танковой и 113-й пехотной дивизий. 

19 июля передовой отряд навещает новый командир дивизии полков- 
ник А.И.Утвенко', хозяйственные службы подвозят горючее и боеприпа- 
сы, питание и медикаменты. Пушек и танков в отряде не добавилось... 

20 июля П.В.Евдокимов ввел в бой все наличные силы отряда: 
остатки всех трех батальонов, трех танковых рот и артдивизиона... 

Они вели наступление на противника с трех сторон, уничтожили 
в этот день 8 орудий, 4 бронетранспортера, 18 автомашин и сотни 
солдат противника, не раз врывались в станицу, но закрепиться в ней 
так и не смогли. 

Катастрофически не хватало артиллерии и других противотанко- 
вых средств (даже ПТР!), все меньше оставалось танков, краснозвезд- 
ных самолетов в небе не было совсем. Редели ряды стрелковых рот, 
много гибло командиров, в том числе и от снайперского огня. Все 
больше сказывалось значительное удаление от основных сил дивизии. 

Получив сведения о том, что противник собирается нанести по от- 
ряду удар крупными силами, Евдокимов принимает решение на отход 
от станицы, но, выполняя основную задачу отряда (выиграть время!) 
пытается остановить врага на промежуточной позиции — у слободы 
Петрово, в 18 километрах к востоку от Чернышевской. 

В слободе уже находился небольшой гарнизон отряда, были подго- 
товлены рубежи обороны, вплоть до окопов для танков, заминированы 
подходы К НИМ. 

Утром 21 июля к этим рубежам подошли танки и артиллерия про- 
тивника, на крытых автомашинах прибыла пехота, развернулась в 
цепи. После артобстрела и бомбежки пехота пошла в атаку за танка- 
ми — без головных уборов, с закатанными рукавами. 

Три такие атаки отбили за день наши бойцы, уничтожив до бата- 
льона пехоты, 7 бронированных машин и подбив 13 танков. 

В последний день этого противостояния, 22 июля, противник уже 
силами двух пехотных полков дважды (в 8.00 и 15.00) пытался про- 
рвать линию обороны отряда. К исходу этого дня фашисты вдруг пре- 
кратили огонь и обе вражеские дивизии (16-я танковая и 113-я пехот- 


* Гвардии полковник А.И.Утвенко сменил на должности комдива гв. полковни- 
ка Ф.А.Афанасьева здесь, в большой излучине Дона, и прошел с дивизией до 
Матвеева Кургана на «Миус-фронте» (см. приложение «Снова на главном фронте 
Отечественной войны»). 
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Здесь начиналась Сталинградская битва 
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Схема 1. Боевые действия передового отряда (ПО) 
38-й гв. сд (16-238.07.1942 г.) 


ная 14-го танкового корпуса) начали колоннами движение на восток, в 
обход позиций нашего передового отряда. 

Остатки его подразделений начали отход к главным силам диви- 
зии, двигаясь по территории, фактически захваченной противником. В 
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районе высот восточнее хутора Средняя Гусынка отряд был атакован 
танками 16-й тд и понес большие потери в коротком и жестоком бою. 

Утром 23 июля, попав под удар вражеского танкового клина, атаку- 
ющего уже основную линию обороны 33-й гвардейской дивизии, отряд 
Евдокимова был расчленен на две части. Большая из них (порядка 800 
чел.) примкнула к 84-му полку своей дивизии, меньшая часть вышла 
на позиции 192-й стрелковой дивизии. 

Потери передового отряда, насчитывающего к 16 июля более 3,5 
тыс. человек, были огромными. Так, из 1-го стрелкового батальона 
осталось в строю только 28 бойцов. Погиб, по-видимому, и его коман- 
дир гвардии капитан Н.А.Субхангулов. 

И о судьбе Петра Васильевича Евдокимова. В краеведческом музее 
слободы Чистяково (Советский район Ростовской области) есть пор- 
трет этого светловолосого и голубоглазого командира с мужественны- 
ми чертами лица и двумя майорскими шпалами в петлицах. Под пор- 
третом подпись — погиб в станице Чернышевской. Из ответа Главного 
управления кадров Министерства обороны СССР: «...из списков офи- 
церского состава исключен, как пропавший без вести в июле 1942 г.» 

По мнению командира 84 гв.сп Г.П.Барладяна, в чье расположение 
вышла часть отряда, возглавляемая П.В.Евдокимовым, он погиб в ночь 
с 23 на 24 июля, уже на основной линии обороны дивизии, пытаясь 
пробиться на танке Т-34 в ее штаб — сгорел вместе с экипажем танка. 

Но участник боев передового отряда, ветеран 88-го полка В.В.Вертель 
утверждает, что Петр Васильевич погиб у него на глазах 24 июля, сра- 
женный вместе с конем пулеметной очередью немецкого танка. 


жх 


Подводя итоги действий передового отряда 33-й гвардейской стрел- 
ковой дивизии, напомним, что первоначально немцы планировали 
взять Сталинград 25 июля 1942 г. 

Этот срок был сорван только боями передовых отрядов 
Сталинградского фронта, в том числе и передовым отрядом 33-й гв.сд. 
Темп продвижения противника снизился с начальных 30-35 км до 10- 
12 км в сутки, а затем и до 3-4 км. 

И хотя, по мнению ветеранов, тактических ошибок у командиров 
отряда было немало, главные свои задачи отряд выполнил: 

— на целую неделю было задержано продвижение противника к 
основной линии обороны дивизии. Это позволило ей завершить строи- 
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тельство оборонительных сооружений на рубеже обороны хотя бы в 
минимально необходимом объеме и в итоге выстоять на этом рубеже 
в начале наступления противника; 

— передовой отряд на своем узком фронте заставил преждевре- 
менно развернуться в боевые порядки значительную часть главных 
сил 6-й немецкой армии (16-ю тд, 113-ю пд и частично 297-ю пд), что 
позволило уже 21 июля определить направление и мощность главного 
удара противника — на правый фланг 62-й армии; 

— анализ боевых действий всех передовых отрядов 62-й армии опре- 
делил ключевую точку ее обороны - г.Калач-на-Дону`. 

Уточнив намерения противника, армия из своих скромных резервов 
и второго эшелона выдвинула в полосу обороны правофланговой 192-й 
сд один стрелковый полк, танковую бригаду и отдельный танковый 
батальон, что в какой-то степени помогло смягчить удар противника 
23 июля 1942 г. при его переходе в общее наступление. 


жа 


Для сокрушения построенной на скорую руку обороны 
Сталинградского фронта в большой излучине Дона и захвата 
Сталинграда противник создал две ударные группировки — северную и 
южную (см. схему 2 на стр.34). Предполагалось, что северная группи- 
ровка из района Чернышевская-Перелазовский, а южная — из района 
Обливская-Суровикино, разновременными охватывающими ударами 
на Калач замкнут в кольцо на правом берегу Дона советскую 62-ю 
армию, а затем, форсировав Дон, эффектным броском по кратчайшему 
пути (от Калача) ворвутся в Сталинград. 

Стандартный план классического окружения при явном превосход- 
стве сил не вызывал у немцев никаких сомнений в успехе. Никто из 
гитлеровских генералов не мог себе и представить, что через полгода 
начавшаяся этой операцией битва завершится разгромом 6-й армии на 
Волге и трехдневным трауром по всей Германии. 


* Значение города Калач-на-Дону в Сталинградской битве 1942-43 гг. по достоин- 
ству оценено Указом Президента Российской Федерации Д.А.Медведева от 25 мар- 
та 2010 г. ‹О присвоении г.Калач-на-Дону почетного звания Российской Федерации 
«Город воинской славы». В июле-августе 1942 г.войска Сталинградского фронта не 
дали противнику взять Сталинград ударом через Калач, а 23 ноября того же года 
Юго-Западный и Сталинградский фронты (при активной поддержке Донского) 
в районе Калача завершили окружение сталинградской группировки противника. 
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Схема 2. Немецкий план захвата Сталинграда ударом с запада 


Северная ударная группировка силами двух танковых, двух мотори- 
зованных и четырех пехотных дивизий на рассвете 23 июля 1942 года, 
потеснив советские передовые отряды, перешла в общее наступление 
на правый фланг 62-й армии. Бесчисленные немецкие эскадрильи 
буквально перепахали бомбежкой позиции 192-й и 33-й гвардейских 
стрелковых дивизий. Наших самолетов в небе над этими позициями не 
было совсем. Они бомбили переправы в районе станицы Цымлянской, 
по которым днем раньше начали форсировать Дон наступающие на юг 
части 4-й танковой армии Гота. 
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Боевое распоряжение штаба Сталинградского фронта однозначно 
определило задачи 8-й воздушной армии, насчитывающей во всех сво- 
их полках и эскадрильях 450 самолетов: «С утра 23.7 переключить уси- 
лия всех сил боевой авиации днем и ночью на уничтожение переправ 
противника через р.Дон на участке Филипповская — Романовская”... 
Более того, часть этой воздушной армии начала перебазирование на 
аэродромы Северо-Кавказского фронта с той же целью - бомбардиров- 
ка переправ через Дон в Цымлянской и Николаевской с минимальны- 
ми радиусами полетов. 

Обстановка осложнялась еще и тем, что правофланговые диви- 
зии оказались без вторых эшелонов и танковых резервов. Остатки 
танковых батальонов только выходили, отступая со своими пере- 
довыми отрядами, к основным позициям этих дивизий. Самолеты 
«Люфтваффе», встречая всего лишь слабый зенитно-пулеметный 
отпор, подавляли противотанковую артиллерию, затем танки кру- 
шили оборону стрелков. 

Но вопреки ожиданиям немцев, даже в таких условиях, без са- 
молетов и танков, красноармейцы героически отражали атаки врага, 
имевшего подавляющее превосходство в силах. 

Так, на участке обороны 84-го гвардейского стрелкового полка (ко- 
мандир полка гв.подполковник Г.П. Барладян) 33-й гв. сд, позиции 
которого протянулись в Клетском районе от хутора Калмыковского 
до поселка Копонья, враг превосходил советские войска в людях в 
4-5 раз, в орудиях и минометах в 9-10 раз, а в танках и самолетах 
абсолютно. 

Немецкая авиация группами по 60-70 самолетов непрерывно бомби- 
ла боевые порядки полка. 

«...Полк подполковника Г.П. Барладяна из 33-й гвардейской стрелко- 
вой дивизии, сражавшейся на правом фланге армии, был одной из частей, 
которым пришлось сдерживать самый жестокий натиск врага. Этот полк 
проявил выдающуюся стойкость» - так пишет в своих мемуарах бывший 
начальник штаба 62-й армии Маршал Советского Союза Н.И.Крылов. 


* Боевое распоряжение №0091/оп от 7.25 час. 23.07.1942 г. 


** Населенные пункты выше и ниже Цымлянской по течению Дона, станица 
Филипповская сейчас затоплены Цимлянским водохранилищем. О напряженных 
боях в районе Цымлянской изо дня в день, с 22 июля д0 6 августа 1942 г., докла- 
дывали сводки Совинформбюро (см. приложение «От Советского Информбюро»). 
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«Героические дела советских 
воинов на дальних подступах к 
Сталинграду открываются под- 
вигами четырех бронебойщиков» 
- этими словами знаменитого ко- 
мандующего 62-й армией, Маршала 
и дважды Героя Советского Союза 
В.ИЧуйкова лучше всего начать 
рассказ о сражении двух расчетов 
ПТР (противотанковых ружей) с 
30-ю немецкими танками. 

«Стойкость, победившая 
смерть». Так назывались статьи в 
«Красной Звезде», фронтовых и ар- 
мейских газетах и просто листов- 
ках, дошедших тем летом до каж- 
дого советского бойца. 

Так называется и диорама в 
музее «Сталинградская битва». И 
посвящены они подвигу бронебой- 

щиков того же 84-го гв. стрелко- 
вого полка — Петра Болото, Ивана 
Алейникова, Константина Беликова и Петра Самойлова. 

Из двух ружей ПТР 23 июля 1942 г. они подбили пятнадцать не- 
мецких танков и этим подвигом открыли героическую летопись 
Сталинградской битвы. 

Высота 198,3'... Холмистая возвышенность на стыке двух батальо- 
нов. Здесь, на заманчивом для прорыва обороны месте, выдвинувшись 
вперед от позиций полка, и окопались четверо бойцов, замаскировав- 
шись так, что их окопы было трудно обнаружить как с земли, так и с 
воздуха. 


Бойцы готовятся к отражению 
атаки противника 


* Высота 198,3 м. Участники этого боя в свое время не сумели показать эту вы- 
соту, расположенную, судя по всему, на рубеже Копонья-Калмыковский, у автодо- 
роги Суровикино - Серафимович. Сейчас ее поисками заняты следопыты средней 
школы хутора Калмыковский. Нет сомнений, что они ее найдут. Может быть, 
со временем на ней появится памятная стела или крест, обозначающие первую 
героическую высоту Сталинградского рубежа? 
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Противник не заставил себя долго ждать. Три десятка враже- 
ских машин («...по семь на брата, да еще два сверху...») двигались 
по пыльной дороге у высотки. Слава богу, что с танками не было 
пехоты. 

Казалось, что могли сделать четыре бойца, вооруженные всего-навсего 
двумя противотанковыми ружьями калибра 14,5 мм и двумя винтовками, 
против тридцати танковых пушек и шестидесяти пулеметов? 

В лучшем случае, вывести из строя несколько машин, но... 

«Я и мои товарищи впервые посмотрели смерти в глаза, посмо- 
трели — и не испугались, решили стоять до последнего, стоять на- 
смерть, — так рассказывал потом гв.младший сержант Петр Болото, 
старший группы, о своем первом бое, — ведь там, где обороняется 
гвардия, враг не пройдет». 

И начался неравный бой. Бронебойщики били по ближним маши- 
нам, стараясь попасть в бензобаки. После первых же выстрелов заго- 
релся один, потом второй танк, остальные открыли огонь по вершине 
кургана. Откуда-то сзади и издалека ударили наши пушки, но оста- 
новить танки и они не смогли. Пули и осколки с шипящим свистом 
проносились у самых голов, но гвардейцы понимали, что прекратить 
сейчас огонь, укрыться в окопах и дать танкам добраться до них — это 
безусловная смерть. 

И бронебойщики продолжали вести огонь. От частой стрельбы 
стволы ружей раскалились так, что держаться за них можно было 
только через пилотку... 

Уже в сумерках, оставив под холмом 15 неподвижных танков, враг 
отошел. Счастливой оказалась на этот раз судьба четырех советских 
парней. Они выжили в тот горячий день в донской степи и вышли из 
жестокого боя победителями. 

Петр Болото в этом бою лично уничтожил восемь танков, расчет 
Константина Беликова — семь. Всего же в этот день воины 84-го полка 
уничтожили 45 танков. 

К.Беликов, И.Алейников и П.Самойлов за мужество, проявленное 
в бою на высоте 198,3, были награждены орденами, а Петру Болото 
Указом Президиума Верховного Совета СССР от 5 ноября 1942 г. при- 
своено звание Героя Советского Союза’. Наверняка это был первый 


* В музее «Сталинградская битва» (город-герой Волгоград) экспонируются орден 


Ленина и медаль «Золотая Звезда» Героя Советского Союза П.О.Болото (1909- 
1966) и боевые награды командира дивизии генерал-майора А.И.Утвенко. 


37 


=: 


Фрагмент диорамы «Стойкость, победившая смерть» 


подвиг в Сталинградской битве, удостоенный такой высокой награды 
Родины. Поэт Е. Долматовский тогда посвятил этому подвигу следую- 
щие строки: 

Об их отваге боевой 

В сказаньях говорится. 

Их было четверо всего, 

А танков было тридцать. 

Но танки повернули вспять, 

Сгорела половина. 


Вот так сражаться, так стоять, 
Отбить врага лавину! 

И мы развеем ураган, 
Бессмертные, живые. 

Стоит в степи седой курган 
Незыблем, как Россия. 
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На линии обороны 84-го полка у хутора Калмыковского отбива- 
ли бесконечные атаки гитлеровцев и артиллеристы 59-го гвардейского 
артполка — две батареи под командованием гв. лейтенанта Афанасьева 
и военного комиссара Заниса. Они насчитали до двадцати атак на свои 
позиции, сожгли и уничтожили 18 танков, 24 бронемашины с автомат- 
чиками, минометную батарею и сотни фашистов”. 

..Для многих же бойцов этого полка, принявшего самый тяжелый 
удар немецкой группировки и лишенного поддержки танками и авиа- 
цией, военная судьба в этот день сложилась совсем по-другому. 

Вот как описывал этот день 23 июля 1942 г. минометчик гв. 
мл.сержант Александр Курченко: «В шесть часов утра на наш полк 
(84-й гв. сп) двинулась целая лавина, больше сотни немецких танков. 
Полк был окружен врагами и отрезан от дивизии. В этот страшный 
день из нашей минометной роты (72 чел.) в строю осталось всего лишь 
одиннадцать... 

..Танк с черно-белым крестом на башне внезапно остановился у 
бруствера нашего окопа. Из распахнутого люка показался танкист в 
черной форме и гортанно крикнул: «Русь, сдавайсь!» Стоявший рядом 
со мной Виктор Пучков вскинул винтовку, но тут же упал, сраженный 
выстрелом танкиста. И вот уже в окоп летит граната. 

Взорвавшись под упавшим Виктором, она не зацепила меня оскол- 
ками. Люк захлопнулся, танк взревел двигателем и принялся «утю- 
жить» наши окопы, присыпав и меня наполовину землей. 

Придя в себя, я увидел ужасную картину. Кроме меня и тяже- 
лораненого Домбровского, из расчета” в живых не осталось никого. 
Миномет был также раздавлен гусеницами танка. Перебинтовав ране- 
ного и собрав медальоны и комсомольские билеты убитых товарищей, 
я стал ждать темноты, так как кругом стояли немецкие танки». 

..В первый же день своего наступления противник таранным уда- 
ром прорвал оборону 192-й стрелковой дивизии на участке Клетская- 
Евстратовский и вышел к населенному пункту Платонов. 

В полосе обороны 84-го полка 33-й гв. сд части немецких 16-й 
танковой и 113-й пехотной дивизий продвинулись на 15 км и овладели 
районом совхоза «|! мая» (см. схему 3, «Боевые действия в большой 
излучине Дона»). 


* ЦАМО, 49-345, оп.5502, 0.6, л.183. 
** В расчете 82-мм (батальонного) миномета - 5 человек. 
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Пушка-«сорокапятка» на прямой наводке. 59-й гв. артполк 


В вечерних переговорах 23.07.42 г. по прямому проводу вновь назна- 
ченный командующий Сталинградским фронтом генерал В.Н. Гордов 
так излагает ситуацию Верховному Главнокомандующему: 

«1. Противник с утра на правом фланге 62-й армии начал актив- 
ные действия — ввел одну ПД и одну ТД на участке Верх. Черенский, 
Перелазовский, совхоз «Копонья». Главный удар танковой дивизии был на- 
правлен из района Чернышевская, через Петровка, Калач-Куртлак, и с хода 
атаковал передний край 33-й гв. сд. Из принимавших участие в бою 150 
танков нами подбито 35, до 30 танков вклинились в линию обороны 33-й 
гв. сд, с которыми происходили бои на высоте 163,5 и пр. Березовый... 

3. 62-я армия в этой обстановке проводит следующие мероприятия: 
имеющиеся в ее распоряжении танки, РС (реактивная артиллерия) и ап 
ПТО (артполки противотанковой обороны) сосредотачивает на фронт 
тридцать третьей дивизии для воспрещения танковых атак противника... 

...50% ВВС фронта с утра 24 направляется на фронт 62-й армии 
для противодействия и ликвидации атак противника. 

4. В течение дня 23-го деятельность авиации противника на фронте 
62-й армии значительно оживилась, чего в предыдущие дни не было...» 
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Спустя многие годы вспоминает этот день и известный немецкий исто- 
рик и журналист П.Карель. Анализируя путь 16-й танковой дивизии в 
Сталинградской битве, он пишет в книге «Крах операции «Блау», слегка 
перевирая название хутора Рожковского, расположенного в полосе обо- 
роны 33-й дивизии: «Одна из дивизий 62-й советской армии на высотах у 
Рошки оказала ей (16-й тд) первое ожесточенное сопротивление». 

..Подтянув за ночь свои резервы, противник с утра 24-го июля нанес 
сильный удар на Верхнюю Бузиновку, где находились штабы 192-й и 184-й 
стрелковых дивизий 62-й армии. Штабисты, отстреливаясь из автоматов 
и пулеметов от танков с десантами автоматчиков и «Мессершмиттов», 
отступили в сторону станицы Сиротинской. Машина командира 192-й сд 
полковника А.С.Захарченко, последним покидавшего Бузиновку, была в 
упор расстреляна немецкими танками, комдив погиб. 

16-я танковая дивизия противника, расширяя прорыв в районе обо- 
роны 84-го полка, овладела хутором Рожковским, где находился штаб 
33-й гв. сд. 

В бою за хутор в плен к врагу попали комиссар 91-го гв.сп Н.Ф.Горук 
и начальник штаба дивизии полковник Ткачев’. 

Удары по штабам сразу трех правофланговых советских дивизий 
вполне объяснялись активной деятельностью немецкой разведки, ис- 
пользовавшей показания пленных красноармейцев. 

Оперативная сводка 62-й армии на 22.00 24 июля сообщала: 
«Наземная и авиационная разведка отхода пехоты не наблюдала. Есть 
основания считать, что части продолжают сопротивляться на рубеже»”. 

Передовые же части противника в результате прорыва обороны 62-й 
армии к исходу 24 июля вышли к правому берегу великой казачьей реки 
в районе поселка Каменский, в 20-ти километрах севернее Калача. 

...25 июля фашисты всю свою мощь обрушили на 91-й левофлан- 
говый полк дивизии, оборонявшийся от совхоза «Копонья»"” до хутора 
Киселева. 


* Комиссар Н.Ф.Горук и полковник Ткачев, по сведениям однополчан-очевидцев, 
были доставлены в Миллеровский концлагерь, где Н.Ф.Горук был расстрелян, а 
Ткачев бесследно исчез. 


** ЦАМО СССР, $.345, оп.50312, д 4, 1.47. 


*** Совхоз «Копонья» располагался на центральной шоссейной дороге, связывающей 
пос.Перелазовский с гор.Суровикино Сталинградской обл. Грунтовые дороги вели 
от этого шоссе к станицам Клетской и Чернышевской, к гор.Калач-на-Дону — 
первоначальной цели армии Паулюса в операции по захвату Сталинграда. 
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«И всё-таки перед фронтом нашей дивизии запылали десятки танков» 


Тактика боя была все такой же, по-немецки стандартной. Сначала 
десятки самолетов повисли над позициями гвардейцев, стервятники 
бомбили и обстреливали каждый клочок земли. 

Так, на позиции зенитно-пулеметного взвода, занимавшего площад- 
ку размером сто на сто метров, они сбросили 78 бомб — по рассказу 
тогда 19-летнего пулеметчика И. Живаго, не оставившего турель пуле- 
мета в грохоте сплошных разрывов. 

Затем колонна бронированных машин двинулась к окопам. Но здесь 
заработали еще оставшиеся невредимыми противотанковые пушки. 
Остановился и загорелся головной танк, вспыхнули танки и в середи- 
не колонны. Бронированные чудища начали разворачиваться в боевой 
порядок, но почти каждый сворачивающий с дороги танк подрывался 
на минах, установленных взводом саперов лейтенанта Гренгауза. 

«Мы отбили за день несколько яростных атак, сожгли у своих око- 
пов семь немецких танков. Еще 16 танков подорвались на минном 
поле. Хутор Киселев остался в наших руках. Только за день 25 июля 
1942 г., день, определенный Гитлером для взятия Сталинграда, далеко 
от него, в дикой донской степи на линии обороны нашего полка нашли 
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себе могилу почти два вражеских батальона 113 пехотной дивизии» — 
вспоминает ветеран 91-го полка, гв.мл.сержант Н.А.Подопригора. 

О ситуации на линии обороны 84-го полка, находящегося на 
острие вражеского удара, в этот же день пишет Г.Н./Чухрай: «Силами 
танковой дивизии немцы атаковали наш 84-й полк. Атаки повторя- 
лись одна за одной. К вечеру линия обороны полка была прорвана, 
и бронированные танковые колонны образовали своеобразный кори- 
дор. В образовавшуюся брешь немцы пытались ввести свою свежую 
113-ю пехотную дивизию. Она должна была захватить переправы 
через Дон. 

Связь между штабом дивизии и 84-м полком была прервана: по- 
гибли все радисты. Командир дивизии приказал любыми путями вос- 
становить радиосвязь с отрезанным от дивизии полком. Мы с Павлом 
Кирмасом через танковый коридор пробрались в отрезанный полк и 
были свидетелями, когда на помощь полку пришло Краснодарское во- 
енное училище”. 

Командир полка воспрянул духом. Он посадил у топографической 
карты начальника училища и стал объяснять задачу. 

— А как насчет вооружения? — спросил начальник училища. 

— Какого вооружения? — не понял комполка. 

— У нас совсем нет патронов, да и винтовки далеко не у всех... 

Я видел, как командир побледнел и заиграл желваками. Бросил на 
карту карандаш и сказал жестко: 

— Патроны дам. Оружие достанете в бою 

И курсанты «достали». Прямо с марша их батальоны были броше- 
ны в бой с задачей отбить у врага захваченный им накануне совхоз 
«Копонья» и закрыть брешь, пробитую в обороне 33-й гв. сд. 

В своем первом же бою, 25 июля, удачно прикрываясь стенами сов- 
хозных ферм, с расчетом использовав каждый снаряд к нескольким 
полковым «сорокапяткам» и каждый патрон к своим винтовкам, к ве- 
черу они устлали степь сотнями трупов вражеских солдат. 

А уже на следующий день курсанты с трофейными пулеметами и 
многотысячными запасами патронов к ним выдвинулись за передний 
край, оборудовали пулеметные гнезда на безымянных высотках и под 
сгоревшими немецкими танками, половина из которых была подбита 


* Вернее — курсантский полк Краснодарского пехотного училища. Командир полка 
— начальник училища генерал-майор Гудков; начальник штаба — майор И.И.Лысак. 
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ими из ПТР, а другая половина — подорвана противотанковыми грана- 
тами. И противник откатился от курсантских позиций. 

...27 июля передний край обороны 33-Й гв. сд был восстановлен на 
участке: проток Березовый — высота 198,3 (вспомните бой бронебой- 
щиков на этой высоте) — совхоз «Копонья». Здесь же, у Копоньи, погиб 
начальник штаба курсантского полка майор И.И.Лысак, не покидав- 
ший боевых порядков. 

В течение недели курсанты вели напряженные бои, отбивая в день 
до семнадцати вражеских атак. Немецкая 113-я пд войти в разрыв обо- 
роны нашей дивизии не смогла и пошла в обход. 


жх 


..Курсантские полки на линии огня... 

Об их участии в Сталинградской битве история знает еще меньше, 
чем о боях дивизий первой линии обороны (июль 1942 г.). Прошедшие 
почти двухгодичную подготовку курсанты, без пяти минут офицеры, 
в бой они шли рядовыми, вооруженные, в основном, только стрел- 
ковым оружием. Большинству курсантов было всего по 18-19 лет. В 
Сталинградской битве участвовало, как минимум, двадцать курсант- 
ских полков численностью 2 -— 2,5 тыс. бойцов каждый.В своих мемуа- 
рах бывший начальник штаба 62-й армии генерал-майор Н.И.Крылов 
особо выделяет сражавшиеся в этой армии курсантские полки 
Краснодарского, Грозненского, Винницкого, 2-го Орджоникидзевского 
военных училищ: «Некоторые из этих полков прибыли в донскую 
степь раньше самой армии и становились ее передовыми отрядами, 
боевым охранением, а потом нередко использовались в качестве на- 
дежных отрядов прикрытия. Придаваемые различным дивизиям, они 
везде дрались доблестно, но день ото дня редели». 

«Это полки героев», — сказал генерал-лейтенант А.И.Лопатин, ко- 
мандовавший в августе 1942 г. 62-й армией. 

К началу сентября от многих таких полков остались толь- 
ко сотни бойцов. Еще короче был боевой путь курсантского полка 
Краснодарского пехотного училища: от совхоза «Копонья» до балки 
Карагачева (см. схему 4, стр. 54) — всего восемнадцать огненных су- 
ток. Курсанты до конца исполнили свой воинский долг — их кровью 
скреплен фундамент Сталинградской победы. 
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К концу июля 1942 г. в результате ожесточенных боев со значитель- 
но превосходящими силами противника 33-я гв. сд была разбита на 
несколько разрозненных групп. 

Наиболее многочисленная из них во главе с командиром диви- 
зии гв.полковником А.И.Утвенко продолжала бои в районе хутора 
Рожковского. Вторая, возглавляемая майором М.С. Спицыным, отхо- 
дила в направлении хуторов Вертячий — Песковатка. 

И третья группа, насчитывающая около 2500 бойцов и офицеров 
(84-й и остатки 88-го стрелкового полка под общим командованием 
гв.подполковника Г.П.Барладяна), была окружена севернее хутора 
Манойлин. К исходу 25 июля 16-я танковая и 60-я моторизованная 
дивизии противника соединились под Сухановским, замкнув кольцо 
окружения, в котором кроме остатков двух полков Барладяна, оказа- 
лись еще 192-я и 184-я стрелковые дивизии, 40-я танковая бригада, 
три артполка усиления и 644-й отдельный танковый батальон. 

В образовавшийся «котел» был направлен начальник оперативного 
отдела штаба 62-й армии полковник К.А.Журавлев, уже имевший опыт 
вывода войск из окружения на Украине. 

Современный английский историк Майкл Джонс это «эмоциональ- 
ное решение» описывает так: «Отреагировав на происшедшее самым 
неожиданным образом... полковник Журавлев прорвался в окружен- 
ную область, чтобы взять на себя командование войсками». 

Самолет полковника был обстрелян немецким истребителем, но 
сумел приземлиться на окруженной территории около Майоровского. 
Группа штабистов с радиостанцией, отряд курсантов на автомашинах 
и с несколькими танками, посланные в помощь Журавлеву, пробиться 
к окруженным не смогли. 

Собрав в «котле» все подразделения под свое начало и ознакомив- 
шись с обстановкой, Журавлев сообщил в штаб армии, что, несмотря 
на недостаток боеприпасов, медикаментов и продовольствия, окружен- 
ные не утратили боеспособности и не оставили своих позиций. Против 
оперативной группы полковника Журавлева (под таким названием она 
вошла в историю Сталинградской битвы) Паулюс выставил несколько 
пехотных дивизий, обеспечив их непрерывной поддержкой с воздуха. 

Но, невзирая на явное превосходство противника в силах, опергруп- 
па проявила массовый героизм и продолжала удерживать занимаемый 
район до 28 июля, когда Журавлев решился на прорыв окружения в 
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направлении Верхней Бузиновки. В осуществлении этого прорыва ре- 
шающую помощь Журавлеву оказал 13-й танковый корпус полковника 
Т.ИЛанасчишина, входящий в состав формируемой в районе Калача 
1-й танковой армии” (см. схему 3 «Боевые действия в большой излу- 
чине Дона»). 

Не дожидаясь, пока враг создаст внешнее кольцо окружения во- 
круг группы Журавлева, 13-й тк утром 28 июля в районе хутора 
Свечниковского прорвался в «котел» и провел за собой к окруженным 
21 автомашину с горючим и боеприпасами. 

С 18.00 28 июля 13-й тк вел бои за Верхнюю Бузиновку, проклады- 
вая дорогу из окружения группе Журавлева. На юго-западной окраине 
Бузиновки немцы открыли по нашим танкам ураганный артиллерий- 
ский огонь, направив вдобавок из Платонова танковую колонну с мо- 
топехотой. 

Но Танасчишин, имеющий артдивизион в составе своей мотострел- 
ковой бригады, и Журавлев сумели организованно выдвинуть свою 
противотанковую артиллерию на прямую наводку. За четыре часа не- 
прерывного боя танкисты и артиллеристы уничтожили 31 орудие, мно- 
го автомашин и до 800 немецких солдат и офицеров. 

Весь следующий день, 29 июля, продолжались бои за Верхнюю 
Бузиновку, только поздним вечером противник прекратил сопротивле- 
ние, потеряв еще 13 орудий, 7 танков и до 400 пехотинцев. 

В четыре часа утра 30 июля 13-й тк перешел в наступление на 
юго-восток с целью прорыва уже сложившейся второй линии окруже- 
ния — на соединение с частями своей 1-й танковой армии. Атакующие 
были встречены жестким огнем вкопанных немецких танков и зенит- 
ных орудий на прямой наводке. Бой длился десять часов, но вырваться 
из окружения корпусу не удалось. 

Тогда было решено пробиваться на северо-восток, в зону боев 4-Й 
танковой армии. Это решение принесло успех, и уже вечером 30 июля 
большая часть опергруппы Журавлева (а в ее составе — отец автора 
этой книги) и танкисты 13-го тк вышли в полосу обороны 62-й армии”. 


* Ставка ВГК 26.07.42 приняла решение нанести контрудары по войскам против- 
ника, прорвавшимся к Дону в районе Каменского, силами не закончивших формиро- 
вание 1-й и 4-й танковых армий. Цель контрударов - не допустить форсирования 
Дона у Калача — была достигнута. 


** Эти события, которые не без основания можно назвать Верхне-Бузиновской опе- 
рацией, происходили на территории Клетского района Сталинградской области. 
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Скорее всего, эти пробившиеся из окружения части были ответ- 
ственны за событие, отраженное в тот же день в журнале боевых 
действий немецких сухопутных войск: «...в тактическом тылу около 
сорока русских танков прорвались с запада и разгромили командно- 
наблюдательный пункт 14-го танкового корпуса.» 

Полковник Журавлев сумел вывести из окружения около пяти ты- 
сяч человек, но еще долго в районе населенного пункта Майоровский 
была слышна стрельба, взрывы, авиаразведка до 12-13 августа под- 
тверждала наличие там остатков наших войск.” 

За пять дней боев опергруппа Журавлева уничтожила более 3 тыс. 
солдат противника, точных цифр потерь с обеих сторон нет — доку- 
менты окруженной группы подлежали уничтожению. Но вот точные 
цифры - 13-й танковый корпус в составе 62-й армии начал бои у со- 
вхоза «Первомайского» 25 июля (не дав противнику выйти в тыл 62-й 
армии), имея 157 средних и легких танков. 30 июля боеспособными 
оставались всего 16 танков, 81 машина была списана в безвозвратные 
потери.” 

А наша 33-я гвардейская дивизия, раздробленная, по меньшей мере, 
на три части, к началу августа насчитывала в общей сложности 5613 
человек”. 

За период боев с 16 по 30 июля она потеряла более половины своей 
штатной численности — безвозвратными потерями, пропавшими без 
вести и ранеными. 

О героических боях июля 1942 г., особо отмечая 33-ю гвардейскую 
стрелковую дивизию, писал в своей книге «Начало пути» Маршал 
Советского Союза В.И. Чуйков, бывший командарм 62-й армии (смо- 
трите его рассказ в приложении). 

За героизм и мужество, проявленные в боях этих первых двух недель 
Сталинградской битвы, 428 бойцов и офицеров дивизии были награж- 
дены орденами и медалями, среди них -— гв.майор М.С.Спицын, капитан 


С 23 июля по 23 ноября 1942 г. Клетский район являлся ареной самых ожесточен- 
ных боев. Захваченный нашими войсками на правом берегу Дона так называемый 
Клетский плацдарм (16 км по фронту и 8 - в глубину) с успехом был использован 
Красной Армией в ноябрьском контрнаступлении. 


* Куропатков Е.П., Сухенко И.П., Фролов С.С., Иванов В.П. «Боевой путь 196-й Гатчинской 
Краснознаменной дивизии», Москва, Академия исторических наук, 2007, стр.115. 


** ЦАМО РФ, ф.3430, оп.1, д.34, л.29. 
*** ЦАМО РФ, $ф.220, оп.220, 0.71, 1.108. 
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С.А.Глущенко, мл.лейтенант И.С.Лебедев, сержант И.В.Михайлюк... 

В итоге июльских боев в большой излучине Дона безостановочное 
движение фашистов на Сталинград было прервано героическим сопро- 
тивлением 62-й армии и ударами 1-й и 4-й танковых армий, сорвавших 
попытку противника форсировать Дон у Калача — старинного каза- 
чьего городка. «Прыжок пантеры» (так гитлеровцы громко называли 
ожидаемый победный бросок 6-й армии на Сталинград от Калача) в 
июле не состоялся. 

28 июля немцы были вынуждены прекратить наступление и перей- 
ти к обороне на фронте Клетская-Каменский-Манойлин. 


жх 


И еще одно знаменательное событие произошло в этот же день, 28 
июля 1942 г., в далекой от донских степей Москве. Народный комис- 
сар обороны Советского Союза И.В.Сталин подписал свой знаменитый 
приказ № 227, широко известный под названием «Ни шагу назадь 

В Великой Отечественной наступил особый период. Оставив врагу 
за первый год войны 70 миллионов человек и огромные как промыш- 
ленные, так и сельскохозяйственные территории, страна подошла к 
той черте, за которой она оставалась без будущего. 

В приказе открыто, без партийной риторики, говорилось о тяже- 
лых военных поражениях, о том, что население нашей страны теряет 
веру в Красную Армию. Приказ предусматривал ряд репрессивных мер 
к паникерам и трусам любого ранга. Такие меры на войне являлись 
обычным делом и подтверждались примерами и Древнего Рима, и того 
же вермахта.” 

Примером подобных репрессий германского командования в 
Сталинградской битве будет в недалеком будущем и отстранение от 
должности командира 14-го танкового корпуса, которому готовилась 
главная роль в «прыжке пантеры» при захвате Сталинграда. 23 ав- 
густа 1942 г. передовые части этого корпуса (уже знакомая нам 16-я 
танковая дивизия) вышли к Волге севернее Сталинграда, но войти 
в город не смогли, были отрезаны от 6-й армии и несколько дней 
снабжались по воздуху. Командир корпуса генерал фон Виттерсгейм 


* Зимой 1941 г. во время немецкого отступления под Москвой, в вермахте поя- 
вились заградотряды и штрафные батальоны. Репрессиям, вплоть до расстрела, 
подверглись более 60 тысяч немецких солдат и офицеров. Так, был приговорен к 
расстрелу командующий танковой группой Гепнер. 


48 


предложил Паулюсу отойти от Волги, в итоге за «пораженческие 
настроения» был смещен с поста и войну закончил рядовым фоль- 
ксштурма. 

Этот приказ, написанный лично Сталиным, от слова до слова, от 
строчки до строчки был прочитан многомиллионной армией, начиная 
от командующих фронтами и кончая рядовыми красноармейцами. 

По мнению ветеранов Великой Отечественной войны’, он с тех пор 
и, пожалуй, по сей день является шедевром гласности. 

...И хотя после появления приказа фактов самовольного отступле- 
ния советских бойцов стало меньше, для каждого воина в решающие 
моменты главную роль играли не пулеметы заградотрядов (да и далеко 
не везде они были), а безграничная любовь к Родине, ненависть к ок- 
купантам, приверженность своей власти. 

Это доказали, в частности, самоотверженные, по - другому 
не скажешь, бои 33-Й гвардейской дивизии, курсантского полка 
Краснодарского пехотного училища в большой излучине Дона за неде- 
лю до появления приказа №227 (зачитывали приказ войскам 30 июля). 

Об этом говорила и появившаяся в разведотделе 6-й немецкой ар- 
мии особая папка с найденными в карманах убитых советских бойцов 
записками, написанными простым карандашом. Эти странные записки 
могли изумить кого угодно. За полчаса до смерти солдаты писали: 
«Прошу считать меня коммунистом!». 

А те бойцы, которые стали коммунистами под Сталинградом и по- 
бедили в той страшной войне, до конца своих дней гордо пронесли по 
жизни это высокое звание, не замарав своей чести ни сомнениями, ни 
изменой. Они первыми поднимались из окопов в бой за Родину. Их энер- 
гии и энтузиазма, как и у всего советского народа, хватило потом, после 
Победы, на восстановление разрушенного войной народного хозяйства, 
на строительство новых городов и заводов в своей огромной стране. 


жа 


В августе напряженность на Сталинградском фронте нарастала. 
Наступление на город велось теперь уже по двум направлениям: с 
северо-запада 6-й армией Паулюса, а с юго-запада — 4-й танковой ар- 
мией генерала Гота, повернутой на Сталинград с кавказского направ- 


* «Сегодня, думая о пр.227, я понимаю, какова сила правды. Когда нам утешитель- 


но врали, мы отступали и дошли до Волги; когда нам сказали правду, мы начали 
наступать и дошли до Берлина» - Г.Чухрай, «Моя война», 2000 г. 
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Минометчики гв. сержанта Т.Савченко, 33-я гв. сд, август 1942 г. 


ления. Уничтожение советских войск западнее Дона было ближайшей 
задачей Паулюса. 

..Потеряв в июльских боях более половины своего состава, по- 
прежнему разбитая на части, наша дивизия в начале августа продол- 
жала бои в большой излучине Дона. Не имея практически никакой 
связи между собой и с командованием армии, отдельные группы ди- 
визии вели бои партизанскими методами. Разведчики устанавливали 
пути движения вражеских колонн, места скопления танков и мото- 
пехоты. Гвардейцы небольшими отрядами атаковали противника или 
устраивали засады, в ночное время нападали на спящие экипажи вра- 
жеских танков и самоходок, причиняя ощутимый урон врагу. 

Озлобленное немецкое командование отдало приказ своему 14-му 
танковому корпусу окружить и уничтожить «дикую 33-ю гвардейскую 
дивизию», но это им никак не удавалось. Гвардейцы несли потери, но 
поля боя не покидали. 

Г.Н. Чухрай пишет: «Немцы были обескуражены. Мы знали это от 
пленных, у которых заметно поубавилось чувство превосходства. 

Они по-прежнему были уверены в нашем неминуемом крахе, но 
уже признавали, что такого упорного сопротивления они еще не встре- 
чали. Однажды они бросили листовки. Пехоте запрещалось читать 
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вражескую пропаганду, а в наших частях на это смотрели спокойно. 
Подобрав такую листовку, я прочитал: «Солдаты 33-й дивизии! Вы 
деретесь, как львы. Вам удавалось сдерживать натиск наших войск по- 
тому, что против вас действовали наполовину не немецкие дивизии’. 
Сейчас на ваш фронт пришла немецкая дивизия «Волчья пасть». Вы 
будете уничтожены. Сопротивление бессмысленно. Ваше бездарное 
командование предало вас. Война проиграна. Еще не поздно сдаться в 
плен. Пароль — «Штык в землю!» 

Я до сих пор помню текст этой листовки. И горжусь тем, что немцы 
вынуждены были признать — мы деремся, как львы». 

В этой партизанской войне особую доблесть показали минометчики 
дивизии, самые мобильные артиллеристы. Все свое нелегкое снаря- 
жение (только опорная плита 82-мм миномета весила около 30 кг) и 
боезапас они тащили на себе, в заплечных вьюках. 

Бесстрашным командиром проявил себя в донских степях гвардии 
политрук Поликарп Иосифович Ковасев. Он говорил бойцам: «Когда 
мы вступаем в бой с врагом, мы должны думать только об одном: оста- 
новить фашистов, уничтожить их, не пропустить дальше. Родина дала 
нам строгий приказ — ни шагу назад! Слова приказа мы повторяем в 
бою, и они придают нам силы. Мы выполним приказ Родины». 

Под хутором Калмыковским на высоте 204 на минометную роту, ко- 
торой вместо раненого командира командовал политрук П.И.Ковасев, 
тараном пошли 65 (!) танков. 

Но рота не дрогнула. Сначала минометчики уничтожили шедшую 
за танками пехоту, а когда танки вплотную подошли к окопам, отбива- 
лись от них гранатами и бутылками с зажигательной смесью. Но вот 
закончились и они. Казалось, рота исчерпала все свои возможности. 
И уже вот он, конец. 

Но Ковасев нашел выход. Он выхватил мину из ящика и бросил 
ее под гусеницу наползающего танка — и взрыв разорвал гусеницу. 
Встала вражеская машина. Теперь мины полетели под танки одна за 
другой. Одиннадцать часов отбивались от врага минометчики. И от- 
бились. Шестнадцать немецких танков застыли перед окопами роты, а 
за танками в степи — десятки вражеских трупов. 


* Союзниками немцев в Сталинградской битве были румыны, венгры, итальянцы, 
под Клетской была отмечена и стрелковая бригада финнов (Совинформбюро, 31 
июля 1942 г). Но соединения 14-го танкового корпуса, с которыми сражалась 33-я 
гвардейская дивизия в большой излучине Дона, были чисто немецкими. 
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Родина высоко оценила подвиг Поликарпа Иосифовича. Он был на- 
гражден орденом Красного Знамени. 

До самого Кенигсберга прошел с дивизией политрук, а затем зам- 
полит батальона П.И. Ковасев, не раз водил бойцов в атаку, был 
четырежды контужен, дважды ранен, но не вернулся домой к семье в 
г. Ейск — погиб смертью храбрых под Кенигсбергом в феврале 1945 г. 

Недостаток противотанковых средств красноармейцы старались 
хоть в какой-то мере возместить солдатской смекалкой, добытым в бою 
опытом. Вот что рассказывал об одном из боев в большой излучине 
Дона наводчик минометного расчета гв.мл.сержант А.Курченко : 

«Благодаря меткой стрельбе нам удавалось перебивать минами гу- 
сеницы танков и даже поджигать их. Но танки все шли и шли. Вот 
они уже у наших окопов. Только я взял две бутылки’, слышу шум над 
головой. Смотрю - нос танка на краю окопа. Кинул я обе бутылки — и 
танк загорелся. Но танков становилось все больше. Строчили немцы 
из пулеметов, забрасывали окопы гранатами. А нам уже нечем было 
драться: ни бутылок, ни гранат — все вышло. И тут вспомнился бой 
Ковасева. Мины! Ведь их много у нас. Выручат, в аккурат выручат 
они! 

И мы пустили их по брустверу. Они выкатились под гусеницы тан- 
ков. Вот уже пять машин подорвано, шестая, седьмая, а другие все 
идут и идут. Подбили еще два танка. Но мы уже выбились из сил, и 
нас осталось трое. И вдруг все стихло. От нахлынувшей тишины стало 
даже жутко. Она оглушала»...”" 

8 августа, дождавшись подхода свежих боевых частей, 6-я немецкая 
армия ударами двух танковых корпусов, сомкнувших свои «клещи» у 
Калача, окружила сразу несколько советских дивизий — более 30 ты- 
сяч человек. С немецкой методичностью она стала «перемалывать» в 
излучине Дона окруженные войска. 

В «котле» оказалась и группа полковника Утвенко, объединившая 
91-й стрелковый и 59-й артиллерийский полки, курсантский полк КПУ 
и 651-й отдельный танковый батальон, всего около трех тысяч чело- 
век, семнадцать орудий и тринадцать легких танков. Группа сумела 
прорвать вражеское кольцо, потеряв триста бойцов, но противник по 


* Бутылки с зажигательной смесью «КС», называемой «коктейлем Молотова». 
Время горения этой смеси при воспламенении 2-3 минуты, температура горения 
до 1000 градусов Цельсия. 


** Газета 62-й армии «В атаку», 11 ноября 1942 г. 
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уже отработанной схеме перебросил за ночь пехоту с танками и вновь 
окружил ее. 

В архиве Министерства обороны сохранилась карта последнего боя 
дивизии на правом берегу Дона (схема 4, стр. 54). К рассвету 10 ав- 
густа остатки дивизии и курсантского полка были окружены в балке 
Карагачева между хутором Плесистовским и Качалинской. 

Неравный бой длился четыре часа, погибло в балке Карагачева 
больше тысячи красноармейцев. 88-й и 84-й полки на этот раз избе- 
жали окружения. 

Эти бои на западном берегу и переправу через Дон подробно опи- 
сал сам Утвенко в письме к Константину Симонову (см. приложение 
«Снова на главном фронте Отечественной войны»). 

..Только в этот день, 10 августа 1942 г., войска 62-й армии опреде- 
ленно начали отход с боями на левый берег Дона. 

Бои отступления отличались крайним ожесточением. 

Немецкие артиллеристы, расстреливая отступающих и переправля- 
ющихся через реку на «подручных средствах» или без них советских 
солдат, стояли у своих пушек, по их выражению, по 29 часов кряду. 

Ситуация осложнялась еще и полным отсутствием у наших частей 
какого бы то ни было снабжения, пищи и даже воды. У редких колод- 
цев немцы расставляли свои пулеметные точки. 

«Это трудное лето было знойным, жара стояла за сорок. Нас му- 
чила жажда, но не на всех хуторах мы находили воду. Часто за нее 
приходилось идти в атаку. А есть совсем было нечего — основной 
пищей для нас была созревшая рожь», — вспоминает ветеран дивизии 
А.Паловой (г. Тихорецк). 

Особенно тяжелая участь постигала раненых. Многих спасали 
местные жители. Но не всех. 


Опять мы отходим, товарищ, 
Опять проиграли мы бой, 
Кровавое солнце позора 
Заходит у нас за спиной. 

Мы мертвым глаза не закрыли, 
Придется нам вдовам сказать, 
Что мы не успели, забыли 
Последнюю почесть отдать. 
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Место окружения колонны 33-й гв. 
сд 10.08.1942 г. в составе курсант- 
ского полка Краснодарского КПУ, 
186 сп (181 сд), с. бат. 91 гв. сп, 651 
отб, 505 иитап, 59 гв. ап, 562, 2592 
иптап - всего свыше 6000 чел. 
Убито в бою в балке Карагачева с 7 
до 11.00 свыше 1000 чел. (по служеб- 
ной записке полковника А.И. Утвенко) 


Схема 4. ЦАМО РФ, 4.345, оп. 5487, д.47, карта. М 100000. 
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..Немногочисленные рассеянные по степи группы бойцов и коман- 
диров, уже без пушек и танков, преследуемые немецкими дозорами, 
ночами пробирались к Дону. До него от злополучной балки Карагачева 
(у каждой из отступающих дивизий была своя такая балка) остава- 
лось еще 25-30 километров. 

Днем приходилось прятаться, распугивая зайцев и куропаток, в 
заросших высокими степными травами таких же балках и оврагах, 
которых попадалось ближе к Дону все больше. 

Вот что пишет в своих воспоминаниях ветеран 91-го гв.сп 
Д.ПЛТравкин, гвардии капитан в отставке: «Гитлеровцы подогнали к 
нашей балке агитмашину и через громкоговоритель сначала прокру- 
тили пластинку с популярной русской песней про Степана Разина, а 
затем предложили сдаваться в плен, обещая нам золотые горы. 

В ответ мы открыли огонь из автоматов по агитмашине. Тогда фа- 
шисты подожгли вокруг уже сухую в августе траву, решив сжечь на- 
ших бойцов живыми. Забушевало море огня. Пепел, густой черный 
трупный дым раздирали горло и легкие, губы от жары трескались и 
кровоточили. Не было ни капли воды. С каждой минутой огненный 
круг сжимался вокруг нас. К вечеру огонь стал задыхаться в собствен- 
ном дыму, ему не хватало кислорода. А гвардейцы держались. 

..С наступлением темноты мы с начальником разведки полка 
капитаном Михаилом Цареградским, комиссаром роты Григорием 
Климовым собрали оставшихся в живых солдат. Под прикрытием гу- 
стого дыма мы вывели бойцов из огненного кольца и, переплыв кто 
как сумел (а сумели далеко не все) Дон, соединились со своими 
войсками». 

..После переправы через Дон 16 августа в районе Пятиизбянского 
А.И.Утвенко собрал на сборном пункте в Прудбое 600 человек. Из 
сводного курсантского полка Краснодарского пехотного училища уце- 
лело не более 30 бойцов. 

Часть же дивизии, отрезанная немцами от Утвенко и объединен- 
ная подполковником Г.П.Барладяном, вышла из окружения с груп- 
пой Журавлева в районе Верхней Бузиновки и продолжала боевые 
действия в составе 4-й танковой армии. Двигаясь через Осиновку и 
Верхне-Голубую, она форсировала Дон у хутора Вертячего. 

Третья по численности группа бойцов дивизии (часть 84-го стрелко- 
вого полка, около 400 человек) под командованием уже знакомого нам 
по первым боям в Чернышевской майора М.С. Спицына и комиссара 
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этого же полка В.И. Жданова после переправы держала оборону где- 
то рядом, в полосе хуторов Вертячий — Песковатка и затем с боями 
отходила к Сталинграду. 

Но последние, никем не считанные обломочки гвардейской ди- 
визии еще долго переправлялись через Дон — от Пятиизбянской до 
Сиротинской. 

..Страшные потери в большой излучине Дона понесли все шесть 
дивизий 62-й армии, часть из них была полностью уничтожена. В до- 
полнение к огромным жертвам армия потеряла около 270 танков и 560 
орудий, более 11 тысяч советских бойцов оказалось в плену — это по 
сведениям противника. 

33-я гвардейская стрелковая дивизия, лучшая в 62-й армии (по мне- 
нию армейского командования), сократилась до временного формиро- 
вания численностью меньше стрелкового полка. 

Оборонительное сражение на дальних подступах к Сталинграду, 
продолжавшееся с середины июля до 10 августа 1942 г., завершилось, 
казалось бы, бесспорным поражением советской армии. Гитлеровцы 
полностью овладели большой излучиной Дона. 

Однако в этом сражении и немецкие войска исчерпали свои силы. 
Их наступательной способности теперь не хватало для победного за- 
вершения битвы, а восстановить эту способность возможности у вер- 
махта уже не было. 

Вновь, как и в июле (но теперь уже окончательно), был сорван 
«прыжок пантеры» от Калача к Сталинграду. Сильно потрепанные со- 
единения «пантеры» - все того же 14-го танкового корпуса, не раз уже 
упоминавшегося в книге, уползли в долину реки Голубая зализывать 
раны. 

..К.Симонов считает, что рассказ Утвенко о летних боях гвардейской 
дивизии может служить предисловием к Сталинграду: «Сталинград 
устоял не только потому, что его непосредственные защитники сдела- 
ли все, что было в их силах человеческих, но и потому, что задолго до 
этого, летом, люди, сложившие свои головы на дальних подступах к 
Сталинграду, своим упорством надорвали силы немцев». 


* К.Симонов, дневник писателя, «Разные дни войны». 
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С.Д.Переходкин, 
бывший боец Чернышевского истребительного батальона, 
участник Великой Отечественной войны 


Хочешь нам помочь? 


В 14 лет я услышал про войну. Конечно, тогда я подумал: «Ну и 
дадут сейчас наши немцам прикурить Но ничего этого не произошло. 
По громкоговорителю передавали лишь нерадостные вести. И через 
год, летом 1942-го, немцы вплотную подошли к моей родине — станице 
Чернышевской на реке Чир.” Возвращаясь с рыбалки с пацанами, мы 
увидели вдали, на дороге, ведущей в Морозовскую, колонны танков и 
машин. Это были немцы. От взрослых узнали, что враги уже заняли 
соседнюю станицу Боковскую и вот-вот будут здесь. 

Решение уйти с отступающими красноармейцами, немногочислен- 
ными группами еще на днях уходившими за Чир, созрело сразу. 

..На рассвете въедливая пыль не так жгла мои босые ноги. Почти 
сутки я шел от родной станицы на восток, рассчитывая примкнуть к 
какой-нибудь отступающей части и с нею дойти до Сталинграда, а там 
видно будет. 

Через несколько километров — очередной хутор, Калач. Нет, не тот, 
что на Дону, а на крошечной степной речушке, в июльский зной почти 
совсем пересыхающей. Вот по имени ее и хутор — Калач-Куртлак. 

За неглубокой балочкой по обочинам пыльной дороги скошен высо- 
кий травостой. Небольшие скирды разнообразили до ужаса однотон- 
ный степной ландшафт, ни кустика, ни деревца до самого горизонта, 
только коршуны в безоблачном небе. 

Навстречу, со стороны хутора, катил велосипедист, поднимая за со- 
бой пыльный шлейф. Поравнявшись со мной, велосипедист остановил- 
ся. Не знаю, кто больше был удивлен неожиданной встречей. Это был 
чернышевский станичник, да еще и сосед по подворью, участковый 
милиционер Даниил Степанович Стебленко. 

Знал он меня как отчаянного любителя чужих садов и огородов и 
страстного поклонника лошадей. В милицейской конюшне были непло- 


* Сейчас это станица Советская Ростовской области на реке Чир, правом притоке 
Дона. 
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хие скакуны, за которыми с мальчишеской любовью я ухаживал, про- 
падая там днями во время летних каникул, купал в мелководном Чиру. 

- Куда путь держишь, землячок? — поинтересовался мой знакомый. 

- Теленок пропал, окаянный, - промямлил я, помахивая хворостиной. 

- Далеко забежал твой теленок, если его еще фрицы не сожрали. 
Хватит темнить, выкладывай правду — куда путь держишь? И где 
родители? 

Под пристальным взглядом Даниила Степановича я вдруг как на 
духу рассказал о своих заботах. 

Взгляд его потеплел, развернув свой потрепанный драндулет, он 
посадил меня на раму и покатил назад, к степному хутору. 

Вскоре он притормозил у группы копен. Я осмотрелся. Место ока- 
залось не совсем пустынным. У края поля я увидел военных, приметил 
торчащий из одной скирды ствол то ли танка, то ли пушки. 

Стебленко, оставив меня у обочины, зашагал к группе военных и 
через какое-то время махнул мне рукой: айда сюда! 

По колючей стерне я подошел к ним, увидел темноволосого офицера, 
сидящего на маленькой скамеечке над развернутой на земле картой. На 
петлицах гимнастерки — по шпале. Капитан, сообразил я и сразу заува- 
жал его, тем более, что на груди увидел целых два ордена Красного 
Знамени. Таких наград до этого мне и видеть-то не приходилось. 

- Семен Антонович’, - представился капитан, протягивая мне, как 
взрослому, руку. — Хочешь нам помочь? 

Можно ли было сомневаться в моем ответе? 

..Часа через полтора я уже скакал верхом на лошади, приведенной 
Стебленко, назад, к Чиру. Капитан сказал, что до самого Чира, то есть 
до хутора Русакова, немцев нет, а вот за мостом... Я и должен был вы- 
яснить, что там, за мостом, в моей родной станице, и на другой день 
рано утром доложить об этом капитану. 

Ближе к вечеру в кустарниках на левом берегу Чира я спутал 
конягу, осмотрелся — ничего подозрительного — и направился через 
пустынный мост в станицу. 

Станица встретила меня гробовой тишиной — ни людей, ни собак 
на улицах... У нашего двора, в первой за мостом улице, распахнутая 
калитка, в курене — разбросанный домашний скарб, видно, в спешке 


* Это был начальник разведки 33-й гвардейской стрелковой дивизии гв.капитан 
С.А.Глущенко. 
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собрались мои родные, а куда — и спросить не у кого. Вспомнил - дав- 
но у нас ходили слухи, что будут в станице горячие бои, вот здесь — у 
моста через Чир. С тревожным сердцем закрыл калитку и пошел в 
сторону мельницы. 

По дороге через станицу изредка проскакивали тентованные грузо- 
вики, тягачи с прицепленными к ним пушками. Я заметил - все ехали 
в сторону Морозовской." 

Только к сумеркам немцы стали определяться на ночлег, оставляя 
свои машины на улицах. 

Я еще раз прошел по улицам станицы, стараясь запомнить, где ка- 
кая техника стоит. На северной околице, в саду у бывшей купеческой 
мельницы расположилась, наверное, целая рота, человек сто солдат, 
под яблонями стояли штук пять огромных грузовиков с брезентовым 
верхом. Пиликала губная гармошка, подвыпившая, видимо, солдатня 
веселилась, гоняясь за поросенком. Я прошел мимо. Никто из них не 
обратил на меня внимания. Они проехали уже сотни километров, не 
встречая сопротивления. Не ожидали они его и сейчас. 

Здесь, у околицы, повстречал старушку-соседку, она подсказала, 
где в землянке у Чира прячется моя семья, нашел их, о себе — ни 
слова. 

Рано утром перешел Чир у овощной плантации, здесь вода едва до- 
ходила мне до колена. 

В условленном месте в лесу уже стоял наш танк со звездой на 
башне. Капитан внимательно выслушал меня, сказал, что сейчас в 
станице начнется разведка боем. 

Предполагается, что это и был первый бой Сталинградской 
битвы — 16 июля 1942 г., в станице Чернышевской Ростовской об- 
ласти, на дальних подступах к Сталинграду. Здесь, на рубежах 
степных рек Чир и Куртлак, передовой отряд 33-й гвардейской 
стрелковой дивизии, состоящий из стрелкового полка, усиленного 
артиллерией и танковым батальоном, неделю сдерживал авангарод- 
ные части 6-й армии Паулюса, идущей к Сталинграду. За эту не- 
делю дивизия подготовила оборонительные сооружения на своей 
основной линии обороны в большой излучине Дона. 


* Потом, уже после войны, я понял, что в те дни через нашу станицу на 
Морозовскую шла немецкая 4-я танковая армия. Переправившись через Дон у 
Цымлянской, она должна была наступать на Кавказ. Гитлер тогда думал, что и 
без этой армии он покорит Сталинград. 
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1942. Танки! «Не волноваться и ждать» 


Тамань. Мы прикрываем отход наших дивизий. Немцы применяют 
авиацию и десантные войска. И это уже — настоящая война. Потому что 
мы уже умеем воевать. Хотя прошло каких-нибудь несколько месяцев. 

Мы этот немецкий десант, хоть он был массированный и хорошо 
подготовленный, стерли в порошок. Но и нам досталось. Я сам был в 
этом бою ранен - в ногу. Рана осколочная, обширная, но не опасная. 
Обидно было, что меня зацепило как раз в тот момент, когда нас пере- 
брасывали на Сталинградский фронт. Я решил: в госпиталь не пойду, 
а останусь при нашем медсанбате. 

Со своей частью я попал в Калач, потом нас бросили в большую излу- 
чину Дона. Официально считается, что с нашего боя и началась битва за 
Сталинград. К тому времени я был уже офицером: на Тамани наших офи- 
церов повыбило, нам, бывшим десятиклассникам, имеющим боевой опыт, 
присвоили звания младших лейтенантов, я стал командиром радиовзвода. 

Бои на подступах к Сталинграду были очень серьезные. Тогда, «из- 
нутри битвы», я, конечно, не все понимал, но много лет спустя мар- 
шал Рокоссовский многое мне разъяснил. От Харькова и от Ростова 
немцы шли на восток походным маршем. На их пути поставили девять 
воздушно-десантных дивизий (раньше они были корпусами); мы из 
Третьего воздушно-десантного корпуса были переименованы в 33-ю 
гвардейскую десантную дивизию’. 

Нам сказали: на вас пойдет лавина танков; если их пропустить — 
страна погибнет. На третий или четвертый день боев нам в окопах 
прочитали знаменитый приказ 227: организуются — по примеру нем- 
цев — заградотряды и штрафные роты (немцы такие отряды стали соз- 
давать после поражения под Москвой), в приказе прямо было сказано: 
не следует ли нам поучиться у немцев... 

Теперь умники говорят: еще бы вы не стояли насмерть: сзади у вас 
были заградотряды, впереди немцы -— вам некуда было деться, вы и 
воевали. Глупости! На заградотряды мы даже и особого внимания не 
обратили; мы считали это нормальным. Да представьте себе психоло- 
гию бойца: я буду воевать, а рядом со мной побегут трусы и устроят 
панику, а что такое паника, мы уже знали. И знали, что трусов надо 
расстреливать! 


* Верно: гвардейскую стрелковую дивизию. 
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Запали в сердце слова того приказа: «У нас уже нет преимущества 
перед противником ни в живой силе, ни в вооружении, ни в продо- 
вольствии... Отступать дальше — значит загубить наш народ, загубить 
Родину...» 

Умникам, для которых слово «Родина» ничего не значит, не понять, 
как подействовали на солдат вышеприведенные слова. Этим и только 
этим объясняется невиданная стойкость и массовый героизм защитни- 
ков Сталинграда. 

Перед началом боев к нам в дивизию прибыл инструктор по борьбе 
с танками. Он сказал, что страна не может обеспечить нас достаточным 
количеством противотанковых средств, но нам привезли два грузовика 
бутылок с горючим. Сейчас он расскажет, как ими пользоваться. 

На вас идут танки. Ведут огонь из орудий. Главное: не волноваться и 
ждать. Чем ближе танк, тем точнее его прицельность. Но наступает мо- 
мент, когда он уже не может стрелять из пушки: ствол дальше не опуска- 
ется — мертвое пространство. Теперь он стреляет из пулемета. Выскочишь 
из окопа — он тебя скосит. Надо не волноваться и ждать. Он подходит со- 
всем близко. Теперь наступает мертвое пространство и для пулемета. Но 
он может тебя раздавить гусеницами. Надо не волноваться и ждать. И не 
вздумай бросать бутылку ему в лоб. Бутылка сгорит, а танку хоть бы что. 
Ты себя обнаружишь, он начнет утюжить окоп и похоронит тебя заживо. 
Надо не волноваться, а пропустить его над собой и бросить ему бутылку 
в радиатор - у него радиатор сзади — да бросить так, чтоб бутылка раз- 
билась. Тогда танку конец. Но нужно иметь в виду, что за каждым танком 
идет пехота: от семи до двадцати одного автоматчика... 

Последние слова инструктора покрыл оглушительный хохот: 

- Так как же его подбить? Его же подбить невозможно! 

Этот хохот и был знак нашей непобедимости. «Невозможно». И 
все-таки перед фронтом нашей дивизии запылали десятки танков. Был 
день, когда бойцы нашего 84-го полка подожгли около ста танков. 

Страх правит миром, говорил Адольф Гитлер. Так же рассуждают 
современные «умники». Но теми, кто поджигал немецкие танки, пра- 
вил не страх. Немцы за восемь недель овладели Францией. Столько 
же им понадобилось, чтобы прорвать на флангах нашего фронта те 
участки, где стояла пехота; десантников они прорвать не смогли. Нас 


окружили, и мы стали выходить из окружения». 
ЧУХРАЙ Г.Н. Если дорог тебе твой дом // 
Российский исторический журнал «Родина», №9-1995 г. 
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Калач-на-Дону. Степь 


В начале июля 1942 г. 33-я гвардейская стрелковая дивизия при- 
бывает в город Калач-на-Дону. 

Здесь наша сильно поредевшая дивизия пополнялась новыми бой- 
цами и готовилась к новым боям. Не хватало офицеров. Много их 
полегло на Тамани. Командование присваивало офицерские звания 
бойцам, побывавшим в боях. Моему другу Павлу Кирмасу и мне при- 
своили звания младших лейтенантов. Меня назначили командиром 
радиовзвода дивизии... 

Город Калач находится километрах в ста к западу от Сталинграда. 
Пополнившись новым составом, наша дивизия была выдвинута еще 
километров на восемьдесят западнее Калача. Мы шли навстречу 
врагу, чтобы встретить и задержать немецкие полчища, идущие на 
Сталинград... 

Миновали станицу Обливскую, заняли оборону и сразу стали рыть 
окопы. Знали: противник на подходе. Но где? 

Набросили «кошку» на телеграфные провода, стали звать: 

- Мы советская армия, кто-нибудь, отзовитесь! 

В ответ тишина, только гудят провода. Когда иссякла надежда 
кого-нибудь услышать, вдруг тоненький голосок: 

- Ой, слушаю! 

- Кто ты? 

- Телефонистка. 

- Где ты находишься? 

- В станице. 

- Как называется станица? 

- Чернышевская. 

Станица Чернышевская в 30 километрах от нас. 

- Что у вас делается? 

- Наши ушли. Все попрятались. Я тоже ухожу. 

- Ты комсомолка? 

- Да. 

- Ты нам поможешь, если будешь смотреть в окно и сообщать нам 
все, что увидишь. 

Ответила не сразу упавшим от страха голоском: 

- Хорошо... 
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Через несколько минут мы запросили: 

- Девушка, ты еще там? 

- Да. 

- Не уходи. Смотри в окно. 

- Я смотрю. 

- Что видишь? 

- Ничего. Только шум моторов... 

- Самолеты? 

- Не знаю. 

Проходит еще немного времени. Вызываем - нет ответа. Повторяем 
вызов еще и еще — результат тот же. Решаем, что девушка ушла. И 
вдруг опять ее голосок: 

- Вы слушаете? — Тяжело дышит в трубку. 

- Да, слушаем. Почему не отвечала? 

Говорит быстро, испуганно: 

- Бегала смотреть... Немцы подходят к станице. Танки. 

- Много? 

- Да! Они вхо... 

Связь прервалась на полуслове. Так мы узнали, что в Чернышевской 
уже немцы. Кто была эта девушка и что с ней стало потом’ — не знаю, 
но мне на всю жизнь запомнился ее испуганный голосок. Она нам 


очень помогла. 
ЧУХРАЙ Г.Н. Моя война. - М.: Алгоритм, 2001 


* Попытаться ответить на эти вопросы можно и сейчас. Многие детали тех дале- 
ких лет еще хранит память старожилов станицы Советской, тогда еще подрост- 
ков. Нина Поликарповна Чернова предполагает, что это могла быть Кузнецова 
Маша, Половенко Евдокия или Аржановская Паша, в разные годы до войны рабо- 
тавшие на станичном радиоузле. А ее сверстница Гребенькова Любовь Алексеевна 
в одну из июльских ночей 1942 г. стала нечаянным свидетелем расстрела немцами 
четырех русских девушек. Так кто же они были? 
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Александр Иванович Утвенко, 


командир 33-й гвардейской дивизии 
(июль 1942 — апрель 1943 г.) 


Снова на главном фронте Отечественной войны... 


Родился в 1905 г. (Брусиловский район Киевской области) в семье 
машиниста локомотива. В 1927 г. окончил Харьковскую школу ЦИК 
УССР. 

В сентябре 1941 г. при разгроме Ельнинской группировки фашистов 
в Смоленском сражении майор Утвенко успешно командовал полком. 
По рекомендации Г.К.Жукова был назначен командиром дивизии и по- 
вышен в звании до полковника, что является в армии редким случаем. 

«На Западном фронте был контужен, потом ранен тремя пулями в 
руку, ногу и в грудь под Рузой. Был предназначен для тыловой рабо- 
ты, но срочной телеграммой был вызван принять 33-ю гвардейскую, 
— рассказывал Утвенко писателю К.Симонову, с которым был дружен 
во время и после войны, — принял дивизию, когда она уже заняла 
оборону. И после Смоленского сражения, остановившего гитлеровцев 
на пути к Москве, вновь оказался на главном в 1942 году фронте 
Отечественной войны — Сталинградском». 

А.И.Утвенко прибыл в дивизию в середине июля 1942 г., сменив 
отозванного в авиацию полковника Ф.А.Афанасьева, летчика по об- 
разованию. 

Волевой и закаленный офицер, в июле-сентябре 1943 года он про- 
шел с дивизией самую тяжелую часть ее пути от первого рубежа 
обороны в большой излучине Дона до Сталинграда. Здесь дивизия 
потеряла 9,5 тысячи своих бойцов и командиров. 

К.Симонов передает рассказ комдива о боях в излучине Дона и пе- 
реправе через Дон в августе 1942 г. в своей повести «Разные дни вой- 
ны»: «23 июля немцы навалились на нас несколькими дивизиями при 
протяженности нашего фронта в двадцать два километра. На правом 
фланге прорвались танки, а на левом отошел сосед... 

...С 24 по 27 июля была прервана связь с армией. Потом возобнови- 
лась и 6 августа порвалась совсем. 

Наши - слева и справа — ушли за Дон. Я держался и по приказу 
и потому, что считал себя опорным пунктом, опираясь на который 
наши могли бы перейти в наступление. Чувствовал, что сковываю одну 
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дивизию немцев целиком и две частично. До 9 августа вел кровопро- 
литные бои. 

Нас бы быстро съели, если бы мы не зарылись в чистом поле в 
землю выше головы. Оставалось все меньше боеприпасов и продоволь- 
ствия. Раненых ночами на повозках, на верблюдах отправляли в тыл. 

К вечеру 9 августа, когда получили приказ по радио уходить на 
восток, у меня оставалось от дивизии не больше трех тысяч человек. 

Немцы тоже несли большие потери. Во время этих боев на одном 
только участке батальона капитана Ермакова мы сами, своими рука- 
ми, стащили в овраг 513 немецких трупов, потому что мы контратако- 
вали и устояли на месте и много убитых немцев оставалось в глубине 
нашей обороны. Так что нечем было дышать, смрад... 

..К моменту приказа о прорыве на восток у меня было до трех ты- 
сяч людей, семнадцать орудий, тринадцать легких танков. 

Двинулись двумя колоннами напролом через овраги. Пушки — на 
руках. Прорвались на узком фронте, потеряв около трехсот человек. 

Немцы за ночь и утро перекинули полк пехоты еще восточнее нас 
и опять закрыли кольцо. 

1-го с четырех часов утра снова начался бой’. Нас бомбили и ата- 
ковали танками. Общий бой шел до полудня, а потом нас рассекли на 
группы. 

Сопротивлялись до конца. Я сам пять раз перезарядил маузер. Секли 
из автоматов. Несколько командиров застрелилось. Было убито до тыся- 
чи человек, но жизнь продали дорого. Один вынул из кармана листовку 
и пошел к немцам. Галя, наша переводчица штаба дивизии, крикнула: 
«Смотрите, гад, сдается!5. И выстрелила по нему из маузера”. 

Танки били по нам в упор. Я стрелял из последней пушки. У пушки 
кончились снаряды, шесть расчетов было выбито, адъютанта убили. 
Немцы подскочили к орудию, я прыгнул с обрыва в болото, метров 
с девяти, там осока высокая. Снаряд ударил в ногах и всего завалил 
грязью. Сверху на обрыве сидели немцы, а я то терял сознание, то 
слышал, что они говорили. Отовсюду еще доносились выстрелы. 

Уже в темноте с двумя бойцами выполз наверх, на следующий об- 
рыв. Там нашли еще четырех человек, потом набралось двадцать... 


* Судя по служебной записке самого А.И.Утвенко, этот бой состоялся 10-го авгу- 
ста 1942 г. в балке Карагачева. См. схеми 4 на стр. 54. 


** Видимо, трофейный карабин «Маузер-98к», основное оружие немецкого пехотин- 
ца во Второй мировой войне. 
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В сорок первом году тоже выходили из окружения. Осенью я плыл 
через реку Угру, разламывая ледяную корку. Виски кололо, как игол- 
ками, но выбраться, выбраться... И выбрался! 

Но это все семечки по сравнению с нынешним, летним, где за каж- 
дый грамм воды -— драка. За воду ходили драться. Бросали гранаты, 
чтобы котелок воды отбить у немца, а жрать было нечего. 

Я гимнастерки своей не менял, шел из окружения со шпалами. 
Если умирать, так надо в своей форме. Форму получить полковничью, 
а умирать в гражданском платье — это тяжело, это позор! А тем более 
нам. Я бы без Советской власти батраком был. 

Набралось сто двадцать человек с оружием и переплыли через Дон. 
Утонуло восемь человек». 

Самого раненого комдива на своей спине переправил через Дон во- 
енфельдшер В.Худобкин. 

«...После переправы через Дон я собрал шестьсот человек с оружи- 
ем, и мы еще с 16 по 25 августа держали оборону под Алексеевкой. А 
потом со 2 по 6 сентября дрались под Сталинградом». 

К этому рассказу, вспоминает К.Симонов, Утвенко уже никогда 
больше не возвращался. 

«Человек военный до мозга костей, умеющий держать себя в руках, 
в ту ночь он вспоминал пережитое, не сдерживая чувств и не стыдясь 
слез. Мне кажется, что эти слезы чувствуются в каких-то местах моей 
записи его тогдашнего рассказа о лете сорок второго года. 

..Осенью 1942 г. разбитая дивизия переформировывается в Тамбовской 
области, ее командир 14.Х.42 г. получает звание генерал-майора. 

В декабре 1942 г. 33-я гвардейская стрелковая дивизия снова по- 
падает под Сталинград и от реки Мышкова переходит в наступление, 
один за другим освобождая районы Нижнего Поволжья и Нижнего 
Дона. После неудачной февральской попытки прорыва «Миус-фронта» 
в районе Матвеева Кургана дивизия ждет нового пополнения, а 
А.И.Утвенко становится командиром 31-го гвардейского стрелково- 
го корпуса и навсегда расстается с дивизией. А гвардейский корпус 
под командованием Утвенко в составе 5-й ударной армии после осво- 
бождения Ростовской области получает благодарность Верховного 
Главнокомандующего И.Сталина в числе наиболее отличившихся ча- 
стей и соединений (см. стр. 144). 

В звании генерал-лейтенанта Александр Иванович Утвенко закан- 
чивает войну и умирает от ее ран в 1963 г. 
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Боевые награды командира 33-й гвардейской стрелковой ди- 
визии А.И. Утвенко вместе с Золотой Звездой и орденом Ленина 
Героя Советского Союза П.О. Болото, бронебойщика 84-го гвардей- 
ского стрелкового полка этой дивизии, хранятся в музее-панораме 
Сталинградской битвы в городе-герое Волгограде. 


Командир дивизии полковник А. Утвенко поздравляет бронебойщи- 
ка П. Болото с присвоением ему звания Героя Советского Союза 
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3.Г. Бурмистрова 


Гвардии лейтенант Галина Губкина 


Со старой фотографии нам открыто улыбается симпатичная моло- 
дая женщина с кубиками лейтенанта в петлицах... 

Подпись на обороте — Галина Губкина, переводчица штаба 3-го 
воздушно-десантного корпуса. Осень 1941-го... 

С.Г.Мирзоян в своей книге «Сталинградцы — творцы Победы» пи- 
шет, что ветераны 33-й гвардейской дивизии на своих традиционных 
послевоенных встречах часто вспоминали эту черноволосую, с корот- 
кой стрижкой девушку, прошедшую с ними от Ессентуков до большой 
излучины Дона. 

Ветеранам известно о ней многое -— киевская школа (кажется, 
№24), московский институт иностранных языков — неплохое начало 
девичьей биографии. 

Путевка Центрального комитета ВЛКСМ, но не на Всесоюзную 
ударную стройку или какой-нибудь завод-гигант крепнущей год от 
года социалистической индустрии. Комсомольская путевка в формиру- 
ющийся на Северном Кавказе 3-й воздушно-десантный корпус — дань 
суровому военному времени. 

Галина Анисимовна — переводчица штаба этого корпуса, секретарь 
комсомольской организации. 

Месяцы напряженной учебы солдат-курсантов. Немцы подходили 
к Москве, страна была на краю гибели, но учила своих сыновей и до- 
черей по-настоящему воевать. 

На войне нужно знать не только оружие и боевую технику, но и 
язык врага — и Галина вместе с энтузиастами организует пятимесяч- 
ные кружки немецкого языка. Только в батальоне С. Мирзояна таких 
кружков было четыре, в них обучалось 120 бойцов — сержантов и 
рядовых. 

Будущие десантники изучают парашютное дело. Заключение этой 
подготовки — показательные прыжки. Первыми поднимаются в воздух 
старшие командиры и комиссары. И с ними в команде прыгают врач 
Дора Ткаченко и переводчица Галина Губкина... 

Первые бои на Тамани. Гвардейская стрелковая дивизия из десант- 
ников. Переводчик штаба дивизии — гвардии лейтенант Галина Губкина. 
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И вот уже рубеж, оказавшийся последним в ее короткой жизни — 
Сталинградский. 

Описывая эпизоды обороны штаба дивизии в хуторе Рожковском в 
конце июля 1942 г., С.Г. Мирзоян приводит предположения ветеранов 
о том, что Галина заменила погибшего пулеметчика и в бою сама по- 
лучила смертельное ранение. 

Но командир дивизии А.И.Утвенко, делясь с писателем К.Симоновым 
своими воспоминаниями о страшном бое в балке Карагачева 10 авгу- 
ста, упоминает и Губкину (см. стр. 65): 

«..Было убито до тысячи человек, но жизнь продали дорого. Один 
вынул из кармана листовку и пошел к немцам. Галя, наша переводчица 
штаба дивизии, крикнула: «Смотрите, гад, сдается!» И выстрелила по 
нему из маузера». 

Уже после переправы через Дон, на сборном пункте в Прудбое, где 
Утвенко сумел собрать только 600 человек из своей дивизии, перевод- 
чицу штаба так и не дождались. 

Двадцатитрехлетняя Галина Губкина, любимица дивизии, навсегда 
осталась там, на правом берегу Тихого Дона, или нашла покой в его 
водах. 

...Других версий ветераны дивизии не допускают. Наши поиски в 
Интернет-базе данных «Мемориал» результатов пока не принесли. 


РИ 


Г. Губкина, 1941 г. 
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Из военных мемуаров маршала В.И.Чуйкова 


«..На отдельных участках противник действительно нес большие 
потери и застревал. В этом отношении нельзя не отметить 33-ю гвар- 
дейскую дивизию, которая оборонялась юго-западнее Манойлин. 

Так, например, 21 июля’, когда противник, сломив сопротивление 
передовых отрядов 62-й армии на рубеже рек Цуцкан и Чир, попытал- 
ся с ходу выйти на маневренный простор, полки 33-й гвардейской ди- 
визии не оставили своих позиций и вынудили противника отступить. 

На другой день враг повторил наступление на позиции гвардейцев. 
На этот раз он бросил против них две дивизии — одну танковую и одну 
пехотную. Гвардейцы не дрогнули. Огнем противотанковых пушек и 
ружей, а также бутылками с горючей смесью и гранатами они уни- 
чтожили в первую очередь танки, а затем огнем стрелкового оружия 
стали уничтожать оторвавшуюся от танков пехоту. 

Участники этого боя рассказывают, что одна танковая атака сменя- 
лась другой. Отдельным машинам удавалось прорваться в глубь нашей 
обороны. Но там их уничтожали вторые эшелоны. 

За день боя гвардейцы 33-й дивизии подбили и сожгли 50 вражеских 
танков и истребили несколько сот фашистских солдат и офицеров. 

В центре обороны этой дивизии, на участке главного удара гитле- 
ровцев, занимала позицию 76-миллиметровая батарея под командова- 
нием младшего лейтенанта Серого и командира взвода управления 
лейтенанта Неделина. 

«На каждый взвод приходилось по 200 осколочно-фугасных сна- 
рядов, - рассказывал мне Неделин. — Перед нами стояла задача: не 
пропустить фашистов через рубеж занимаемой обороны. Она была 
ясна каждому артиллеристу. Рано утром 22 июля показалась крупная 
танковая колонна, на некотором расстоянии от нее — колонна грузо- 
вых автомашин с боеприпасами и горючим». 

Вначале наша батарея открыла огонь по грузовым автомашинам. 
Часть из них загорелась, остальные повернули назад и стали уходить 
в глубь степи. Тем временем около двадцати танков врага, развернув- 


* Генерал-лейтенант В.И.Чуйков был назначен командующим 62-й армией в сентя- 
бре 1942 г. Возможно, поэтому даты июльских событий в его мемуарах несколько 
разнятся с другими источниками. 
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шись, пошли в атаку. Впереди нас было два стрелковых взвода. Им не 
удалось сдержать эти танки, и бой приближался к огневым позициям 
нашей батареи. После первого залпа наших орудий фашистские танки 
остановились, хотя ни один из них не загорелся. Осколочно-фугасные 
снаряды были хороши против грузовых автомашин, но они были мало- 
эффективны против брони. 

Тем не менее командир батареи повторил команду: «Огоны» - и 
мы стали бить прямой наводкой. Началась дуэль четырех орудий с 
двадцатью танковыми пушками врага. Для нас было непонятно, поче- 
му фашисты сразу не раздавили нашу батарею. Оставшиеся в живых 
гвардейцы объясняли это тем, что враг, видя, что мы ведем огонь и 
не отступаем, наверное, подумал, что наших сил на этом участке обо- 
роны очень много... 

Вскоре над полем боя появились двухмоторные самолеты и начали 
бомбить и обстреливать нашу батарею. Вокруг батареи рвались снаряды 
тяжелых орудий, которые вели огонь из глубины. Приказа отступать мы 
не имели, да и отступать мы не могли: некуда и нельзя было по откры- 
той степи передвигаться под непрерывным огнем авиации и артиллерии. 

Подумав, мы решили остаться на месте и драться до последнего 
снаряда. Вокруг нас все гремело и взлетало на воздух. Густая степная 
трава горела. Огонь снимал последнюю защиту — маскировку с наших 
орудий. У фашистов, по-видимому, недостатка в боеприпасах не было. 
Мы же, зная свои запасы, экономили каждый снаряд. 

Около четырех часов дня командиры орудий стали докладывать с 
огневых позиций, что снаряды кончаются. На батарее осталось шесть 
снарядов... три... и, наконец, последний. И вот все стихло с нашей сто- 
роны. Но даже после того, как мы замолчали, враг еще раз обрушил на 
нас мощный шквал огня и только после этого пошел в атаку. 

Несколько десятков винтовочных патронов против лавины танков 
не имели никакого значения. Мы сидели в своих окопах, засыпанные 
землей, и ждали какого-то конца. 

Танки противника подошли вплотную к окопам, продолжая вести 
огонь из пушек. Наш командир батареи Серый сидел в это время в от- 
секе окопа для телефонистов и что-то писал. Раздался взрыв... Серый 
громко, со стоном, закричал. Я сидел в проходе между командиром и 
оставшимися в живых разведчиками. Слыша крик командира, они по- 
вернулись ко мне, как бы спрашивая глазами: «Что делать? Как быть?» 
Мне, молодому двадцатилетнему человеку, было трудно и страшно 
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сидеть и ждать смерти. Я не мог скрыть этого от разведчиков и сказал 
им: «Наверное, все, ребята, на всякий случай прощайте! 

Глухой стон Серого становился все тише и тише. Наконец я спохва- 
тился, что командиру надо помочь, и пополз к нему. Вдруг надо мной 
что-то треснуло, из моих глаз посыпались искры, все завертелось, за- 
кружилось, и я будто полетел в какую-то бездну. А когда я очнулся 
от боли и открыл глаза, то увидел: на краю траншеи стоят фашисты с 
автоматами и тянут меня за ремни из окопа. Я был весь в крови. Как 
потом выяснилось, я был ранен осколками гранаты, которая разорва- 
лась за спиной, в двух метрах от меня... 

Это лишь один из многих эпизодов, свидетельствующих о том, что 
гвардейцы 33-й дивизии дрались до последнего снаряда, до последнего 
патрона. 

Храбро сражались и бронебойщики этой дивизии. Всем известен 
подвиг четырех бронебойщиков-комсомольцев во главе с Петром 
Болото, с которым мне довелось повстречаться несколько позже. У 
них было всего-навсего два противотанковых ружья, а на холмик, ко- 
торый они обороняли, двигалось тридцать танков. Неравный бой про- 
должался целый день. Меткими выстрелами гвардейцы подожгли 15 
вражеских танков. Остальные вынуждены были повернуть обратно. 

Такая стойкость воинов 33-й гвардейской дивизии действительно 
позволяла думать, что противник увяз в наших позициях. В самом 
деле, три гитлеровские дивизии буквально застряли и были втянуты 
в невыгодный для них бой, который продолжался на узком участке 
фронта несколько дней. Этим надо было воспользоваться и немедлен- 
но нанести контрудар по флангам гитлеровской группировки, насту- 
павшей на 33-ю дивизию, ударить силами соседних дивизий и помочь 
ей наголову разгромить врага. Но этого не случилось. Соседние ди- 
визии продолжали стоять в обороне, чего-то ожидая. Тем временем 
противник, приостановив атаки, перебросил силы на правый фланг 
62-й армии и с утра 23 июля перешел в новое наступление. Через 
несколько часов ему удалось на участке Клетская-Евстратовский про- 
рвать оборону 192-й стрелковой дивизии». 


* Чуйков В.И. Начало пути. - Москва, изд-во Минобороны СССР. 1959. 
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От Советского Информбюро. 1942 г. 


17 июля 1942 г. 
В течение 17 июля наши войска продолжали бои в районе Воронежа 
и южнее Миллерово. На других участках фронта существенных изме- 


нений не произошло... 
«Правда», 18.07.1942 г. 


22 июля 1942 г. 
В течение 22 июля наши войска вели бои в районе Воронежа, а так- 
же в районах Цымлянская, Новочеркасск. На других участках фронта 


существенных изменений не произошло... 
«Правда», 23.07.1942 г. 


24 июля 1942 г. 

..В районе Цымлянской наши войска вели оборонительные бои. 
Немцы предпринимают упорные попытки переправиться на южный бе- 
рег Дона и несут при этом огромные потери. Только на одном участке 
в течение суток противник потерял убитыми свыше 1500 солдат и 
офицеров. На другом участке немцам удалось под прикрытием ави- 
ации и мощного артиллерийского огня переправиться через реку. 
Контрударом наши части окружили и уничтожили прорвавшийся полк 


немецкой пехоты... 
«Правда», 25.07.1942 г. 


25 июля 1942 г. 

...В районе Цымлянской наши летчики обрушивают тяжелые удары 
по войскам противника. На одном из участков наша бомбардировочная 
и штурмовая авиация произвела налет на мотомехчасти противника и 
уничтожила 7 немецких танков, 100 автомашин с пехотой и военным 
грузом, 6 орудий и 20 повозок с боеприпасами. В воздушном бою сби- 


то два и подбит один немецкий самолет. 
«Правда», 26.07.1942 г. 


26 июля 1942 г. 

В районе Цымлянской наши войска продолжали вести упорные 
оборонительные бои и отбили многочисленные попытки немцев пере- 
правиться на южный берег Дона. Активно действуют наши артилле- 
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ристы, обрушивающие массированные удары по скоплениям против- 
ника. В течение дня артиллеристы Н-ской части потопили 9 понтонов 
с солдатами и вооружением. На другом участке наше подразделение 
ликвидировало попытку немцев закрепиться на южном берегу реки и 


уничтожило 300 гитлеровцев. 
«Правда», 27.07.1942г. 


27 июля 1942 г. 
В течение 27 июля наши войска вели ожесточенные бои в районе 
г.Воронеж, а также в районе Цымлянская. После упорных боев наши 


войска оставили города Новочеркасск и Ростов... 
«Правда», 28.07.1942г. 


29 июля 1942 г. 
В течение 29 июля наши войска вели ожесточенные бои в районе 
Воронежа, а также в районах Цымлянская, Батайск и юго-западнее нп 


Клетская. На других участках фронта никаких изменений не произошло... 
«Правда», 30.07.1942г. 


31 июля 1942 г. 

..В районе юго-западнее Клетской наши войска, отбивая атаки 
немцев, нанесли войскам противника большой урон. Только на одном 
участке за последние дни уничтожено 120 танков и свыше 2000 сол- 
дат и офицеров противника... Немецкое командование стремится про- 
рвать линию обороны советских войск и бросает в бой свежие подкре- 
пления. На одном из участков гитлеровцы послали в бой стрелковую 
бригаду финнов, поддержанную немецкими танками. Наши бойцы от- 


били атаку и уничтожили несколько сот белофиннов. 
«Правда», 01.08.1942 г. 


5 августа 1942 г. 

В течение ночи на 5 августа наши войска вели бои с противником 
в районах Клетская, Цымлянская, Белая Глина, Кущёвская. На других 
участках фронта никаких изменений не произошло... 

В районе Цымлянской наши войска вели оборонительные бои с 
танками и мотопехотой противника. После упорных боев наши части... 


отошли на новые позиции. 
«Правда», 06.08.1942 г. 
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ГЛАВА Ш. ОТ ДОНА ДО ВОЛГИ 


В середине августа окруженная на западном, правом, берегу 
Дона группировка советских войск прекратила свое существование. 
Начались бои на ближних подступах к Сталинграду. Теперь Паулюс 
ставил своей армии, казалось, последнюю на пути к цели задачу: овла- 
деть перешейком между Волгой и Доном севернее Калача. 

21 августа 6-я армия форсировала Дон на участке от Песковатки 
до Трехостровской, захватив плацдарм шириной до 45 километров. До 
Сталинграда ей оставалось пройти каких-то 60 километров. 

С юго-запада, из района Абганерово, на город наступала 4-я тан- 
ковая армия Гота, она была всего лишь в тридцати километрах от его 
окраин. Одновременными ударами этих двух армий должен был осу- 
ществиться вновь утвержденный Гитлером план захвата Сталинграда 
25 августа 1942 г. с окружением 62-й и 64-й общевойсковых армий в 
междуречье Волги и Дона. 

Главный удар армии Паулюса с плацдарма у Песковатки по- 
прежнему сдерживала 62-я армия. В ее составе были две свежие 
стрелковые и остатки обескровленных на правобережье Дона диви- 
зий. Среди них и разобщенные группы 33-й гв. сд, переправлявши- 
еся через Дон от Пятиизбянского (южнее Калача) до Сиротинской. 
Располагающие после переправы в лучшем случае только легким ору- 
жием, эти группы продолжали бои с наступающим противником в 
примыкающих к Сталинграду с запада Калачевском и Городищенском 
ив более северном Иловлинском районах Сталинградской области. 

Севернее Сталинграда с оборонительными боями через Качалинскую 
и Котлубань до Ерзовки прошли подразделения 33-й гвардейской, объ- 
единенные подполковником Барладяном. 

23 августа у поселка Рынок совершил прорыв к Волге немецкий 
14-й танковый корпус’, который не привел к захвату Сталинграда с 


* Это в нашей книге последнее упоминание о 14-м танковом корпусе вермахта. 
Здесь, к югу от Ерзовки, его путь разошелся с боевым путем нашей «дикой» ди- 
визии. Сформированный в 1938 г., этот корпус наступление на Сталинград на- 
чал в июле 1942 г., имея уже большой боевой опыт. В Сталинградской битве ему 
отводилась особая роль — роль механизированной «пантеры». Корпус пользовался 
покровительством самого Гитлера, командир 16-й танковой дивизии этого кор- 
пуса генерал Хубе был любимцем фюрера и стал командиром корпуса сразу после 
отстранения от этой должности фон Виттерсгейма. Остатки частей корпуса 
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севера, но поставил точку в военной карьере его командира (см. стр. 
48). Группа Барладяна этим же прорывом была отрезана от основных 
сил 62-й армии и продолжила боевые действия в составе 4-й танковой 
армии. 

К сожалению, только анализ воспоминаний ветеранов позволяет 
сегодня предположить, что сборный пункт в Прудбое, на левобережье 
Дона, объединил группы Утвенко, Спицына и более мелкие, отходящие 
на Сталинград, в одну, в сводках армии называемую 33-Й гв. сд. Она 
вела бои на рубежах рек Карповка и Россошка западнее Сталинграда 
на внешнем оборонительном обводе, у станции Алексеевка. 

В тот же печально известный в истории Сталинградской битвы день 
23 августа 1942 г., над позициями дивизии эшелонами по 30-40 само- 
летов часами пролетали асы «Люфтваффе», подвергшие Сталинград 
варварской бомбардировке, по потерям мирного населения превзо- 
шедшей даже Хиросиму. «Асы» совершили в этот день почти 2000 
самолето-вылетов. 

Писатель С.Г. Мирзоян, ветеран дивизии, в своих книгах пишет, 
что в эти дни рубеж обороны дивизии у Алексеевки проходил по так 
называемым «Ворошиловским позициям» периода гражданской войны 
(оборона Царицына). 

Военный комиссар 84-го гвардейского стрелкового полка, а затем 
и 33-й гв. сд Илья Васильевич Жданов, участник обороны Царицына, 
а перед Великой Отечественной войной работник Сталинградского об- 
кома ВКП (б)", рассказал бойцам дивизии о событиях тех критических 
для молодой Советской республики лет. 

Как в 1942 г. Сталинград для Паулюса, так и в 1918-м Царицын 
стал местом главного удара 85-тысячной белоказачьей армии генерала 
П.Краснова, поддерживаемой германскими интервентами. 

Совпадали, в принципе, цели вермахта в 1942 г. и контрреволюцио- 


сдались в плен в Сталинградском «котле» зимой 1943 г., но генерал Хубе, первым 
из немецких генералов увидевший Волгу, успел вылететь из «котла» по вызову 
Гитлера еще в начале января. 


* Видимо, Илья Васильевич и как участник обороны Царицына, и как один из ста- 
рейших партработников обкома «причастен» к тому, что сталинградский комсо- 
мол взял шефство над 5-й воздушно-десантной бригадой, преобразованной затем 
в 84-й гв.сп, где Жданов был комиссаром. 

Сейчас в экспозиции музея-панорамы «Сталинградская битва» на почетном месте 
хранится красное знамя с надписью: «5-й воздушно-десантной бригаде от комсо- 
мольцев Краснознаменного Сталинграда» (см. фото на стр. 164). 
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неров в 1918 г. — это захват бакинской нефти, хлеба юга России и, как 
итог, гибель Страны Советов. 

Одним из организаторов обороны Царицына был И.В.Сталин, в 
1925 г. город получил его имя. 

..Разгромила белоказаков Краснова 10-я армия К.Е.Ворошилова, 
созданная в ходе боев из отрядов царицынских рабочих, донецких 
шахтеров и украинских крестьян. Остатки белоказаков (не более 15 
тысяч сабель) отошли за Северский Донец. 

Сам генерал Краснов скрылся у своих германских хозяев и вновь 
появился на Дону, как нетрудно догадаться, с новым приходом немцев 
в Россию. 

К сентябрю остатки дивизии отступили за городской обвод. Здесь, 
на окраине Сталинграда, К.Симонов неожиданно встречает Петра 
Болото, теперь уже младшего лейтенанта, будущего" Героя Советского 
Союза: «Хотя почему, в сущности, неожиданно? Такой человек, как 
он, и должен был оказаться здесь, в Сталинграде. Именно такие, как 
он, защищают сегодня город. И город держится, вопреки всему, среди 
развалин, огня и крови». 

Ситуацию в начале сентября начальник штаба 62-й армии 
Н.И.Крылов охарактеризовал так: «Борьба переносилась к стенам го- 
рода, а за его северной окраиной гитлеровцы прорвались уже к самой 
Волге. Но, преодолев шестьдесят километров междуречья, враг был 
(хоть и не сознавал еще этого) так же далек от поставленной им себе 
цели, как и шесть недель назад, когда он выходил к большой донской 
излучине. Кому теперь не ясно, что значили эти недели для конечного 
исхода Сталинградской битвы?» 

Отводом советских войск на городской обвод закончилось оборони- 
тельное сражение на ближних подступах к Сталинграду (10 августа — 
12 сентября 1942 г.). 

Результатом этого сражения стал срыв плана немецкого командо- 
вания по захвату города ударом двух армий (6-й и 4-й танковой) к 25 
августа. И хотя эти армии соединились все-таки друг с другом, но не 
на берегу Волги, взяв в кольцо сразу две советские армии, а западнее 
Сталинграда. Задуманный немецким командованием «котел» в между- 
речье Дона и Волги не состоялся. 


* Звание Героя Советского Союза Петру Осиповичу Болото, 1909г.р., присвоено 
Указом Президиума Верховного Совета СССР от 5 ноября 1942 г. 
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..Дивизия еще числилась в со- 
ставе армии стрелковым соединени- 
ем и на 11 сентября, по армейским 
сводкам, в своих рядах насчитывала 
864 человека (без группы Барладяна, 
отсеченной от армии). В условиях 
уличных сталинградских боев ее те- 
перь уже постоянно некомплектные 
подразделения оказывались в свод- 
ных отрядах из разных дивизий и 
бригад или сливались, например, с 
10-й дивизией войск НКВД, сражав- 
шейся практически по всему городу, 
растянувшемуся на сорок киломе- 
' тров вдоль Волги. Не сумевшие (по 
той или иной причине) переправить- 
ся на левый берег вместе с дивизией 
а сентяре' 1942 в, наро е 95-й бойцы вливались ив подразделения 

за. сботетаианют и остотие 19’ Твардеиской: стрелковой дивизии 

33-й дивизии. Фото с позиции (генерал-майор А.И.Родимцев). 

противника Вот почему ветераны 33-й гв. сд 

вспоминают свои бои в Сталинграде 

и в южной части города — у элеватора, в поселке Ельшанка, и в его 

центральной части — у железнодорожного вокзала, дома специалистов, 

на Мамаевом Кургане и у центральной переправы, а также у завода 
«Красный Октябрь». 

Один из боев в Сталинграде описывает командир роты бронебой- 
щиков 33-й гв.сд Герой Советского Союза гв.капитан Д.И.Шамура’в 
статье «Противотанковое ружье на подоконнике» в армейской газе- 
те «В атаку». Умело выбрав позиции в кирпичных зданиях городских 
кварталов, бронебойщики без потерь подожгли пять вражеских танков 
и обеспечили тем самым успешную контратаку нашей пехоты. 

Упорные бои шли не только за каждую улицу, но и за каждый дом, 
за каждую пядь русской земли. 


ре 


Здание элеватора в Сталинграде 


* Звание Героя Советского Союза Д.И.Шамура было присвоено еще в мае 1942г. за бои 
в Донецкой области, до прибытия его в 33-ю гв. сд. Во время летних боев на Миусе 
и при освобождении Донбасса майор Шамура - командир 91-го стрелкового полка. 
В апреле-сентябре 1944г. гв.подполковник Д.И. Шамура был командиром 84-го гв.сп. 


78 


..Не оценить степень усталости этих дошедших до Сталинграда и 
оставшихся на передовой бойцов. 

И хотя в душу солдата заглянуть, конечно, невозможно, и «до глу- 
бины истинной никогда не докопаться никому», даже в самый крити- 
ческий период Великой Отечественной войны (а историки и считают 
таковым июль-сентябрь 1942 г.), солдаты своей страны, истекая кро- 
вью, пряча свои головы в полыни донских степей или за обгоревшими 
камнями Сталинграда, не потеряли главного — внутренней ориента- 
ции, веры в осмысленную жертву, в праведность своего дела. 

..Остатки разбитых советских дивизий, насчитывающих в своих 
рядах буквально сотни человек и практически потерявших боеспособ- 
ность, отправлялись в глубокий тыл для переформирования. 

Приобретенный в жестоких боях опыт этих последних сотен бой- 
цов делал боеспособными вновь сформированные соединения, сохра- 
нял традиции дивизий. 

Вывод бойцов 33-й гв. сд из Сталинграда на левый берег Волги был 
назначен на 14 сентября 1942 г. (по воспоминаниям ветеранов дивизии 
Д.П/Травкина и В.Г.Суховеева). И именно в этот день немцы нанесли 
сильнейший удар в сердце города, обороняемого полуокруженной и 
прижатой к Волге обескровленной 62-й армией. 

Паулюс бросил на ее позиции семь дивизий, до 500 танков и 1000 
орудий с мощной авиационной поддержкой. К концу дня фашисты про- 
рвались к городскому вокзалу, подобрались к центральной переправе и 
буквально заполонили улицы города. 

Для отражения штурма командарм-62 В.ИЧуйков пустил в ход по- 
следние резервы, штабисты и бойцы заградотрядов сражались на пере- 
довой. 

Положение могла спасти только экстренная переправа в осаж- 
денный город «свежей» 13-й гвардейской стрелковой дивизии (ко- 
мандир — Герой Советского Союза генерал-майор А.И.Родимцев), 
сосредоточенной к этому времени на левом берегу Волги, в районе 
поселка Красная Слобода. 

Ситуация была настолько критической, что переправу пришлось 
начать, не дожидаясь ночной темноты. 

В 17.00, при ярком дневном свете на бронекатерах, буксирах и бар- 
жах первые отряды 13-й гв.сд пересекли почти километровую Волгу, 


* М.Абдуллин, «Страницы солдатского дневника». 
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прикрываясь от артобстрела и бомбежек только слабой дымовой за- 
весой и немногочисленными истребителями. 

Бойцы, чудом уцелевшие при переправе, прямо с катеров и лодок 
бросались в атаку. В жестоком рукопашном бою гвардейцы Родимцева 
отбили у немцев мельницу, возвышавшуюся над Волгой, и обеспечили 
защиту переправы. 

..Обратными рейсами эти же, не потопленные еще вражескими бом- 
бами и снарядами, бронекатера и лодки забирали с правого берега ра- 
неных из прибрежных госпиталей и медсанбатов, а также выведенных 
из боя гвардейцев 33-Й сд. 

Под непрерывным обстрелом и бомбежкой центральная переправа ста- 
ла местом встречи двух дивизий-сестер, рожденных третьим воздушно- 
десантным корпусом (1-го и 2-го формирования). Одна дивизия, обескров- 
ленная двухмесячными боями, убывала из Сталинграда для отдыха и 
пополнения. Вторая, только что пополненная после летнего отступления 
на Дону, выгружалась на правом берегу Волги, в Сталинграде, чтобы 
сражаться здесь до победного конца битвы. 

Эту встречу на огненном берегу великой русской реки трудно на- 
звать случайной. В Сталинградской битве участвовали десять таких 
родственных гвардейских стрелковых дивизий’, переформированных 
из воздушно-десантных корпусов, созданных Красной Армией до июля 
1942 г. 

Первой на пути гитлеровских полчищ, рвущихся к Волге, встала 
33-я дивизия, четыре из них (13-я, 35-я, 37-я и 39-я), особо отличив- 
шиеся в боях на ближних подступах и в самом Сталинграде, были 
награждены орденами боевого Красного Знамени. 

На протяжении всей Великой Отечественной войны в этих дивизи- 
ях свято поддерживались традиции воздушно-десантных войск. 

...21 сентября 1942 г. 33-я гвардейская стрелковая дивизия была ис- 
ключена из состава 62-й армии Сталинградского фронта. Закончилось 
ее участие в обороне Сталинграда. Потери дивизии за этот период 
составили почти 9,5 тысячи человек. 

Пунктом сбора дивизии на левом берегу Волги был определен ху- 
тор Рыбачий. 


* Это гвардейские стрелковые дивизии №№ 13; 33; 34; 35; 36; 37; 38; 39; 40 и 41. И 
только 32-я гв.сд обороняла Таманский полуостров, превратив его в неприступную 
для врага крепость. 
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ГЛАВА ТУ. ТАМБОВ. ТРЕГУЛЯЕВСКИЕ ЛАГЕРЯ 


«Тогда считать мы стали раны, 
товарищей считать». 


Собравшая на сборном пункте в Рыбачьем всего лишь 1044 сво- 
их бойцов и командиров (это из 12,5 тысячи, начавших бои в боль- 
шой излучине Дона) дивизия по железной дороге была переброшена в 
Тамбовскую область на станцию Рада. Для переформирования и по- 
полнения она разместилась в поселке Трегуляй, где ранее находились 
лагеря Тамбовского кавалерийского училища. 

После двухмесячных почти непрерывных кровопролитных боев в 
иссушенных зноем донских и приволжских степях, в сожженных квар- 
талах Сталинграда тамбовские сосновые леса и рощи, тихая речка 
Цна казались настоящим земным раем. 

Здесь дивизия в общем числе пополнения приняла в свои ряды 
почти 4000 моряков Тихоокеанского флота и курсантов военных 
училищ — молодых, красивых и сильных парней, на год моложе остав- 
шихся в строю и уже начавших седеть «ветеранов» - десантников, по- 
бывавших в ожесточенных боях под Сталинградом. 

Командиры и политработники, не теряя времени и не покладая рук, 
занялись обучением и воспитанием личного состава, им помогали «ве- 
тераны» - и сами учились, и обучали пополнение тому, чему успели 
научиться в боях, а научились они к этому времени уже очень многому. 

Петр Болото, к примеру, не только возглавил школу стрелков- 
бронебойщиков’, но и сам старательно осваивал новую для него спе- 
циальность пулеметчика. 

На стрельбищах от зари до зари гремели разнокалиберные выстре- 
лы, ревели моторы на полигонах. Особенно тщательно отрабатывались 
приемы борьбы с вражескими танками, приемы ближнего боя. 

Гвардейцы обучались мастерству разведки, технике проделывания 
проходов в проволочных заграждениях и минных полях, строитель- 
ству полевых укрытий. 


* Эту школу прошел и прибывший с тихоокеанским пополнением Илья Каплунов. 
21 декабря 1942 г., будучи бойцом 98-й стрелковой дивизии, он один вступил в 
сражение с девятью немецкими танками у хутора Нижне-Кумского. Был дважды 
ранен, но сумел из своего ПТР подбить 8 танков. Под последний, девятый танк 
Илья бросился с противотанковой гранатой и погиб. Посмертно удостоен звания 
Героя Советского Союза. 
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Ежедневно, в любую погоду проводились пешие марш-броски с пол- 
ной выкладкой на 10-15 километров, начинающиеся с неизменной пес- 
ни «Эх, махорочка, махорка...», раз в неделю совершались суточные 
30-40-километровые переходы. 

Комдив ставил задачу научиться ходить на суворовских 60 км в 
сутки (и вскоре это умение бойцам дивизии пригодилось). Боевой 
учебой занимались в поле по 12-14 часов в сутки, треть этого времени 
отводилась на ночную подготовку. 

Дивизия Утвенко, как бы в подтверждение его высоких командир- 
ских качеств, показывала лучшие результаты на учениях своей 2-й 
гвардейской общевойсковой армии, формируемой в районе городов 
Тамбов, Мичуринск, Моршанск и Раненбург. 

По комплектации личным составом и боевой техникой можно было 
предположить, что Верховное Главнокомандование отводит этой ар- 
мии особую роль в предстоящих сражениях. 

На митинге, организованном в дивизии в конце сентября, нашей 
33-й предстояло первой из гвардейских соединений Красной Армии 
обсудить и принять проект законов советской гвардии. 

На митинге нужно было также познакомить вновь прибывших бой- 
цов с боевым путем дивизии, подвести итоги минувших боев, разо- 
брать ход боевой подготовки. 

Александр Иванович Утвенко, рослый, с круглым лицом и украин- 
ским говорком полковник, ставший командиром 33-й гвардейской ди- 
визии в середине июля 1942 г., рассказал о том, как гвардейцы герои- 
чески сражались с многократно превосходящими силами противника, 
встав заслоном на пути главного вражеского удара в самые первые дни 
Сталинградской битвы. 

За два месяца боев дивизия уничтожила тысячи немецких солдат и 
офицеров, подбила и сожгла более 100 танков. 

Один за одним выступали участники боев под Сталинградом. 

Здесь, на митинге, о поединке четырех бронебойщиков с тремя де- 
сятками немецких танков, ставшем известным всей Красной Армии 
и вселившем веру в надежность советского оружия, бойцы дивизии 
впервые услышали от самого Петра Болото, представленного за этот 
бой к званию Героя Советского Союза. 

Командир роты автоматчиков гвардии лейтенант И.С. Лебедев, еще 
в первых боях с вражескими десантами на Таманском полуострове 
заработавший всеобщий авторитет, рассказал о пленении штаба не- 
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мецкой мотомехчасти в Чернышевской, о разгроме уже в последних 
боях целого фашистского батальона, когда сама рота потеряла только 
14 человек убитыми и ранеными. 

«А почему так получилось? Да потому, что мы не боялись немцев, 
- не они нас искали, а мы их выслеживали и навязывали бой, били 
внезапно, умением, а не числом.» Тут Лебедев привел в пример крас- 
ноармейца своей роты гвардии рядового Комиссаренко: « Это на него 
навалился целый взвод немцев. Подтверждая гвардейскую заповедь «И 
один в поле воин...», Комиссаренко не упал духом, он тотчас пустил в 
дело свой автомат и противотанковые гранаты. И бой закончил тем, что 
один уложил около двух десятков немцев...» 

Вспомнил Иван Сергеевич и о своей «малой Родине», оккупирован- 
ном врагом Донбассе: «Здесь кто-то говорил, что он получил письмо 
из дому. Мне неоткуда получать письма и некому их посылать. В моем 
доме немцы. И у меня дома никто не ждет моих писем, потому что моя 
семья, если она жива, знает, что мои письма не дойдут до нее. Моя 
семья ждет не писем — она ждет меня. Она ждет, чтобы я пришел и 
освободил ее от немцев, чтобы я убил немцев, стоящих на моей доро- 
ге, и победителем прошел по всей нашей земле, захваченной немцами. 
И здесь я не один такой, здесь много таких. Наши семьи, тысячи и 
десятки тысяч других советских семей ждут нас, товарищи, они ждут 
нас в слезах и крови! И мы должны положить все свои силы на то, что- 
бы вернуться к ним, потому что иначе нет и не будет нам прощенья.» 

«Ветераны» дивизии, часто еще безусые, говорили о тяжелых ис- 
пытаниях, выпавших на их долю, о пройденных на восток почти двух 
сотнях километров, о потерях товарищей, клялись отомстить за их 
гибель: «Мы шли на восток, а глаза наши смотрели на запад...» 

Комиссары, полковые и батальонные, доложили о заметном росте 
рядов коммунистов из числа бойцов, отличившихся в боях на под- 
ступах к Сталинграду. В годы войны званием коммуниста гордились. 
Тогда коммунисты первыми поднимались в атаку. 

«Мы вышли из этих боев с честью, не посрамив своего гвардейско- 
го знамени, — продолжил митинг комдив. — А что такое гвардейское 
знамя? Оно тогда гвардейское, когда осеняет головы людей, совершив- 
ших гвардейские подвиги». 


* В сентябре 1942 г. парткомиссия политотдела 33-й гвардейской стрелковой ди- 
визии приняла и гвардии сержанта А. Курченко кандидатом в члены ВКП (6). 
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Газета «Красная Звезда» 2 октября 1942 г. рассказала о митинге 
33-й гв. сд и впервые опубликовала законы Советской Гвардии: «Там, 
где наступает гвардия, - враг не устоит; там, где обороняется гвардия, 
- враг не пройдет. 

— Закон гвардейцев — биться до последнего патрона. Нет патронов 
— кулаками, зубами вцепиться в фашистскую глотку, но не падать на 
колени перед врагом. 

— Закон гвардейцев: у врага оружие забирай, а со своим не расста- 
вайся ни при каких условиях! Воин без оружия, что без рук. 

— Что такое гвардейский подвиг? Это значит убить врага и остаться 
в живых самому, а если умереть, то дорого отдать свою жизнь. 

— Если гвардеец умирает, он оружие из рук не выпускает; оно у 
него и у мертвого на врага направлено. 

— Тот не настоящий гвардеец, кто не убил ни одного фашиста. 

— В старину говорили: один в поле не воин. Неверно это! Когда 
гвардеец сражается по-гвардейски смело и с умом, он и один в поле 
воин. Он устоит против десятка фашистов. 

— Закон гвардейцев — настойчиво учиться в ходе боев, изо дня в 
день повышать свое воинское мастерство». 

На всю страну со страниц «Красной Звезды» прозвучали слова, 
сказанные командиром дивизии А.И.Утвенко в заключение митинга: 
«Через тяжелые бои мы прошли и тяжелые бои нам предстоят. В этих 
боях мы должны приумножить славу нашей Гвардии. А немцы - о нем- 
цах мы скажем так: далеко они сюда зашли - в этом наша вина, но не 
будет им отсюда возврата — это наш долг». 

Митинг завершился присягой пополнения у боевого знамени дивизии. 

...Время на переформировании под Тамбовом пролетело быстро. Все 
части и подразделения дивизии были полностью укомплектованы лич- 
ным составом, техникой и вооружением. А бойцы и командиры смени- 
ли свои трехлинейные винтовки и наганы образца 1895 г. на новенькие 
автоматы ППШ и пистолеты ТТ, с ног до головы оделись в шерстяное 
белье, свитера, валенки и полушубки, меховые шапки. 

Перед отправкой на фронт, в начале декабря 1942 г., дивизия вновь 
насчитывала в своих рядах почти 12,5 тысячи человек, из них 900 
коммунистов и 2800 комсомольцев. Сформированная в начале пути 
многонациональной, теперь дивизия на 95% состояла из русских и 
украинцев. 

Командование 33-й гвардейской стрелковой дивизии: 
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. командир дивизии — генерал-майор А.И.Утвенко; 

. начальник штаба дивизии — гв. полковник Д.Н.Александров; 

. заместитель командира дивизии по политической части гв. 
полковник Н.И.Расников (после упразднения института военных ко- 
миссаров и политруков в армии и на флоте 9 октября 1942 г.) 

Командиры гвардейских стрелковых полков: 

. 84-го — гв. майор Л.Д.Карида; 

. 88-го — гв. подполковник Д.В.Казак; 

. 91-го - гв. майор А.Д.Епанчин. 

. Командир 59-го гв. артполка — майор А.И. Харламов. 

Дивизия вошла в состав сформированной здесь же, на Тамбовщине, 
2-й гвардейской армии. 
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ГЛАВА У. ГОРЯЧИЙ СНЕГ 


И вспять покатилась орда, 

Мы снова свой путь повторяли, 
Мы брали назад города, 

Мы близких навеки теряли. 


Всю осень 1942 г. в Сталинграде продолжались неослабевающие бои. 
Об этом периоде битвы в советское время были написаны сотни книг и 
мемуаров. Город не сдавался врагу. Приняв в октябре решение о мощном 
контрнаступлении и окружении немцев под Сталинградом (операция с 
кодовым названием «Уран»), Ставка ВГК собирала силы огромной страны 
в стальную пружину. В ее глубоких тылах создавались впечатляющие 
резервы — десятки советских дивизий, ориентированных на Сталинград. 

Но 62-я армия, обороняющая город из последних сил, получила 
от Ставки в подкрепление только пять стрелковых дивизий — для га- 
рантии предстоящих и так нужных стране побед резервы тщательно 
экономились. 

И когда 19 ноября’ 1942 г. до дымящегося развалинами Сталинграда 
с севера докатился гул канонады тысяч советских орудий, в душах со- 
ветских солдат появилась надежда, что ход Сталинградской битвы на- 
чал поворачиваться в другую сторону. Маленький городок Калач и его 
мост через Дон, за который летом гибли наши отступающие дивизии, 
снова стал центром противостояния. 

Снова в оперативных сводках, как в июле и августе, замелька- 
ли названия хуторов Манойлин, Калмыковский, Киселев... Только на 
этот раз, 23 ноября 1942 г., сводки сообщили не просто об ожесточен- 
ных боях в районе Клетской, а о завершении окружения вражеской 
группировки у Сталинграда, группировки, готовящейся со дня на день 
поднять над городом флаг с паучьей свастикой. В огромный «котел» 
попали 22 вражеские дивизии и более 160 отдельных частей — до 330 
тысяч человек. Никогда до этого войска Красной Армии не осущест- 
вляли операцию по окружению врага в таких масштабах. 


* День начала контрнаступления под Сталинградом, хочется думать, не случайно 
совпал с днем рождения Российской Гвардии - 19 ноября. Красная Армия в годы 
суровых испытаний возвращала себе вековые традиции русской армии — от погон и 
орденов великих российских полководцев до единоначалия. Впоследствии 19 ноября 
каждого года отмечался всем советским народом как День артиллерии и ракетных 
войск Советского Союза. 
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И не только авантюризм планов Гитлера, как считают западные и 
некоторые современные русские — прозападные историки, стал причи- 
ной такого крупного окружения. Роковой просчет профессиональных 
немецких стратегов заключался прежде всего в недооценке сил и воз- 
можностей Советского Союза, его народа. 

Нельзя отрицать того, что пока войной воспитывалась новая плеяда 
советских военачальников, пока военная промышленность, эвакуиро- 
ванная за Волгу, становилась на ноги, часто не имея даже крыши над 
головой, бойцам Красной Армии приходилось кровью исправлять по- 
ложение на фронтах. 

Ситуация стала меняться в ходе Сталинградской битвы. К началу 
контрнаступления советские войска получили 13,5 тыс. орудий, 894 
танка, 1115 самолетов. Теперь соотношение сил по многим показате- 
лям изменилось в пользу Красной Армии: 

. ПО орудиям и минометам - 2,1:1; 

. По танкам и штурмовым орудиям - 2,3:1; 

. По самолетам - 2,1:1. 

И личный состав, по миллиону солдат с каждой стороны, стал со- 
всем другим. «Это уже не те немцы, с которыми мы дрались в августе. 
Да и мы уже не те» - писал в своем дневнике простой советский сол- 
дат. Теперь в наших войсках не было той летней безнадежности: 


...Одно лишь слово — наступленье! 
А сколько силы в слове том. 
Мы ждали этого сраженья. 
Мы все дышали этим днем. 


...Прошли те дни, когда к востоку 
Мы шли дорогой неудач. 

Сейчас стальным крутым потоком 
Шли самоходки на Калач. 


Шли наши танки в полной силе 
К донским промерзшим берегам. 
И с ходу траками месили 
Песок со снегом пополам. 


..Здесь, под Сталинградом, в ноябре 1942-го рождалась новая 
Советская Армия, прочно берущая стратегическую инициативу в свои 
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руки. Уже после войны начальник Генерального штаба РККА Маршал 
Советского Союза А.М.Василевский', можно сказать, главный архи- 
тектор победы в Сталинградской битве, сравнивал ее со сложной шах- 
матной партией. 

Но даже после окружения всей Сталинградской группировки про- 
тивника партия эта была далеко еще не выиграна. Загнанный в ло- 
вушку, распаленный схваткой враг, чувствуя свою пока еще огромную 
силу, не думал о поражении. Противоборствующие стороны делали 
свои ходы в этой страшной битве, определившей в итоге судьбу и 
Великой Отечественной, и Второй мировой войн: 

— вермахт с аэродромов в Морозовской и Тацинской, Чернышковской 
и Котельниково в зиму безуспешно пытался наладить снабжение окру- 
женной группировки по воздуху; 

— Красная Армия спешила выстроить внешний фронт окружения 
по рекам Дон и Чир, чтобы не дать врагу выскользнуть из ловушки; 

— лучший гитлеровский стратег генерал-полковник фон Манштейн 
со вновь образованной группой армий «Дон» из своего штаба в 
Новочеркасске готовил сразу два деблокирующих удара — с юга 
Сталинградской области из района Котельниково и с рубежа реки Чир 
(операция вермахта «Зимняя гроза»); 

— Красная Армия из сформированных резервов собирала силы для 
ликвидации окруженных фашистских войск (операция «Кольцо»). 

Основой этих резервов была 2-я гвардейская армия, мощная груп- 
пировка из двух стрелковых (1-го и 13-го гвардейских) и одного ме- 
ханизированного корпусов, сформированная в Тамбовской области 
осенью 1942 г., численностью более 90 тысяч человек. Командующим 
армией был назначен генерал-полковник Р.Я.Малиновский. 

Нужно сказать, что первоначально Ставка ВГК планировала ис- 
пользовать эту армию для наступления на Ростов с севера (по плану 
операции «Сатурн»). И эта операция, в случае ее успешного заверше- 


* Генерал-полковник А.М.Василевский-с июня 1942 г. начальник Генштаба РККА, с 
октября заместитель Наркома обороны. В операциях Красной Армии на юге России 
заслуга Василевского в организации оборонительных действий Сталинградской бит- 
вы, в выработке и реализации плана контрнаступления, в непосредственном руковод- 
стве отражением контрударов противника на котельниковском и тормосинском на- 
правлениях. В 1943 г. Василевский координировал наступательные операции Южного, 
Юго-Западного и Воронежского фронтов, разрабатывал и руководил завершающими 
летними операциями по прорыву «Миус-фронта». 33-я гвардейская стрелковая диви- 
зия участвовала во всех этих южнороссийских операциях Красной Армии. 
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ния, могла бы привести к окружению целой немецкой группы армий 
«А», «забуксовавшей» на Кавказе. Она насчитывала 750 тыс.человек, и 
ее окружение, безусловно, явилось бы для немцев настоящим «Гросс- 
Сталинградом», новым гигантским «котлом». 

Однако наметившаяся задержка с ликвидацией окруженной под 
Сталинградом группировки привела Ставку к решению использовать 
2-ю гвардейскую армию в операции «Кольцо», так сказать, в качестве 
предварительной задачи. 

В первых числах декабря началась погрузка армии в эшелоны (все- 
го для ее перевозки понадобилось 165 железнодорожных составов). 
Части нашей 33-й гв. сд, вошедшей в состав 1-го гвардейского стрел- 
кового корпуса’, грузились на станции Рада ночью, при полной све- 
томаскировке. Разгрузка производилась северо-западнее Сталинграда 
и части, обходя с запада окруженную группировку немцев, сразу на- 
правлялись в район сосредоточения — Вертячий, Песковатка.., уже 
знакомые многим бойцам места. 

«Снова в этот ад», — ворчали ветераны. Все населенные пункты 
были забиты тыловыми частями и госпиталями, прибывающим вой- 
скам часто приходилось размещаться в заснеженной степи, под откры- 
тым небом. А зима начиналась суровая. 

Осложнилась и обстановка на фронте. Срывая замысел советско- 
го «Сатурна», Манштейн готовился реализовать свою идею двух де- 
блокирующих ударов и подтягивал в Котельниково и Тормосин новые 
крупные силы. На 11 декабря 1942 г. у Котельниково двум немецким 
танковым дивизиям 4-й танковой армии генерала Гота противостояла 
лишь одна советская серьезно потрепанная стрелковая дивизия 51-й 
армии Сталинградского фронта. 

Прорыв кольца окружения, гарантированный Манштейном Паулюсу, 
не просто спасал 6-ю армию от гибели, он оставлял без отмщения всех, 
кто сражался и умирал в знойных донских степях и среди развалин 
Сталинграда летом и осенью 1942-го, делал их гибель напрасной. 

...И 2-я гвардейская, едва разгрузившись в 75-90 километрах северо- 
западнее Сталинграда, получила приказ на форсированный марш в сто- 
рону Котельниково. Других вариантов у советского командования в тот 
момент просто не было. 


* [1-й гвардейский стрелковый корпус во время участия в Сталинградской битве 


(15.12 — 31.12.42) состоял из 24-й и 33-й гвардейских, а также 98-й стрелковых 
дивизий. Командир корпуса - генерал-майор И.И.Миссан. 
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Этот незабываемый бросок длиною в пять зимних суток навстречу 
«Зимней грозе» описывает в своей книге «По дорогам войны» ветеран 
дивизии Н.П. Тыновский: «Надо было преодолеть 170-200 километров в 
сильные морозы и вьюги. Марш совершался только ночью, скрытно от про- 
тивника, по бездорожью. За ночь части проходили по 40-50 километров». 
Не было горячей пищи, не хватало даже хлеба. Суточная норма — 150 
граммов. Иной раз по два дня не получали и этой нормы — тылы отставали. 

Многие солдаты засыпали на ходу, но дивизии шли, не снижая тем- 
па, на свои новые позиции - к северному берегу безвестной до тех пор 
небольшой степной речки Мышковой, последнему серьезному препят- 
ствию для вражеских танков на их пути к Сталинграду. Измотанные 
такими суворовскими переходами солдаты торопились окопаться на 
высоком правом ее берегу до подхода немцев. И успели. 

...За свою жизнь я видел Днепр, Волгу с ее огромными притоками, 
Обь... Это не считая Дона и Кубани, Москвы и Невы и еще многих рек 
бывшего Советского Союза. 

Но такого волнения, как на затравеневших берегах этой крошечной 
степной речушки, впадающей сейчас в Цимлянское водохранилище, 
мне не пришлось испытывать нигде. На этой крутобережной речке, 
заросшей камышом и чаканом, в декабре 1942 г. решалась судьба не 
только Советского Союза, но и народов Европы, а возможно, и всего 
мира. Ведь в случае победы немцев в Сталинграде в войну на стороне 
Германии, по договоренности с Гитлером, вступали Япония и Турция. 

Это сейчас нашей молодежи из-за рубежа, да и уже кое-кто у нас, в 
России’, пытаются внушить, что победили в войне с гитлеровской коа- 
лицией не мы, а союзники. Пытаются настолько навязчиво, что россий- 
ская Госдума в предъюбилейном 2009 году вынуждена была «отстрели- 


* В нашем Волгодонске в величии советской Победы усомнилась газета «Свой мир» в 
майском номере 2009 года. Статьей «Цена Победы глазами Запада» она подняла до 
критического артериальное давление и у ветеранов войны, и у просто нормальных 
людей. Многие наши «Иваны, не помнящие родства» и после двадцати с лишним 
лет «братания» с ‹общечеловеческими ценностями» на Победу своих отцов и дедов 
смотрят глазами так милого их сердиу Запада. Возводя на каждом углу храмы, они 
не хотят помнить, что по Евангелию последние времена наступят, когда дети про- 
тив родителей пойдут. Да что там Волгодонск! Только вмешательство президента 
В.Путина в свое время спасло красный флаг с серпом и молотом как символ Победы. 
А ведь под этим флагом в бой с фашистской нечистью шли опять же наши отцы 
и деды. Может быть, воистину последние времена настали? И вот уже президент 
Дмитрий Медведев напоминает многим нашим соотечественникам, нажившим ком- 
плекс неполноценности за годы «перестройки»: мы одной крови с победителями! 
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ваться» от этих «гипнотизеров» законом об уголовной ответственности 
за отрицание Победы СССР в Великой Отечественной войне. 

А вто время среди бойцов ходили такие разговоры: союзные страны 
присоединятся к той стороне и тогда, когда ее, этой стороны, победа 
будет гарантированной. И, действительно, союзники открыли второй 
фронт только в 1944 году, когда поняли, что Красная Армия и без них 
войдет в Берлин и покончит с фашизмом. 

...Авангардные дивизии гвардейской армии (98-я и гвардейские 3-я 
и 87-я стрелковые) 18 декабря заняли оборону на берегах Мышковой в 
районе Громославки и Васильевки. Немцы от Котельниково к этим ру- 
бежам вышли только сутки спустя. Всего за несколько дней боев эти 
авангардные дивизии потеряли до половины своего состава, но уже 23 
декабря враг вынужден был перейти к обороне. 

В Сталинградском «котле» были слышны с юго-запада отзвуки артил- 
лерийской канонады, видны в ночном небе всполохи разрывов — танкам 
Манштейна-Гота оставалось пройти до «котла» каких-то 35-40 километров. 

Бывший начальник штаба 2-й гвардейской армии генерал-майор 
С.С.Бирюзов в своих мемуарах так описывает последние попытки про- 
рыва обороны армии: «Я неоднократно бывал в жарких боях, а такого 
еще не видел. Особенно героически действовали моряки-тихоокеанцы. 
Многие из них скинули бушлаты и в одних тельняшках с гранатами 
в руках бросались на фашистские танки... Все вокруг гудело, горе- 
ло и заливалось кровью. Но больше уже ни на шаг не продвинулись 
танки врага». О боях на реке Мышковой «Горячий снег» - роман их 
участника Ю.Бондарева и одноименный фильм - вернее придумать 
им название невозможно. Деблокирующий удар Манштейна из района 
Котельниково захлебнулся. 

...В эти же самые декабрьские дни в ходе крупномасштабной опера- 
ции «Малый Сатурн» на Среднем Дону 24-й танковый корпус генерала 


* По плану операции «Малый Сатурн» войска Юго-Западного фронта на Среднем 
Дону в районе Тацинская-Морозовская-Тормосин должны были уничтожить 
боковско-морозовскую группу противника и нанести удар в тыл деблокирующих 
группировок Манштейна. В ходе операции (16 - 80.12.1942 г.) были разгромлены 
основные силы 8-й итальянской армии, оперативной группы «Холлидт» и остатки 
3-й румынской армии. Противнику так и не удалось создать сильную деблокирую- 
щую группировку в районе Тормосина. Более того, опасаясь советского прорыва к 
Ростову, Манштейн вынужден был против ударной группировки Юго-Западного 
фронта перебросить с котельниковского рубежа наиболее боеспособную 6-ю тан- 
ковую дивизию, поставив, таким образом, крест на окруженной армии Паулюса. 
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В.М.Баданова совершил беспримерный шестисуточный марш по засне- 
женным степям из района Богучар к донской станице Тацинская — глав- 
ной базе снабжения сталинградского «котла». 

Пройдя за эти шесть суток 250 километров в тылах противника (!), тан- 
кисты Баданова врасплох захватили железнодорожную станцию и боль- 
шой аэродром в Тацинской, уничтожив на земле около 350 вражеских са- 
молетов, обслуживающих воздушный мост к окруженной армии Паулюса. 

На отражение многочисленных ударов «Малого Сатурна» были рас- 
трачены и основные ресурсы тормосинской группировки врага, предна- 
значенной Манштейном для второго варианта деблокирующего удара, 
но об этом немного позже. 

Теперь положение «вооруженного лагеря военнопленных» (по опреде- 
лению командарма 2-й гвардейской армии Р.Я.Малиновского) в «крепости 
Сталинград» (по определению Гитлера) стало действительно безнадежным. 

..В оборонительных боях 2-й гвардейской армии с котельников- 
ской группировкой противника на рубеже реки Мышковой 33-я гв. 
сд находилась в резерве, оставаясь во втором эшелоне вместе со 2-м 
гв.мехкорпусом. Командование «приберегало» их для форсирования 
Дона и броска по его правому берегу с целью захвата Ростова с севера. 

Наблюдая из своего района дислокации -— хуторов Ерико- 
Крепинский и Вешки — за тем, что творилось совсем недалеко, на 
передовой, бойцы дивизии считали, что сейчас судьба их балует. Но 
баловала она и в эти дни не всех. 

О первом «языке», захваченном у Мышковой И.Шитовым, разведчи- 
ком из тамбовского пополнения, пишут в своей книге «Под гвардейским 
знаменем» ветераны дивизии А.Кузнецов и И.Сигарев. Кстати, Иван 
Васильевич Шитов — участник исторического Парада Победы в Москве. 

Полный кавалер солдатского ордена Славы П.А.Попов, ветеран 88- 
го гв.сп, вспоминает, как он, наводчик 120-мм миномета, оставшись 
только со вторым номером (почти весь расчет погиб) в одном из боев у 
реки Мышкова, выпустил по врагу четыреста мин весом по 16 кг каж- 
дая. Отличилась в боях на Мышковой и пулеметная рота того же 88-го 
стрелкового полка, которой командовал гвардии старший лейтенант 
немец Манштейн, однофамилец фашистского генерал-полковника. 
Солдаты шутили: «Манштейн против Манштейна!». 


В итоге операции «Малый Сатурн» были взяты в плен 60 тысяч солдат и офицеров 


противника, захвачено огромное количество трофейной техники, освобождены боль- 
шие оккупированные врагом территории, в том числе и север Ростовской области. 
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...Утром 24 декабря 1942 г. от берегов этой скромной русской речки 
война покатилась на запад — туда, откуда пришла. Главный удар по 
противнику наносила 2-я гвардейская армия Сталинградского фрон- 
та. Ее оперативная сводка в этот день впервые была начата фразой: 
«Войска армии главными силами перешли в наступление». 

29 декабря 7-й танковый корпус 2-й гв.армии освободил город 
Котельниково, который защищался только отборными немецкими ча- 
стями. Отступая, эти части отходили на юго-запад, к реке Сал. Но за 
Доном, на его западном берегу, вторым деблокирующим ударом угро- 
жала предполагаемо крупная тормосинская группировка, находящаяся 
в опасной (всего 40 км) близости от Сталинграда. 

Для ликвидации этой группировки, одновременно нависающей и 
над ее правым флангом, 2-я гвардейская армия создала оперативную 
группу генерал-майора Я.Г.Крейзера`. 

И уже 29 декабря, в день освобождения Котельниково, 33-я гв. сд в 
составе этой группы должна была захватить плацдарм на западном бере- 
гу Дона напротив станицы Верхне-Курмоярской”" и обеспечить переправу 
через замерзшую реку 2-го гв.мехкорпуса — ударной силы опергруппы. 

Разведку ледовой переправы через Дон выполнила инженерная 
служба 91-го гв.сп. Вспоминает бывший командир роты саперов этого 
полка гв.капитан в отставке Д.П.Травкин: «С наступлением темноты 
саперы в белоснежных халатах, всем телом прижимаясь ко льду, что- 
бы и тени не было видно, если вдруг в небе вспыхнут немецкие осве- 
тительные ракеты, поползли к правому берегу реки. 

Чтобы определить толщину льда, лунки потихоньку долбили фин- 
ками и штыками. Тишина. Не слышно даже дыхания рядом ползущего 
бойца. Почти всю ночь шла работа. Задолго до рассвета я докладывал 
командиру полка о результатах замеров, об отсутствии минных полей 
на том берегу...» 

У многих бойцов и командиров, у самого комдива были свежи еще 
в памяти те августовские ночи, когда остатки дивизии мелкими груп- 
пами, под безжалостным огнем противника, кто как мог, переплывали 
Дон с того, западного, берега на восточный. 


* Оперативная группа Я.Г.Крейзера, заместителя командующего 2-й гвардейской 
армии, в своем составе имела 2-й гв.механизированный и 4-й кавалерийский корпу- 
са, 33-ю гвардейскую, 300-ю и 387-ю стрелковые дивизии. 

** Станица Верхне-Курмоярская находилась в 70-80 километрах от Цымлянской 
выше по Дону. Затоплена водами Цимлянского водохранилища. 
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Теперь дивизия обеспечивала бросок правого фланга своей гвардей- 
ской армии назад, на западный берег Дона. 

С командного пункта дивизии в Верхне-Курмоярской за ходом бо- 
евых действий наблюдал начальник Генштаба РККА генерал армии 
А.М.Василевский. Дул сильный в этих краях восточный ветер — «астра- 
ханец». «Я подумал, — вспоминал потом эти дни Василевский, — этот 
ветер будет теперь нам попутным». 

...Полки дивизии устремились вперед еще в полной темноте, в плот- 
ном предутреннем тумане. Враг обнаружил гвардейцев слишком позд- 
но, уже у своих окопов и блиндажей. Плацдарм на высоком правом 
донском берегу дивизией был взят. 

Форсировать замерзший Дон предстояло теперь мехкорпусу с его 
тяжелым вооружением и мотопехотой. Переправа артиллерии, броне- 
машин и легких танков Т-70 по 30-40-сантиметровому льду реки под 
прикрытием огнем 33-Й гв. сд не составила проблемы. Для тридцати- 
тонных танков Т-34 саперы, не имея в донской степи практически ни- 
каких лесоматериалов, занялись искусственным наращиванием льда, 
благо, мороз достигал -20°. Дело у них шло как будто на лад, пере- 
права росла на глазах. 

Но первый же Т-34, заползший на это ледовое сооружение, прова- 
лился в воду. Пришлось эти уже знаменитые и такие надежные в бою 
«тридцатьчетверки» оставить пока что на левом берегу. 

Днем 30 декабря мехкорпус с частями стрелковых дивизий пере- 
шел в наступление. Отшибной и Агинов, Чепурин и Базки, Комаров 
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и Минаев — первые хутора, освобожденные опергруппой Крейзера на 
правом берегу Дона. 

Сопротивление врага здесь носило очаговый характер. Его основой 
являлись опорные пункты, пространства между которыми прикрыва- 
лись только артиллерией и подвижными группами автоматчиков. Эти 
опорные пункты громили части мехкорпуса и стрелковых дивизий. 
Один из них — Балабановский — взяли почти без потерь, немецкая 
авиация, обескураженная внезапным наступлением, добросовестно 
разбомбила позиции своей пехоты в этом хуторе. 

Захват Тормосина осуществлялся из района Балабановского танковы- 
ми десантами на опорные пункты Морской и Степано-Разинский. Овладев 
ими, наши части вышли к Тормосину и охватили его с трех сторон. Вечером 
31 декабря гарнизон Тормосина, опасаясь полного окружения, стал в бес- 
порядке отходить на север, где его рассеяли по зимней степи части 315-й 
стрелковой дивизии’ 5-й ударной армии. Теперь и остатки тормосинской 
группировки (оперативная группа «Холлидт»), уничтоженные в основном в 
ходе операции «Малый Сатурн», перестали существовать, противник оста- 
вил в Тормосине крупную тыловую базу группы армий «Дон» с огромными 
запасами боеприпасов, снаряжения и продовольствия. 

Хороший подарок получила Родина от Сталинградского фронта в честь 
нового, 1943 года. Сначала Котельниково, а затем и Тормосин! И восточ- 
ный, и западный берега Дона оказались в руках 2-й гвардейской армии. 

Итоги боев последней недели уходящего года на Нижнем Дону 
подвело сообщение Совинформбюро 31 декабря: «За время наступле- 
ния южнее Сталинграда против группировки Манштейна-Гота наши 
войска продвинулись вперед на 100-150 км и освободили более 130 
населенных пунктов... Немецко-фашистские войска потеряли только 
убитыми 21.000 человек, взято в плен 5.200 солдат и офицеров про- 
тивника. Среди богатых трофеев, захваченных нашими войсками: са- 
молетов — 40, танков — 94, орудий - 292, автомашин - 329... В ходе 
боев нашими войсками уничтожено: самолетов — 306, танков — 467, 
орудий -— 257, автомашин - 945 и много другого имущества». 


* 315-я стрелковая дивизия 5-й ударной армии для 33-й гв. сд от поселка Тормосин 
до восточного берега Северского Донца — постоянный и надежный сосед спра- 
ва. Боевой путь этой дивизии от Сталинграда до Севастополя описан изданной 
в Ростове-на-Дону в 2006 г. книгой «315-я Мелитопольская Краснознаменная...» 
Книгой, созданной группой ветеранов дивизии и современных авторов, не сомне- 
вающихся в бессмертии подвига советского воина-освободителя. 
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З.Г. Бурмистрова 


«Моя первая задача — 
уничтожить один танк врага» 


Немецкие танки под Сталинградом... Их бешеный натиск в боль- 
шой излучине Дона Красная Армия сдерживала бутылками с зажига- 
тельной смесью, противотанковыми гранатами и ружьями, в лучшем 
случае пушками-«сорокапятками», часто со считанными по пальцам 
снарядами. Эти пушки бойцы называли «Прощай, Родина» - они почти 
всегда стреляли прямой наводкой с открытых позиций и становились 
легкой мишенью для немецких танков и артиллеристов. 

«В этих боях мы проигрывали немцам во многом: у нас были десят- 
ки танков — у немцев их сотни... И все-таки перед фронтом нашей ди- 
визии изо дня в день горели десятки немецких танков», — вспоминает 
Г.Н Чухрай о боях при отступлении на Сталинград. 

На реке Мышкова 2-я гвардейская армия, чтобы обеспечить успех 
предстоящего наступления, до самого его начала, 24 декабря 1942 г., 
держала в резерве два своих корпуса, танковый и механизированный. 

И не зря военные историки считают, что у Прохоровки, в Курской 
битве, было самое большое танковое сражение, а у реки Мышковой, в 
Сталинградской битве, самое жестокое. 

Вот что пишет в своей книге «Когда гремели пушки» маршал 
С.С.Бирюзов, в то время начальник штаба 2-й гвардейской армии: 
«Истребление вражеских танков гвардейцы считали в ту пору, пожа- 
луй, единственным боевым делом, достойным всеобщего внимания... 
До сих пор помнится, с каким уважением велись тогда в армии раз- 
говоры о том, как вышел с гранатами против танка раненый младший 
лейтенант Кулдышев, как подразделение политрука П.И.Ковасева за 
|] часов почти непрерывного боя подбило 16 танков противника. 

..Я спросил одного солдата: «Какая у вас задача?» Мне хотелось 
выяснить, знает ли он, куда и зачем идет. 

Но солдат понял мой вопрос по-своему и ответил так: «Моя первая 
задача — уничтожить один танк врага. А там будь что будет...» 

Долго я размышлял над этим ответом. Солдату хочется уничто- 
жить хотя бы один танк. Он знает, что танки являются у Манштейна 
основной ударной силой, и если перебить их все, то наступление врага 
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захлебнется. То, что подбить фашистский танк — дело опасное и труд- 
ное, солдат, конечно, понимает, но это не меняет сути дела». 

«..Я неоднократно бывал в жарких боях, а такого еще не видел. 
Особенно героически действовали бывшие моряки-тихоокеанцы. 
Многие из них скинули бушлаты и в одних тельняшках с гранатами в 
руках бросались на фашистские танки». 

А писатель Ю.Бондарев, артиллерист в боях у Мышковой, в своем 
известном романе «Горячий снег» отмечает: 

«Уже в Сталинграде мы почувствовали силу, мощь и количество 
нашего оружия, созданного на тыловых заводах. У нас был приказ: 
«Стрелять столько, сколько возможно выпустить снарядов». Мы стре- 
ляли до того, что стволы орудий раскалялись». 

И не прошли танки Манштейна к окруженной фашистской армии. 
В единоборстве с бронированной армадой победили артиллеристы, 
бронебойщики и пехотинцы советских дивизий. 


Бронированная армада не прошла. 
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Д.П.Травкин, 
ветеран дивизии, гв. капитан в отставке 


«Гоните фашистов в плен!» 


Отбив попытки Манштейна прорваться в Сталинградский «котел» 
на выручку Паулюсу, Красная Армия 24 декабря 1942 г. перешла в ре- 
шительное наступление. Основное ядро вражеской группировки -— тан- 
ковые дивизии — отступали на Котельниково, а 4-я румынская армия, 
также входившая в эту группировку, была полностью разгромлена. 

Ее солдаты бросали оружие и целыми полками сдавались в плен. 

33-я гвардейская стрелковая дивизия из второго эшелона своей ар- 
мии берет курс на станицу Верхне-Курмоярскую, чтобы обеспечить 
переправу через Дон 2-му гв. механизированному корпусу. 

Командир роты саперов 91-го стрелкового полка гв. капитан 
Д.ПЛТравкин в газетной статье сорок лет спустя описал такой случай: 

«На степных дорогах много разбитой и просто брошенной враже- 
ской техники. Пушки, танки, автомашины, еще больше конных пово- 
зок без лошадей. Где-то уже на подходе к реке Аксай (Есауловский) в 
плен сдалась большая группа румынских вояк. На ногах у них кожа- 
ные ботинки, на плечах тонкие желто-зеленые шинели с поднятыми 
воротниками. Пилотки развернуты и натянуты на уши. Кисти рук за- 
сунуты в рукава. У большинства сосульки с усов слиплись с бородой. 
Кругом заснеженная степь, мороз в 25-30 градусов. Спрашиваю, кто из 
них старший, и приказываю отправить всех самостоятельно, без кон- 
воиров, в тыл. Пленные не двигаются с места, заявляют, что не смеют 
идти в тыл без охраны, так как их «матки бьют». Нельзя оставлять их 
и здесь, в степи — замерзнут заживо. 

Что делать? У меня каждый сапер на счету, не могу выделить для 
конвоирования пленных ни одного солдата, да и самому с ротой вперед 
продвигаться надо. Пленные румыны не отстают, идут за нами. У со- 
ветских солдат добрые, отходчивые сердца. Смотрю, кто кусок хлеба 
сует румыну, кто угощает махоркой. А они, в знак благодарности, 
только и твердят: «Гитлер капут!». 

Вдруг из кустарника поднимаются белая тряпка и несколько рук. 
Не сразу понял, кто это. Из кустов выходят солдаты. Головы и лица у 
них обмотаны тряпками, поверх шинелей — разномастные одеяла или 
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платки. На ногах громадные соломенные боты, так называемые эрзац- 
валенки. 

Смотрю и не верю своим глазам: это же немцы! Может быть, те из 
них, которые каких-нибудь четыре месяца назад, в июле-августе 1942 
года, сидели в трусах на танках, с губными гармошками и с песнями 
двигались на Сталинград. Что здесь началось! Румынские солдаты со- 
драли с немцев тряпье и стали «утепляться» сами, сопровождая свои 
действия кулаками. Предметный урок того, как союзники превраща- 
ются в заклятых врагов... 

Я извлек из трофейной винтовки патроны, вручил ее румынскому 
солдату и сказал ему: «Гоните фашистов в плен! Румыны быстро 
окружили фашистов и пинками погнали их на восток». 


Декабрь 1942 г. Пора домой? 
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ГЛАВА УГ. ОПЕРАЦИЯ «ДОН» 


1 января 1943 г. Сталинградский фронт был преобразо- 
ван в Южный, получивший задачу выйти на рубеж Шахты - 
Новочеркасск — Ростов — Батайск и отрезать фашистам пути от- 
ступления с Северного Кавказа. 

Это было важнейшей составляющей начатой Красной Армией стра- 
тегической наступательной операции «Дон», целью которой являлось 
уничтожение главных сил вражеской группы армий «А». 

Судьба окруженной в Сталинграде группировки противника 
была доверена Донскому фронту, приступающему к завершающей 
Сталинградскую битву операции «Кольцо». 

Еще месяц оставался до полной капитуляции попавшего в капкан 
зверя, немцам в «котле» еще предстояло съесть почти 40 тысяч румын- 
ских лошадей. 

2-я гвардейская армия в составе Южного фронта теперь уже по 
обоим берегам Нижнего Дона устремилась на запад с девизом «Даешь 
Ростов!. 

В наступление армия шла, имея уже семь стрелковых дивизий, два 
механизированных, танковый и кавалерийский корпуса. Численность 
армии достигла своего максимума — 120 тысяч человек. Уже в начале 
января ей предстояло отбить у противника налаженный транспортный 
коридор Сальск — Цымлянская — Морозовская с оборудованной пере- 
правой через Дон у станицы Цымлянской’. 

Противник, отступая, отчаянно сопротивлялся, стараясь не допу- 
стить выхода Красной Армии в тыл своей кавказской группе армий 
«А». Страшен был возможный «@го$$-З{аПпетга4» потомкам тевтонских 
рыцарей, от которых давно уже не пахло одеколоном и крепким кофе, 
как это было летом 42-го. 

Левобережные соединения и части 2-й гвардейской армии пресле- 
довали остатки 4-й танковой армии Гота в междуречье Дона и Сала, 
его левого притока, отбивая их попытки пробиться к Дону”. 


* В словах Цымлянская, Цымла нет опечаток. Они стали «мягче», но только при 
письме (Цимлянская, Цимла), в 1949 г., в ходе орфографической реформы в СССР. 


** Отступление от реки Мышковой описано командиром немецкой 17-й танковой 
дивизии генералом Ф. фон Зенгером в его книге «Ни страха, ни надежды», вклю- 
чая период ожесточенных боев (2-10 января 1943г.) на рубежах рек Сал, Малая и 
Большая Куберле - в двадцати километрах от будущего города Волгодонска. 
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«Тридцатьчетверки» идут на Ростов 


На правом берегу Дона 33-я гв. сд в составе опергруппы Крейзера 
от освобожденного Тормосина разворачивалась фронтом на запад, по- 
лучив задачу прорвать оборону противника на рубеже реки Цымла. 

Снова перед дивизией расстилалась бесконечная донская степь. 
Снова предстояли немалые потери -— ведь за этой степью Ростов, воро- 
та Кавказа, и враг так просто эти ворота не отдаст. Но надежда на по- 
беду становилась крепче с каждым километром, пройденным на запад. 

«Теперь мы идем на Ростов, чтобы запереть кавказскую группировку 
немцев в новом котле. Нас торопят. Да мы и сами торопимся, — пишет 
Григорий Чухрай. — Население освобожденных сел встречает нас как 
освободителей. Плачут, крестятся. Наконец! Рассказывают о бесчин- 
ствах немцев. Мы и сами видим следы этих бесчинств и еше больше 
ненавидим фашистов». 

Фашисты отступали и свою злобу вымещали на мирном населении 
и особенно на пленных бойцах Красной Армии. 

В хуторе Чепурин, одном из первых освобожденных дивизией на 
правом берегу Дона, хуторяне рассказали, как по доносу районного 
старосты, бывшего белогвардейского офицера, немцы схватили четырех 
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советских воинов, бежавших из фашистского концлагеря, которых было 
много тогда по обоим берегам Дона. После трехсуточных допросов и 
пыток капитана и трех рядовых бойцов казнили, применив затяжное 
повешение. Их трупы долгое время оставались на виселице для устра- 
шения местного населения. Имена казненных остались неизвестными. 

...ПЛомая вражескую оборону, части дивизии выходили на терри- 
торию Ростовской области еще в канун Нового, 1943 года. На всю 
жизнь осталась в памяти ветерана дивизии Н.П.Тыновского, автора 
книг «По дорогам войны» и «Дорогами войны и мира», новогодняя 
ночь, когда его 91-й гвардейский стрелковый полк попал под пулемет- 
ный огонь противника на окраине станицы Новоцымлянской. 

«Фашисты осветили нас ракетами и открыли беспорядочный огонь. 
Наши головные подразделения залегли. Но вскоре заговорили совет- 
ские минометы, и враг, не ожидавший нашего ночного наступления, с 
боями начал отступать». В этих боях отличился и был награжден орде- 
ном Красной Звезды гв.лейтенант Иван Бекренев, сумевший наладить 
согласованные действия артиллеристов и пулеметчиков со стрелками 
своей роты, заставив противника отступить. Полностью станица была 
освобождена только днем 1 января. 

В сельском клубе немцы оставили приготовленные для встречи Нового 
года столы, украшенные елочными игрушками стены. Шарж на одной из 
стен изображал фрица (так тогда с презрением называли немцев), тащив- 
шего за собой овцу. Подпись на немецком гласила: «Дэр организатор». 
Но на этот раз мародерам пришлось организовывать праздничный стол 
в неласковой зимней степи, продуваемой всеми ветрами. Освобождение 
станицы стоило полку более ста пятидесяти солдатских жизней. 

Хутор Челбин освобождал 88-й гв.стрелковый полк. Батальон, во- 
рвавшийся в хутор 31 декабря 1942 г., с трудом отбивал контратаки 
противника, подтянувшего свежие силы. Выручая залегший под плот- 
ным огнем батальон, командир полка Д.В.Казак сам повел в бой взвод 
автоматчиков. Противник был отброшен. Комполка получил в этой 
атаке пулевое ранение в руку, но полк не оставил. 

84-й гв.стрелковый полк в эти же дни освобождал станицы 
Маркинскую, Терновскую и Хорошевскую. «Хутора Колотовка, 
Челбин, Зацымловский и станица Маркинская’, расположенные поч- 


* Эти хутора и станица Маркинская, затопленные при строительстве Цимлянского 


водохранилища в пойме реки Цимла, были переселены на новые места (х.Челбин, 
например, — на земли станицы Калининской), станица Маркинская - на земли 
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ти без разрывов по руслу реки Цымла, несколько раз переходили 
из рук в руки, — вспоминает житель хутора Челбин А.А.Борисов. — 
Только в ночь на 3 января немцы отступили и полки дивизии двину- 
лись на станицу Цымлянскую». 

Здесь, у крутого изгиба Дона, еще в [Х веке нашей неспокойной эры 
из своей крепости Саркел «держали» переправу хазары, собирая дань 
с караванщиков Великого шелкового пути. Теперь же богатая казачья 
станица Цымлянская почти полгода находилась «под немцем» и обе- 
спечивала ему связь между Сальском и Морозовской. Взяв станицу’, 
немцы за сутки, работая без перерывов, навели капитальную понтонно- 
мостовую переправу через Дон. И сразу же нескончаемым потоком на 
левый берег бодро и уверенно пошли механизированные колонны - на 
Сталинград, не зная еще, что идут они навстречу своей погибели. 

Спокойной жизни оккупанты в станице все это время не знали. С 
21 июля советская авиация усиленно бомбила переправу, потому и не 
было наших самолетов над позициями 33-й дивизии и всей 62-й армии 
в те июльские дни в большой излучине Дона. 

А уж к январю немецкие зенитки у переправы не умолкали ни днем, 
ни ночью -— на окрестных полях и в балках находили обломки десятков 
сбитых советских самолетов. Немцы жили «на чемоданах» — днем на- 
ходились в Цымлянской, а ночью прятали свои машины в различных 
укрытиях, степных балках и исчезали сами. Боялись наступления рус- 
ских войск. В станице хозяйничали румыны. 

...Из далекой Германии фюрер прислал о многом говорящий приказ, 
определяющий тактику отвода группы армий «А»” с Кавказа, в кото- 
ром требовал «...вырвать инициативу у русских на некоторых участ- 
ках маневренными действиями и снова продемонстрировать превос- 
ходство немецкого руководства». Этими «некоторыми участками» были 
рубежи, связанные с переправами через Дон у станиц Цымлянской и 
Константиновской. 


хутора Сметановского). Прах советских воинов, погибших и похороненных в этих 
ушедших под воду населенных пунктах, был перенесен в братские могилы станиц 
Новоцимлянской и той же Калининской... 


* Немцы вошли в Цымлянскую 19 июля 1942 г., разбомбив предварительно ветхий 
понтонный мост через Дон (понтонами служили деревянные бочки-чаны с винзавода) 
и саму станицу («Станица горела, как свеча» - ведь большинство строений ее были 
деревянными - см. приложение «Тяжелый сапог немецкой оккупации над Цымлой»). 


** Этот отвод начался отступлением 1-й немецкой танковой армии 1.01.43 и был след- 
ствием наступления Южного (бывшего Сталинградского) фронта на Сальск-Ростов. 
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Опасаясь сильного сопротивления противника в станице Цымлян- 
ской, командование 2-й гвардейской армии разработало операцию по 
ее освобождению ударами с обоих берегов Дона. Солдатское же ‹«ра- 
дио» причисляло к этой разработке и начальника Генерального штаба 
Красной Армии А.М. Василевского. 

Подстегнутые приказом Гитлера, немцы в станице нервничали, не 
зная, откуда придет основной удар Красной Армии. По правому берегу 
Дона с отбитого у врага рубежа реки Цымла к станице подходили ча- 
сти 33-й гвардейской стрелковой дивизии. 

И в эти же дни 54-я механизированная бригада полковника И.В. 
Студеникина, входившая в состав 6-го мехкорпуса 2-й гвардейской ар- 
мии, получив задачу захвата Цымлянской с левого берега, уже не- 
сколько суток вела бои за хутора Подгорный и Красный Яр (сегодня в 
этом районе расположена Волгодонская АЭС). Не на шутку обеспоко- 
енные близкой канонадой немцы с Чекаловой горы и Каменного спуска 
станицы Цымлянской поддерживали своих за Доном дальнобойными 
орудиями. 

Тревожила их и непонятная стрельба в пойменном лесу за речкой 
Кумшак, у старого донского затона, оттуда уже второй день доноси- 
лись пулеметные очереди, разрывы мин, крики и русский мат. 

Думая, что здесь советские войска и будут форсировать неширокий 
в этом месте Дон, немцы подтянули сюда свою мотопехоту с бронетех- 
никой, развернув их в боевой порядок у Кумшачки. Но с опушки леса 
так никто и не появился, затих и шум боя. 

Пока они сообразили, что попали впросак и «бой» у затона был 
всего лишь отвлекающей инсценировкой, утром 3 января 1943 г. бата- 
льоны 54-й мехбригады от взятого ими левобережного хутора Красный 
Яр атаковали в лоб понтонно-мостовую переправу у Цымлянской. 

Подразделения, охраняющие предмостные укрепления, под нати- 
ском батальонов дрогнули, отошли на правый берег и на глазах у 
атакующих взорвали мост. Наши бойцы вынуждены были по льду, изо- 
дранному разрывами бомб и снарядов, под прицельным артогнем фор- 
сировать Дон. Поддержку батальонам мехбригады оказала артиллерия 
33-й гв. сд, закрепившаяся к тому времени на Цымлянском взгорье. 

«Конечно, досталось пехоте, так как замерзший Дон просматривал- 
ся врагом. Потери были большие...», - вспоминает бывший артилле- 
рист гаубичной батареи 59-го гв.артполка 33-й гвардейской дивизии 
А.Ф.Судаков. 
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Бой за станицу Цымлянскую. 3 января 1943 г. 


Но вот огневые точки фашистов подавлены, пехота преодолела ле- 
дяной рубеж, сумели пройти даже легкие танки. Жаркая схватка на 
берегу решила успех, противник отступил на вторую линию обороны. 

Уличные бои за станицу шли весь день, особенно упорное сопро- 
тивление немцы оказали в центре и у развалин консервного завода, 
но к вечеру 3 января 1943 г. станица Цымлянская’ была освобождена 
полностью 54-й мехбригадой во взаимодействии с подразделениями 
33-й гвардейской стрелковой дивизии. 

В этих боях было уничтожено до трехсот немецких солдат и офи- 
церов, сожжено 15 танков и 12 машин, освобожден лагерь советских 
военнопленных. 

Потери с нашей стороны составили более 150 бойцов, покоящих- 
ся сейчас в братской могиле г.Цимлянска. Роте саперов 91-го полка 
(командир гв.капитан Д.П.Травкин) пришлось немало потрудиться, 


* Сейчас эта станица затоплена водами Цимлянского водохранилища, как и де- 
сятки других населенных пунктов, при строительстве Волго-Донского судоходно- 
го канала. Нынешний город Цимлянск с 1949 года отстраивался на месте станицы 
Кумшатской. 
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обезвреживая мины, которыми были буквально напичканы почти все 
неразрушенные здания станицы. 

..Командирский танк капитана Артема Фалюты’ на улицах 
Цымлянской первым встретил восемнадцатилетний парень из хутора 
Кашыркина Алеша Солод. Он передал танкистам плененного им не- 
мецкого сапера, а через два дня с 33-й гвардейской стрелковой диви- 
зией Алеша ушел на фронт. Разведчиком 88-го гв.полка он прошел от 
Цымлянской до Кенигсберга, став полным кавалером ордена Славы и 
участником двух Парадов Победы на Красной площади в Москве. 

Бронзовый бюст ветерана 33-й гв.сд, цимлянского героя (а именно 
к званию Героя Советского Союза приравниваются три солдатских ор- 
дена Славы), почетного гражданина города Алексея Пудовича Солода”" 
сейчас установлен на аллее Славы в г.Цимлянске (фото на стр. 166). 

...5 января 1943 г. от немецко-фашистских захватчиков был осво- 
божден уже весь Цымлянский район. В его освобождении помимо 
соединений 2-й гвардейской армии принимали участие стрелковые ди- 
визии 5-й ударной армии. Так, ее 315-я стрелковая дивизия освобож- 
дала населенные пункты Богатырёв и Антонов, станицу Чертковскую. 

Итоги боевых действий в начале января 1943 г. подведены в истори- 
ческом формуляре 33-й гв. сд: «В результате ожесточенных боев на реке 
Цымла в течение 1-го и 2-го января 1943 года дивизия наголову разбила 
обороняющиеся здесь части противника. Немцы отчаянно сопротивлялись, 
переходили в контратаки мотопехотой с танками, но все они были успешно 
отбиты с большими для них потерями. С выходом на коммуникации про- 
тивника дивизия вынудила его к быстрому отходу на запад. За 5 дней ди- 
визия с боями прошла 50 километров, освободила 33 населенных пункта, 
уничтожила до 1000 немцев, захватила 30 пленных и богатые трофеи».””" 

..Сопротивление противника по мере его отступления к Ростову 
возрастало. На левобережье Дона отступающая немецкая 4-я танко- 
вая армия, тормозящая выход основных сил 2-й гвардейской армии к 
Ростову, была усилена прибывшей с Северного Кавказа дивизией СС 
«Викинг» и 16-й моторизованной дивизией. Теперь она насчитывала до 


* Бывший командир 2-го мотострелкового батальона 54-й мехбригады, первым 
ворвавшегося в Цымлянскую, преодолев Дон по льду, гв.полковник в отставке 
А.В.Фалюта - почетный гражданин города Цимлянска. 


** А.П. Солод, 1924-2003 гг., украинец. См. приложение «Цимлянский кавалер ордена 
Славы». 


*** ЦАМО, ф.38-й гв. сд, оп.1, д.1, 1.87. 
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150 танков, в их числе была и рота из десяти «Тигров», впервые при- 
бывших на южный фас Восточного фронта. 

До 10 января два советских корпуса (13-й стрелковый и 6-й механи- 
зированный) вели ожесточенные бои с так называемой Кутейниковской 
группировкой врага, оборонявшейся на рубежах степных рек Сал, 
Малая и Большая Куберле — южнее сегодняшнего Волгодонска. Атаки 
на саловские позиции немцев производились и из Сухосоленовского 
леса, расположенного сейчас рядом с промзоной Волгодонска. 

..На правом берегу Дона наши дивизии завязали бои за хутора 
Суворов, Каргальско-Белянский, Вербовый и станицу Богоявленскую 
на оборонительном рубеже противника по реке Кагальник, прикры- 
вающем отход вражеской группы армий «Дон» за Северский Донец’, 
серьезный водный рубеж. 

Началось освобождение Николаевского, а затем и Константиновского 
районов. Бой за хутор Каргальско-Белянский 33-я гвардейская диви- 
зия начала в ночь на 6 января 1943 г. В ходе боя, длящегося целые 
сутки, красноармейцы отразили десять контратак вражеской пехоты, 
поддерживаемой почти тридцатью танками.Два дивизиона 59-го гвар- 
дейского артполка подбили 11 танков и сражались до тех пор, пока не 
вышли из строя все орудия." 

Геройски погибли в этом бою гв.капитан Я.А.Хряковский, ко- 
мандир артдивизиона, командиры артвзводов гв.младшие лейтенан- 
ты В.К. Фадеев и А.П. Угрюмов... Трижды раненый гв.ст.лейтенант 
сотни снарядов, продолжал руководить ходом боя. Старший сержант 
И.С.Каверин выкатил свою пушку вперед на триста метров и прямой 
наводкой, почти в упор, расстрелял три танка... 

В освобожденном хуторе оказались только женщины и малые дети. 
Они и рассказали, что перед боем фашисты собрали всех стариков и под- 
ростков, посадили на танки и вывезли из хутора. В хутор они не вернулись. 

Страшная разгадка не заставила себя ждать — разведка дивизии в 
небольшой лощине западнее хутора нашла двадцать три изувеченных 


* Северский Донец — правый, самый крупный приток Дона. 

** ЦАМО, $.303, оп.4023, д.16, лл.14-16. 

*** И.С.Рейер — прошел с дивизией от Тамбова до Кенигсберга, при штурме которого 
был начальником штаба 59-го гвардейского артиллерийского полка. Его боевые 


награды — ордена Красной Звезды и Красного Знамени, Отечественной войны, 
Александра Невского и орден Ленина. 
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тела — останки расстрелянных и раздавленных гусеницами танков 
людей. 

Только одному парнишке, Петру Чеснокову, удалось избежать рас- 
правы — в пойме реки он, спрыгнув с брони танка, сумел уйти в 
камышовых зарослях от автоматных очередей, выпущенных вслед. 
Пятерых казненных местные жители похоронили на хуторском клад- 
бище. Остальные вместе с 17 командирами и 88 бойцами', погибшими 
при освобождении хутора, были похоронены в братской могиле. 

Ветеран дивизии Д.П.Травкин пишет: «В Отечественную войну мне 
пришлось оборонять или штурмовать знаменитые на всю Россию кур- 
ганы: Мамаев — на Волге, Матвеев и Саур-Могилу — на Миус-фронте, 
Малахов курган под Севастополем. 

Но всю свою жизнь я не мог позабыть безымянный курган в Каргальско- 
Белянском, жестокий бой за этот хутор (который в настоящее время не 
существует) и учиненные фашистами зверства над его жителями». 

Здесь, у ничем не знаменательной речки Кагальник, освобождение 
почти каждого хутора, каждой станицы, часто не раз переходивших из 
рук в руки, доставалось ценой сотен жизней. 

Так, потери 33-й гв. стрелковой дивизии (по свидетельству ее ветера- 
на В.Г.Суховеева) составили: при освобождении хуторов Новая Дерев- 
ня — 102, Гапкина - 249, Савельева — 105, Ермилова — 307 человек. 

Но самые большие безвозвратные потери были у 24-й гвардейской 
стрелковой дивизии, освобождавшей станицу Николаевскую, а затем 
— Богоявленскую, важнейший узел обороны противника на рубеже 
реки Кагальник. 

Эта, уже изрядно поредевшая и недавно перешедшая на правый бе- 
рег Дона, дивизия, потеряв в Николаевской 340, а в Богоявленской еще 
597 своих бойцов и командиров, была отведена на доукомплектацию. 

«..Начались беспрерывные, тяжелые наступательные бои по осво- 
бождению, на которые шли в открытую, напролом, не считаясь с огнем 
противника. Отчего несли огромные потери», - вспоминает ветеран 
дивизии В.Н. Ермолов. 

Выполняя приказ Главкома двигаться вперед и любой ценой за- 
хлопнуть «ворота Кавказа» под носом у немцев, а затем вернуть стране 
Донбасс, чьим углем снабжались тогда промышленные предприятия 


* После войны, уже в семидесятых годах, ветеранам дивизии в архиве Министерства 


обороны СССР удалось установить только имена этих семнадцати павших коман- 
диров и политруков взводов и рот, артдивизионов... 
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Германии, командование фронта торопило армию, армия -— свои корпу- 
са и дивизии... Подгоняла и холодная зима -— за крышу над головой и 
теплый ночлег отчаянно бились и немцы, и русские. 

..Попытка с ходу, на плечах врага, выйти к восточному берегу 
Северского Донца советским войскам не удалось. 

Немцы усилили свою оборону тремя дивизиями (двумя танковыми и 
одной пехотной), снятыми с соседних участков фронта, и наносили на- 
шим соединениям беспрерывные сильные контрудары. Правофланговые 
дивизии 2-й гвардейской армии, вошедшие в состав 1-го гв. стрелко- 
вого корпуса после расформирования опергруппы Крейзера (33-я, 24-я 
гвардейские и 387-я стрелковая), вынуждены были перейти к обороне, 
удерживая рубеж Ермилов-Богоявленская-Кастырочный. 

В эти дни трагически закончил свой боевой путь командир роты 
автоматчиков 84-го стрелкового полка гв.лейтенант Иван Сергеевич 
Лебедев (см.приложение «Герой далекой войны»), совершив свой по- 
следний подвиг, вошедший в историю дивизии как «Ермиловская ночь». 

Вместе со своей ротой, известной нам еще по первым боям передового 
отряда дивизии в станице Чернышевской, И.С.Лебедев в ночь на 8 января 
проник в хутор Ермилов, занятый противником. Действуя только холод- 
ным оружием, бойцы снимали часовых, врывались в хаты, нападали на 
спящих немцев, бесшумно «убирали» тех, кто пытался сопротивляться, 
остальных брали в плен. За эту ночь автоматчики Лебедева уничтожили 
87 немцев. После освобождения Ермилова (а «Ермиловской ночи» для 
этого не хватило, хутор дважды переходил из рук в руки) 84-й стрел- 
ковый полк вел тяжелые бои в районе хутора Лисичкин, где противник 
10-1 января сосредоточил мотополк пехоты и до полусотни танков. 

Здесь 14 января 1943 г. гв.лейтенант Лебедев получил смертельное 
пулевое ранение и скончался по пути в тыловой госпиталь хутора 
Паршикова Цымлянского района, совсем недавно освобожденного ди- 
визией, где и был похоронен в братской могиле. 

При освобождении хутора Лисичкин 84-й стрелковый полк потерял 
еще 196 бойцов, а всего дивизия похоронила у Кагальника около двух 
тысяч человек — почти целый стрелковый полк. Такие потери были 
сравнимы только с потерями в большой излучине Дона. 


жх 


К середине января механизированные передовые части 2-й гвар- 
дейской армии на левобережье Дона форсировали реку Маныч (по- 
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следнюю водную преграду на пути к Ростову) у ее устья и овладели 
важным опорным пунктом противника — станицей Манычской, рас- 
положенной всего в сорока километрах от Ростова. 

Основным же силам отступающей с Кавказа 1-й немецкой танковой 
армии до спасительных донских мостов и переправ оставалось еще 
добрых триста километров. И немногим меньше до тех же переправ — 
значительной части 4-й немецкой танковой армии, сумевшей уйти за 
Маныч в районе Пролетарской после жестоких боев под Кутейниково 
и Зимовниками. 

Сложившаяся ситуация требовала от советского командования 
немедленного наступления на Ростов с плацдарма, захваченного у 
станицы Манычской. Однако противнику, отчетливо осознающему 
опасность назревшей угрозы, удалось здесь, на направлении главного 
удара 2-й гвардейской армии, изменить соотношение сил в свою пользу 
и сорвать это наступление. 

«@го$$-З{аНпота@» у Нижнего Дона, к сожалению, не состоялся. 
Обе немецкие танковые армии с большими потерями, но сумели выйти 
из грозящего им «мешка» через Ростов, за исключением всего двух 
дивизий, вынужденных отойти на Таманский полуостров. Сказался 
недостаточный еще опыт нашего командования в планировании и ор- 
ганизации наступательных операций, сбои в снабжении. 

Немцы же и отступали планово, от рубежа к рубежу (Куберле-Маныч, 
Цымла-Кагальник-Северский Донец), чаще всего — на автомашинах, ис- 
пользуя сэкономленное на марше время для оборудования обороны. 

В наших частях на машинах и повозках подвозили лишь боепри- 
пасы, продукты и вывозили раненых. А к станице Манычской от реки 
Мышковой четыреста километров пехота пешком прошла меньше чем 
за месяц с непрерывными боями по заснеженной донской степи. 

...1-Й гвардейский стрелковый корпус, продолжая боевые действия 
на правом берегу Дона, получил от командования задачу выйти на 
рубеж нижнего течения Северского Донца и затем овладеть городом 
Новочеркасск. 

Наступление корпуса началось успешно. 18 января 1943 г. 24-я гв.сд 
с помощью соседней 387-й стрелковой дивизии освободила станицу 
Константиновскую, которая была последним опорным пунктом врага 
на подступах к Донцу. На следующий день части 33-й гв. стрелковой 
дивизии выбили противника из хуторов Таловский, Верхний и Нижний 
Журавские, Авилов, Хрящевский и вышли к реке Северский Донец. 
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25 января полки дивизии форсировали Донец и овладели станицей 
Нижне-Кундрюченской и хутором Бугровским. В боях за эту стани- 
цу, расположенную на скалистых берегах речки Кундрючьей и окру- 
женную живописными лесами, отличилась снайперская группа 91-го 
гв.сп, уничтожившая до 150 немцев. Ее командир гв.лейтенант Павел 
Александрович Кадочников, лично обезвредивший почти 20 гитлеров- 
цев (в том числе расчеты полевого орудия и станкового пулемета) за 
проявленную доблесть был награжден орденом Красной Звезды. 

Замполит стрелковой роты гв.лейтенант П.3З.Дюков, возглавив 
атаку роты, первым ворвался в станицу, в рукопашном бою уни- 
чтожив 15 фашистов. Умело действовал командир минометной роты 
этого же полка гв. мл. лейтенант И.Н.Шаламов, в недавних боях 
за хутор Лисичкин лично уничтоживший из миномета 25 гитлеров- 
цев. Исключительное мужество показал и гв. мл. лейтенант Сергей 
Егорович Филипповский, со взводом бойцов попавший в окружение на 
улицах станицы, но сумевший вынудить врага к отступлению. Эти бои 
достоверно описывает их участник, ветеран 91-го гв.сп Н.П./Тыновский 
в своей книге «По дорогам войны». 
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..Сразу наступать на Новочеркасск в составе 1-го стрелкового корпу- 
са дивизии не пришлось. События на направлении главного удара армии 
развивались далеко не так динамично, как на правом берегу Дона. 

Основные подвижные силы армии, объединенные к тому време- 
ни в механизированную группу «Дон», на рубеже Манычская-Усьман 
встретили упорное противодействие врага, имевшего задачу не допу- 
стить продвижения советских войск на Батайск, к Ростову. 

Выполнение этой задачи ему облегчало преимущество в авиации и 
бронетехнике: если 2-я гвардейская армия к середине января имела 90 
исправных танков, то у немцев только на участке Манычская-Веселый 
их было более 150 — немецкое командование беспрерывно пополняло 
их численность из состава отступающей 1-Й танковой армии и своей 
правобережной группы армий «Дон». 

Излучина Дона в районе впадения в него реки Маныч стала местом 
тяжелейших боев. Станица Манычская неоднократно переходила из рук 


* Механизированная группа «Дон» под командованием генерал-лейтенанта 


П.А.Ротмистрова объединяла 3-й гвардейский танковый, 2-й и 5-й гвардейские 
механизированные корпуса и 98-ю стрелковую дивизию. 
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в руки. «Каждую ночь пехота прорывалась в станицу и выбивала фаши- 
стов, — вспоминает местный старожил М.М.Сафонов. — Но по утрам нем- 
цы бросали в атаку танки, били с запада из тяжелой артиллерии. Роты 
и батальоны оказывались в огненном «мешке», захлебывались кровью и 
гибли. Наши танки не могли добраться сюда по льду Дона и Маныча». 

Ожесточенные бои длились здесь более недели и в итоге 25 января 
1943 г. наши войска отошли за реку Маныч, оставив на южном берегу 
реки плацдарм, взятый ими еще 14 января. 

Командование армии принимает решение перебросить к Манычской 
33-ю гвардейскую стрелковую дивизию. Сдав свои рубежи на Северском 
Донце частям 5-й ударной армии, дивизия пешим маршем отправляет- 
ся на новые позиции. Трехдневный марш проходил в нелегких погод- 
ных условиях. Днем холодные дожди основательно промачивали сол- 
датское обмундирование, а ночью морозы превращали его в ледяной 
панцирь. Только в Константиновской, а затем в Семикаракорской, уже 
на левом берегу Дона, удалось подсушить одежду и слегка отогреться. 

Перед Манычем, в хуторе Краснодонском, начались непрерывные 
артобстрелы, бои с арьергардными’ отрядами противника. Здесь, в 
Краснодонском, получил свое уже третье ранение командир роты связи 
гв.ст.лейтенант Г.НЧухрай и в дивизию после лечения уже не вернулся. 

...Дивизия заняла свои боевые позиции перед станицей Манычская, 
окопавшись в глубоком снегу, 28 января 1943 г. О боях полков дивизии 
в устье Маныча подробно рассказывается на страницах книги генерал- 
лейтенанта В.М.Домникова «В наступлении гвардия» (см.приложение 
«Манычский рубеж», стр. 122). 

Манычскую освободили к исходу 2 февраля 1943 г. — в день окон- 
чания Сталинградской битвы. В подвале станичной церкви бойцы наш- 
ли останки почти тридцати раненых красноармейцев и двух медсестер. 
По свидетельству М.М.Сафонова, тогдашнего подростка, гитлеровцы, 
обнаружив в подвале храма госпиталь, подтащили к нему орудие и, 
наклонив ствол, выпустили снаряд в подвальное окно... 

В боях по освобождению Манычской дивизия потеряла 210, а в со- 
седней с нею станице Самодуровке — еще 109 человек. Здесь же погиб 
начальник оперативного отдела штаба дивизии С.И.Гладков, временно 
командовавший тогда 84-м стрелковым полком. А всего в зловещем 
треугольнике между Багаевской, Манычской и хутором Арпачин по 


* Арьергард — часть войск, находящаяся позади главных сил. 
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самым приблизительным подсчетам погибло не менее 17 тысяч наших 
солдат и офицеров. 

Сейчас молодежные поисковые отряды каждый год отыскивают 
здесь все новые и новые захоронения советских воинов. До сих пор 
находят в мутных водах Маныча затонувшие в ту зиму танки. 

..После освобождения Манычской стрелковые соединения армии 
уже на южном, ростовском берегу Маныча взяли еще несколько на- 
селенных пунктов, однако для прорыва в Ростов сил у них не оста- 
валось, тем более, что 3 февраля в резерв для пополнения боевой 
техникой и личным составом были выведены 3-й гв.танковый и 5-Й 
гв.механизированный корпуса. И все же ожесточенные бои на реке 
Маныч заметно ослабили сопротивление противника в полосе насту- 
пления соседних слева 28-й и 51-й армий Южного фронта. 

7 февраля 28-я армия освободила Батайск, части 51-й армии вышли 
к станице Аксайской, расположенной на дороге Ростов-Новочеркасск. 

Вновь назначенный командующий Южным фронтом генерал- 
лейтенант Р.Я. Малиновский этим армиям дает приказ на взя- 
тие Ростова, а бывшую свою 2-ю гвардейскую перенацеливает на 
Новочеркасск. 

33-я гвардейская стрелковая дивизия с 4 по 6 февраля освобож- 
дает хутора Арпачин и Алитуб, во взаимодействии с 387-й стрел- 
ковой дивизией — станицу Старочеркасскую и Красный Ловец. В 
Старочеркасской, бой за которую длился несколько дней, спасает от 
взрыва и разрушения Воскресенский православный собор, в котором 
укрывались до пятисот мирных жителей — женщин, детей и стари- 
ков. 

На подступах к Новочеркасску у реки Аксай противник, исполь- 
зуя высокий обрывистый берег и проходящую по этому берегу же- 
лезную дорогу, несколько дней сдерживает наступление дивизии. 
Разбитые эшелоны, сброшенные с путей вагоны он приспособил 
для обороны, забаррикадировав свои пулеметные и артиллерийские 
гнезда еще и мешками с песком. В памяти ст.сержанта А. Курченко 
остались трое суток на льду в камышах в какой-то замерзшей из- 
лучине Аксая. Выдержали и это — пришедшее в части сообщение 
о нашей победе под Сталинградом грело кровь получше фронтовых 
ста граммов. 

...Но вот на помощь прибыла реактивная артиллерия — батарея «ка- 
тюш», и 11 февраля железнодорожная линия Ростов-Новочеркасск ока- 
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ПРОНЕТАРНИ ВСК СТАН, боВликйа ев! Наши войска заняли 


города Ростов на-Дону, 

Ворошиловграя, Жраскый 

РЕВ Сулин, Новочеркасск, Ли- 

хая, Зверево, Ноевошах- 

ростове код Вы Альт тинск, Золочев. Слава 


у ся 
и ГосоровО ОАИ АРОИА ТРЦ Красной Армии! Слара 


№ 26 (6388) 15 чеке 1845 г. родному СТАЛИНУ! 
ть три 
РОСТОВ. Н, АШ! тоя детт Ро ИЕЕ” В_ ПОСЛЕДНИЙ ЧАС 
Славнов красное Звам® снова Наши войска заняли города 


рает на ившии лебиным, ох НОВОЧЕРНАССН, ЛИХАЯ, ЗВЕРЕВО, 
фашистский сапог ве будет топ- НОВОШАХТИНСН, ЗОЛОЧЕВ 


мб нк т 1, 13 февраля наши войска, в результате решитель- 
они — же ее НОЙ атаки, окладелн городом Новочернасск, Первыми вор- 
ть ‘есь к ето зелись в город части гснерал-маЙоре тов. Узрежно В. И. 
тел Кресноя огл тен и полковника тов- ие Ф. из соединения генерая- 
ох сиафовскоз нь майора тов. Чаичибадае Г. 

Саз ры све 2. Войска пы тов, Шлемняа И, Т., про. 
литий а об “| дояжая развивать изступление, овладели городом и круп- 
мего баны реал | ным ж. й, узлом Ликан, городом и ж. д. станцией Звереве, 

чо А еро*- Наши войска замяли тоже город Новешахтиием. 
о ие кхонеяок дан $. На Украине, машн войске, в результате упорного 


ского веерья Очи расстреляли 
АЕ АВ и боя, овладели городом и м, д. станцией Золоче». 


залась в наших руках. В этот же день части дивизии освободили хуто- 
ра Большой Лог, потеряв в бою за него 57 бойцов, Большой Мишкин 
— тут дивизия оставила уже 125 человек. Прорваться в Новочеркасск 
с ходу не получилось... 

12 февраля командование дивизии сформировало штурмовой отряд 
в составе батареи своего 31-го гвардейского противотанкового дивизио- 
на, четырех пулеметных расчетов, отделения автоматчиков под общим 
командованием заместителя командира дивизиона гв.ст.лейтенанта 
А.Н.Крылова, до войны жившего в Новочеркасске и хорошо знающего 
город. Крылов рассчитывал найти проходы в обороне противника, что- 
бы избежать потерь, неизбежных при лобовых атаках. 

В рейд отряд двинулся в ночь на 13 февраля и после нескольких 
неудачных попыток прорвался в город в районе Кривянского переезда. 
Вслед за ним в южную часть города вступили части дивизии. 

Газета «Молот», выпущенная в только что освобожденном Ростове', уже 
15 февраля 1943 г. в рубрике «В последний час» сообщила, повторяя опе- 


* Город Ростов-на-Дону был окончательно освобожден от немецко-фашистских 
захватчиков 14 февраля 1943г. 
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ративную сводку Совинформбюро: «13 февраля наши войска в результате 
решительной атаки овладели городом Новочеркасск. Первыми ворвались в 
город части генерал-майора Утвенко А.И. и полковника Серегина И.Ф...» 

Больших разрушений при освобождении Новочеркасска, столи- 
цы донского казачества, удалось избежать. Советские артиллери- 
сты получили приказ при любых обстоятельствах не стрелять по 
Воскресенскому кафедральному собору, своими куполами возвышаю- 
щемуся над городом. И хотя все крупные здания и архитектурные 
памятники в городе были заминированы немцами, нашим войскам 
удалось обезвредить команды взрывников и поджигателей, всего 29 
человек, вспоминал ст.сержант Курченко. 

В городе горели только несколько зданий — мастерские Военведа, 
госпиталь и дом Красной Армии, в сквере у которого стоял обезглав- 
ленный и изрешеченный пулями памятник Сталину. Новочеркасск был 
спасен от уничтожения, в отличие от Ростова, большинство зданий ко- 
торого превратилось в руины. Среди захваченных под Новочеркасском 
трофеев один бронепоезд, несколько паровозов, 200 грузовых вагонов, 
50 тысяч артиллерийских снарядов... 

..В Новочеркасске к разведчикам 91-го полка пристал четырнад- 
цатилетний житель этого города Петр Сахно. Начальнику полковой 
разведки ст.лейтенанту Щевьёву В.Ф. на вопрос, откуда и зачем он 
пришел, паренек ответил: «Я здешний, сирота. Примите меня в свою 
часть, хочу бить фашистов. Буду ходить в разведку. Я толковый и сме- 
лый». Сын полка, разведчик Петр Сахно прошел с дивизией от родного 
Новочеркасска до прусского Кёнигсберга семь тысяч километров и до- 
казал свою смелость — среди его боевых наград есть и орден Славы. 


* Полковник Серегин И.Ф. — командир 98-й стрелковой дивизии, вновь вошедшей 
наряду с 33-й и 24-й гвардейскими дивизиями в состав 1-го гвардейского стрелко- 
вого корпуса. Командир корпуса - генерал-майор И.И. Миссан. 
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В.П. Шубина, старожил ст.Цимлянской, 
бывший командир отделения 
Цымлянского истребительного батальона 


Тяжелый сапог немецкой оккупации над Цымлой 


Тем памятным летом 1942 г. мощная механизированная армия вер- 
махта обрушила оборону наших Южного и Юго-Западного фронтов и 
частью сил стремительно покатилась к станице Цымлянской, чтобы 
там переправиться через Дон и уже без особых препятствий прорвать- 
ся к Сталинграду. Советские войска несли большие потери. 

16 июля немецкие бомбардировщики с аэродрома в Морозовской раз- 
бомбили переправу в Цымлянской и почти целиком сожгли станицу — она 
горела одной большой свечой. Три дня подряд фашистские стервятники 
кружили над Цымлой, расстреливая все живое. Бомбежкой были разру- 
шены школа, консервный и винный заводы, электростанция и нефтебаза. 

19 июля в станицу вошла армада танков с белыми крестами, часть 
из них по Крутому спуску спустилась с горы к Дону. Танкисты купа- 
лись, обливали танки водами Тихого Дона. 

Уже с первых минут у фашистов проявился охотничий азарт: они 
стали отстреливать уток, гусей, кур. Стреляли даже в кошек и собак. 
Колхозный скот в основном успели отправить через Дон в калмыцкие 
степи, а вот частные буренки сразу попали под прицел ненасытных 
«охотников». Отлавливали их в степи и на улицах, уводили со дворов 
и базов, не внемля мольбам женщин и детей. Свиней и овец забивали 
прямо в хозяйских базах, волоком буксировали к своим походным кух- 
ням, чтобы не замарать свои машины. 

По домам и дворам начались обыски в поисках партизан, которых 
почему-то больше искали в буфетах, сундуках и шкатулках. Что на- 
ходили ценного — забирали. 

Нужно сказать, что в отношении к коренному казачьему населе- 
нию фашисты часто проводили лояльную политику. Принадлежность 
к этой категории населения подтверждалась круглой печатью в па- 
спорте с лаконичным определением — «казак» (независимо от пола 
обладателя паспорта). Таких казаков не грабили, напротив, разрешали 
укрывать на зиму свои виноградники, обещая в будущем передать их 
в собственность. 
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Иногда даже оделяли скотом из остатков колхозного стада. Цель 
такой политики была очевидна и не скрывалась — это мобилизация 
казаков, имеющих обиды на советскую власть, в армию белоказачьего 
генерала Краснова, вновь появившегося на Дону. Его штаб находился 
не так уж и далеко от Цымлянской -— в Новочеркасске, там же, где и 
штаб генерала Манштейна. 

...И все же обычным явлением были факты насилия, подневольного 
труда, издевательств над мирным населением района, принудительной 
мобилизации молодежи на работу в Германию. Это не говоря уже о 
нескрываемом моральном превосходстве над «руссише швайн». 

Начались аресты. Было расстреляно более 20 человек, среди них — 
зав. райОНО Урядников, зав. райФО Жеребятьев... Затем арестовали 
бухгалтера консервного завода П.И.Беляк, его жену, дочь семи лет 
и трехлетнего сына — за укрывательство еврейской девушки — вра- 
ча Берты Амберж, беженки из Днепропетровска, 68-летнего ры- 
бака П.П.Журавлева, колхозников П.П/Туголукова, Ф.К.Леухова, 
Е.И.Дымкова, Т.П.Кольцову и еще многих других. 

Только в апреле 1943 г. трупы этих людей были обнаружены в 
братской могиле в лесополосе у Чекаловой горы. Всего 42 человека. 
Все трупы были ужасно обезображены — выколоты глаза, разбиты 
черепа, отрезаны груди, вывернуты руки, ноги, а десять трупов были 
изуродованы до неузнаваемости. Здесь же были найдены и трупы двух 
бойцов Романовского истребительного батальона — Яши Голоднева и 
Виктора Кузнецова. Сейчас на памятнике в станице Хорошевской вы- 
сечены имена всех мирных жителей, казненных оккупантами. 

В станице Маркинской, расположенной тогда на реке Цымла, по- 
павшие летом 1942 г. в плен 27 красноармейцев находились во вре- 
менном лагере для военнопленных на территории станичной МТС 
(машинно-тракторная станция), а в декабре 1942 года все они вдруг 
внезапно исчезли. И только после освобождения района обнаружи- 
лась за станицей страшная находка. По остаткам обгоревшей одежды, 
по компасу на сгоревшей кисти руки было установлено, что это исчез- 
нувшие красноармейцы. 

Перед отступлением немцы вывезли их в поле, согнали в кучу и, 
облив бензином, подожгли. Это стало понятно по расположению обна- 
руженных останков. 

У станицы Хорошевской, в займище в местечке «Бударки» немцы 
соорудили большой лагерь для военнопленных, куда в конце лета не- 
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большими партиями, а то и целыми колоннами пригоняли военноплен- 
ных с левого берега Дона — из-под Сталинграда. Лагерь представлял 
собой большую территорию под открытым небом, огороженную колю- 
чей проволокой и плетнями. 

Какое-то сооружение из плетней и обгоревших досок напоминало 
бараки, в которых и около которых ютились десятки сотен военно- 
пленных. Их регулярно увозили немцы на какие-то работы. В этой 
страшной тесноте под палящим солнцем и в пыли содержались и сот- 
ни мирных жителей, арестованных в ближних хуторах и станицах. От 
голода и болезней умирало много пленных — после изгнания фаши- 
стов насчитали 50 могил по сто человек в каждой. 

..Охрана лагеря была грубая, жестокая и обязательно с собаками — 
овчарками. Подойти к лагерю было почти невозможно, но женщины 
и дети-подростки умудрялись через плетень перебрасывать вареную 
кукурузу, картошку, свеклу... 

По утрам на рассвете за лагерем были слышны крики, стоны, 
стрельба. Это палачи расстреливали евреев, коммунистов, команди- 
ров, комсомольцев — и тут же их закапывали. Таких могил было еще 
пять, также по сто человек навалом в каждой. 

Но многим удавалось бежать. В соседних хуторах — Ионове, 
Кашыркине, Карнауховском, Среднем, Хорошевской и других — жите- 
ли никогда на ночь не закрывали калиток, держали раскрытыми двери 
сараев и хлевов — на случай, если кто сбежит, чтобы мог укрыться. Да 
и за бутылку самогона и продукты можно было выменять у охранников 
больного или ослабленного военнопленного и спасти его от смерти. 

Сбежавших или выменянных подкармливали и отправляли за ли- 
нию фронта, а многие здесь и дожили до освобождения. 

..Избежал судьбы Романовского подполья, расстрелянного карате- 
лями, наш цымлянский истребительный батальон, созданный еще до 
прихода немцев — в станице не нашлось предателя. Более того, назна- 
ченный казачьим атаманом бывший директор нашей школы Василий 
Федорович Минаев через своего сына Пашку часто предупреждал нас, 
своих вчерашних учеников, о грозящей опасности. Но об «Ястребках» 
нашего батальона — другой рассказ. 
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3.Г. Бурмистрова 


Герой далекой войны — гв.старший лейтенант 
И.С. Лебедев 


О мужестве этого советского офицера, уже имеющего за спиной бои 
с басмачами в Средней Азии, замечательно пишет его однополчанин, 
бывший сержант 84-го стрелкового полка 33-й гв.сд Сурен Мирзоян, 
после войны ставший писателем-историком. 

В его книгах «Сталинградское зарево» и «Сталинградцы — творцы 
Победы» рота автоматчиков Ивана Сергеевича Лебедева всегда уча- 
ствует в самых сложных и самых опасных операциях. 

Еще в самом начале боевого пути полка, тогда еще 5-й воздушно- 
десантной бригады, на Таманском полуострове бойцы младшего лей- 
тенанта Лебедева успешно ликвидируют вражеский десант у города 
Темрюка. 

И уже в первых боях Сталинградской битвы, в станице Чернышевской 
отличилась рота Лебедева в авангардном ударном отряде дивизии, воз- 
главляемом гв. майором М.С.Спицыным. 

Первый свой орден боевого Красного Знамени и звание гвардии 
лейтенанта получил Иван Сергеевич за отвагу в этих боях, в которых 
погиб почти весь передовой отряд дивизии. 

О жестоких сражениях в большой излучине Дона и в междуречье 
Дона и Волги рассказывал Лебедев на митинге в Трегуляевских лагерях. 

Конец декабря 1942-го... Одной из первых рота Лебедева форсиро- 
вала Дон у станицы Верхне-Курмоярской, захватив плацдарм и обе- 
спечив переправу своего полка на правый берег реки. 

В январе 1943 г. снова жестокие бои на рубеже реки Кагальник, 
в районе хуторов Гапкин — Савельев — колхоз им.Калинина -— 
Кондаковский. «Ермиловская ночь» гвардии старшего лейтенанта 
Лебедева (стр. 110). 

ГН. Чухрай в своей книге «Моя война» так коротко писал о 
Лебедеве: «Лебедев воевал бесстрашно, но осмысленно. Он не лез на 
рожон, умел выжидать благоприятный момент, воевал красиво и сме- 
ло. К сожалению, после войны я потерял его из вида...» 

Но при всем желании не мог бы его найти Григорий Наумович. 
Лебедев погиб на донской земле в том холодном январе 1943 г. 
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Воткак описывает в 2008 г. газета «Донские огни» Константиновского 
района Ростовской области это трагическое событие. 

Оказывается, знал Иван Лебедев, что в хуторе Ермилове живет его 
знакомая Серафима Гончарова. Познакомился с нею он, донбасский 
шахтер, перед войной на донской шахте «Пролетарская». И после осво- 
бождения хутора Ермилова нашел в нем свою Серафиму и все семь 
дней, пока дивизия была в обороне на этом рубеже, встречался с нею. 

14 января 1943 г. от ее двора он отправился со своими бойцами к 
хутору Лисичкину, где противник сосредоточил мотополк пехоты и до 
полусотни танков. 

Там, в боях за хутор, и был ранен разрывной пулей в живот Иван 
Лебедев. Из прифронтового ермиловского госпиталя, где ничем не мог- 
ли помочь раненому, его отправили в большой тыловой госпиталь в 
хутор Паршиков Цымлянского района, совсем недавно освобожденный 
дивизией. В дороге Лебедев умер и был похоронен в братской могиле 
хутора Паршикова... 

А у Серафимы Гончаровой в военном 1943 году родился сын — 
Николай Иванович Лебедев, очень похожий на своего отца, по словам 
ветерана дивизии Д.П. Травкина. И сейчас живут на донской земле 
внук, внучка и двое правнуков легендарного героя ушедшей войны. 
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В.М. Домников” 


Манычский рубеж 


Излучина Дона в районе впадения в него реки Маныч стала местом 
тяжелейших боев. 

«В конце января — начале февраля (1943 г.) наиболее активно 
действовала 33-я гвардейская стрелковая дивизия в районе станиц 
Манычская и Самодуровка”. Противник превратил Манычскую в мощ- 
ный опорный пункт, для обороны которого выделил моторизованный 
полк 16-й мотодивизии, 20 танков и 2 артбатареи. 

Манычскую освобождал 91-й гвардейский стрелковый полк, а 88-Й 
полк — Самодуровку. Во втором эшелоне находился 84-й полк. На рас- 
свете 29 января 91-й полк атаковал Манычскую, но под сильным огнем 
противника его подразделения залегли, а затем отошли в исходное по- 
ложение. Повторная атака также оказалась безуспешной. Стало ясно, 
что без подавления огневых средств противника стрелковые подраз- 
деления не смогут продвинуться вперед и взять станицу. Недостаток 
же боеприпасов не позволял эффективно поддержать наступление. 
Без должной поддержки артиллеристов атаковал Самодуровку и 88-Й 
полк. Его батальоны ворвались в село, но противник, подтянув до- 
полнительно танки и мотопехоту, после двух яростных контратак при 
поддержке самолетов вытеснил наши подразделения из Самодуровки. 

В течение 30 и 31 января обе стороны готовились к новым ак- 
тивным действиям. Днем 30 января противник подверг ожесточенной 
бомбардировке и артиллерийскому обстрелу боевые порядки 33-й 
гвардейской стрелковой дивизии. Особенно сильно пострадал 84-й 
полк, переходивший с левого на правый фланг дивизии. Предпринятая 
91-м и 84-м полками в ночь на 1 февраля атака не дала результатов. 
Батальоны, освещенные ракетами, под сильным вражеским огнем за- 
легли, а затем отошли в исходное положение. 

Днем | февраля после необходимой подготовки, под прикрытием 
огня артиллерии полки дивизии снова атаковали неприятеля на под- 


* Гвардии полковник В.М.Домников - с мая 1944г. начальник политотдела 33-й 
гв.сд, в послевоенные годы генерал-лейтенант Домников-начальник Управления ка- 
дров Генерального штаба Советской Армии, председатель Совета ветеранов 2-й 
гвардейской армии. 


** Сейчас это поселок Первомайский Ростовской области. 
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ступах к Манычской. Одному батальону 88-го полка удалось ворваться 
на окраину станицы. На помощь своему гарнизону неприятель начал 
подтягивать подкрепление. Из Самодуровки двинулись восемь танков 
и пять автомашин с пехотой, но, наскочив на минное поле, понесли 
чувствительные потери и отошли. Подходившая колонна мотопехоты 
также была рассеяна огнем нашей артиллерии. 

К исходу дня командир дивизии генерал-майор А.И. Утвенко по ука- 
занию командира корпуса” организовал наступление на Манычскую с 
трех сторон. Для атаки станицы с запада через Дон выделялся 84-й 
полк, с севера — 91-й полк, а с востока — 88-й. Перейдя в атаку, под- 
разделения дивизии вечером ворвались в станицу. Развернулись оже- 
сточенные бои на улицах и в уцелевших домах. Попытки противника 
подтянуть подкрепления были сорваны нашими саперами, заминиро- 
вавшими дороги к станице с юга. Всю ночь и день 2 февраля шли бои. 
Лишь к исходу дня гвардейцы полностью очистили станицу от врага. 
В этот же день 88-й полк занял Самодуровку». 

Награды Родины за героизм, проявленный в боях у Маныча, по- 
лучила большая группа воинов дивизии. Командир 91-го гвардейского 
стрелкового полка гв. майор А.Д.Епанчин за освобождение станицы 
Манычской был награжден орденом Александра Невского — за умелое 
командование, обеспечившее успешные действия части. 


«В наступлении гвардия», Москва, Воениздат, 1971 г. 


* Командир 1-го гвардейского стрелкового корпуса генерал-майор И.И. Миссам. 


123 


124 


ГЛАВА УП. «МИУС-ФРОНТЬ», 1943 Г. 


После освобождения Новочеркасска 33-я гвардейская стрелковая 
дивизия начала преследование вражеских частей, отступающих те- 
перь по всему фронту армии на запад. На плечах у противника ди- 
визия, потеряв в боях на этом пути более двухсот человек, прошла 
Большие Салы, Генеральское, Петровку, Советку, Политотдельское и 
утром 17 февраля 1943 г. вышла к Матвееву Кургану, железнодорож- 
ной станции и узлу автодорог у реки Миус”. 

Это еще один вошедший в историю символический русский курган, 
для жителей Дона не менее значимый, чем знаменитый волгоград- 
ский Мамаев. Среди наших огромных потерь в трех попытках прорыва 
«Миус-фронта» в 1943 г., в которых участвовала и 33-я гвардейская ди- 
визия, немалая часть приходится на уроженцев Дона, мобилизованных 
военкоматами или пришедших в ряды Красной Армии добровольно из 
только что освобожденных районов Ростовской области. 

«Миусская земля... Многие советские воины — русские и украин- 
цы, армяне и узбеки, белорусы и грузины -— отдали здесь жизни в же- 
стоких боях. Лишь в Матвеево-Курганском районе памятники воздвиг- 
нуты на семидесяти братских могилах, в которых захоронено более 25 
тысяч советских воинов... И когда тебе, дорогой читатель, доведется 
побывать в этих легендарных местах, поклонись подвигу павших и 
оставшихся в живых героев Миуса» - писал в 1971 г. в своем очерке 
«Миусские рубежи» А.Ф.Корольченко. 

Время уточняет цифры этих потерь и масштабы битвы в Приазовье. 
Сегодня только по официальным данным количество павших в 
Матвеево-Курганском районе, зоне сплошных кровопролитных боев, 
составляет около 30 тысяч человек. 

А масштабы подвига говорят о том, что Матвеев Курган, в годы 
войны главный советский плацдарм на Миусе, заслуживает почетного 
звания «Город воинской славы» в не меньшей степени, чем отдельные 
города, уже удостоенные этого звания.” 


* Миус - река, протекающая на территории Луганской и Донецкой (Украина), 
а также Ростовской областей. Берет начало на Донецком кряже, впадает в 
Таганрогский залив Азовского моря. 


** Об ожесточенных сражениях на западе Ростовской области (нынешние 
Неклиновский, Матвеево-Курганский и Куйбышевский районы) рассказывает книга 
«Миус-фронт в Великой Отечественной войне. 1941-1942гг., 1943г.» (Г.Матишов, 
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..Сама по себе река Миус не представляла серьезной преграды 
ни своей шириной, ни глубиной. Но ее правый, западный берег, из- 
резанный бесчисленными балками и оврагами, был очень удобен для 
укрытия военной техники и войск. Там же, где этот берег был крут 
и обрывист, он представлял собой почти неприступную гряду высот. 

Занятое фашистскими войсками правобережье Миуса уже послу- 
жило вермахту отличным плацдармом для наступления на Ростов в 
ноябре 1941 г., а летом 1942 г. - для наступления немецких армий на 
Кавказ. 

Теперь же, в 1943 г., немцы рассчитывали здесь, на подготовлен- 
ном мощном оборонительном рубеже, претенциозно названном ими 
«Миус-фронтом», остановить наступление советских войск, начатое 
под Сталинградом. 

Гитлер заявил, что по Миусу проходит «новая государственная 
граница Германии — нерушимая и неприкосновенная». Она должна 
была отгородить угольный Донбасс от Советского Союза и навсегда 
закрепить его за Германией. Кроме того, эта «граница» прикрывала и 
оккупированный фашистами Крым. 

..Пояс многослойной немецкой обороны протянулся по крутому 
западному берегу Миуса больше чем на 100 километров с юга на 
север от Таганрогского залива до украинского поселка Красный Луч 
и до 50 километров в глубину - с востока на запад: противотанковые 
рвы, ходы сообщения, многочисленные оборонительные сооружения, 
монолитные бетонные пулеметные гнезда, проволочные заграждения 
и минные поля. 

Немцы отлично понимали, что если они не удержат здесь своих 
позиций, им вновь придется отступать по степным просторам, теперь 
уже до самого Днепра. 

Миусский рубеж обороняла армейская группа генерала пехоты 
К.Холлидта, понесшая большие потери еще в ходе операции «Малый 
Сатурн» на Среднем Дону (см. главу пятую «Горячий снег»). Для уси- 
ления этой группы немецкое командование в спешном порядке пере- 
брасывало новые соединения, формируемые из остатков своих раз- 


В.Афанасенко, Е.Кринко), вышедшая в издательстве Южного научного центра 
РАН (г.Ростов-на-Дону, 2010г.). Книга основана на вновь открытых документах 
и фактах, результатах многолетних полевых исследований. 

В этой главе с разрешения В.И.Афанасенко использованы материалы книги и кар- 
ты сражений на «Миус-фронте» в 1943 г. 
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битых частей, присваивая им номера дивизий, уничтоженных под 
Сталинградом. В марте 1943 г. и сама группа Холлидта была переиме- 
нована в 6-ю армию «мстителей». 

Здесь же, на Миусе, кроме прочих, оказались и соединения 1-Й 
танковой армии, вышедшей через Ростов с Кавказа. Всей этой новой 
немецкой группой армий «Юг», собравшей под свое крыло до 30 ди- 
визий, командовал генерал-фельдмаршал Манштейн, «крестник» 2-й 
гвардейской армии. «Крещение», как мы помним, состоялось в декабре 
1942 г. на реке Мышкова, под Сталинградом. 

..Войска армий Южного фронта в середине февраля выходили на 
восточный берег Миуса, но прорвать оборону противника и форсиро- 
вать Миус с ходу удалось только 4-му гвардейскому механизирован- 
ному корпусу, носящему почетное наименование Сталинградского. 

В конце июля 1942 г. этот корпус, тогда 13-й танковый (командир 
корпуса генерал-майор Т.И. Танасчишин), привел в окруженную группи- 
ровку Журавлева в большой излучине Дона целую колонну автомашин с 
боеприпасами и топливом и помог этой опергруппе, в которой были и два 
полка нашей 33-й гвардейской стрелковой дивизии, выйти из окружения. 

Теперь же гвардейский мехкорпус в ночь на 17 февраля 1943 г. у 
Матвеева Кургана форсировал Миус и углубился в оборону против- 
ника почти на тридцать километров, овладел его важным опорным 
пунктом — селом Анастасиевкой, разгромив при этом штаб немецкого 
29-го корпуса. 

Закрепить успех мехкорпуса 2-я гвардейская армия, в чьей полосе 
наступления произошел прорыв в районе Матвеева Кургана, не смог- 
ла. Не сумели подойти к Анастасиевке и тылы корпуса с горючим и 
боеприпасами, в результате чего он вынужден был перейти к обороне 
в окружении. 

Вступившая к этому времени в Матвеев Курган 33-я гвардейская 
стрелковая дивизия получила приказ на прорыв к Анастасиевке для 
оказания помощи попавшему в беду корпусу. 

Командир дивизии генерал-майор А.И. Утвенко поручил выполне- 
ние этой задачи двум своим стрелковым полкам, 88-му и 91-му, имев- 
шим в своих рядах на тот момент соответственно 505 и 411 человек 
(и это с тыловыми подразделениями). Запас боеприпасов у полков был 
минимальным. 

Об этой февральской попытке прорыва миусской обороны подробно 
рассказывают его непосредственные участники, бывший комсорг 91-го 
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полка Н.П. Тыновский` и бывший замполит 1-го дивизиона 59-го гвар- 
дейского артполка Ф.И. Царев”. 

В ночь на 19 февраля 1943 г. стрелковые полки (вернее, их остатки) 
и два дивизиона 59-го артполка по балке Широкой ушли в тыл врага, 
продвинувшись в глубь немецкой обороны более чем на десять киломе- 
тров. В четыре часа утра они атаковали два степных хуторка Круглик 
и Зевин. Застигнутые врасплох вражеские гарнизоны, потеряв более 
70 солдат убитыми и 24 — пленными, к рассвету оставили эти хутора. 
Но и наши части, не дождавшись артиллерии и обозов, попавших, как 
выяснилось позднее, под танковый удар, дальше пройти не смогли. 

Гв.капитан в отставке Ф.И.Царев в своем очерке «Стойкость» пи- 
шет: «Наступил рассвет. Уплывала предутренняя дымка. И теперь хо- 
рошо были видны результаты ночного боя. Здесь и там стояли подби- 
тые автомашины, в снегу валялись десятки убитых вражеских солдат 
и офицеров. 

Не улеглись еще волнения ночного боя, а уже появились новые. 
Из батальона прибежали связные. Их доклады были тревожными. 
Противник подбрасывает резервы. Одно подразделение врага вышло 
правее хутора Зевин и, развернувшись, заняло боевой порядок. По 
дороге на Круглик двигаются еще три колонны пехоты и артиллерии 
врага». 

И вот уже оба наших полка оказались в двойном кольце окруже- 
ния. Немецкой пехоте, усиленной вскоре танками и бомбардировщи- 
ками, они смогли противопоставить только восемь пушек, 24 противо- 
танковых ружья да свою сталинградскую закалку. 

Но после первых атак немцы отошли, оставив у позиций наших 
полков три танка и десятки трупов... И все же гитлеровцы, не считаясь 
с потерями, бросали в бой все больше сил, чтобы уничтожить окру- 
женные на западном берегу Миуса советские части. Только к вечеру, 
после 24(!) насчитанных бойцами атак, накал боя пошел на спад... 


* Н.П. Тымовский, родился в 1920 г., полковник в отставке, кандидат историче- 
ских наук. С 33-й гв. сд прошел от Сталинграда до «Миус-фронта», тяжело ранен 
на высоте 105,7. После войны 15 лет продолжал службу в Вооруженных Силах 
Советского Союза на Дальнем Востоке, затем еще 20 лет преподавал историю во 
Владимирском педагогическом институте. Автор книг «По дорогам войны», «По 
дорогам войны и мира». Проживает в г.Владимире. 


** Фф.И.Царев, гв. полковник в отставке. В 33-й гв. стрелковой дивизии замполит 
артдивизиона, затем — заместитель начальника политотдела дивизии. После вой- 
ны — известный журналист, гл.редактор журнала «Советский воин». 
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Враг уже в темноте отошел от обоих хуторов для перегруппировки, 
его потери за день боя составили 7 танков, 3 пушки и до 600 пехотин- 
цев. Наши полки потеряли более трехсот человек убитыми, 207 были 
ранены. 

Раненые оказались в невыносимо тяжелых условиях. Не было «жи- 
вого» места, где их можно было бы укрыть от артобстрелов и бомбеж- 
ки. Хутора Круглик и Зевин были до основания разрушены вражеской 
авиацией, огнем танков и артиллерии. К тому же на все окруженные 
части оказалась одна-единственная медсестра, санинструктор артди- 
визиона восемнадцатилетняя тамбовчанка Тая Попова. С командой из 
трех пленных румын в подвалах разрушенных хат она организовала 
медпункт, куда сумела переправить с поля боя 51 раненого, оказав им 
первую медицинскую помощь. Кончились перевязочные материалы — 
их нашли в подбитых немецких танках. 

После выхода из окружения раненая и контуженная медсестра 
сама оказалась в госпитале, а награда за храбрость в тех боях — 
орден Красного Знамени — нашел Попову (сейчас Иванову) Таисию 
Михайловну уже после войны. В письмах однополчанам она жалует- 
ся, что до сих пор во сне видит раненых, которых выносит с поля боя... 

«..Вечером 19 февраля 1943 г., когда стихли бои, окруженные 
остатки наших полков, не имея связи с дивизией, встали перед дилем- 
мой: как быть дальше? — пишет в своей книге Н.П. Тыновский. - Или 
остаться на месте — без боеприпасов, противотанковых средств — и 
дать возможность противнику (на что он и рассчитывал) на следую- 
щий день уничтожить нас. Или ночью сделать отчаянную попытку 
прорвать двойное кольцо окружения и выйти в расположение наших 
войск в районе Матвеева Кургана». 

Командиры окруженных частей, тщательно взвесив все обстоятель- 
ства, решаются на прорыв к линии фронта. Общее командование ча- 
стями принимает на себя гв. подполковник Д.В.Казак, командир 88-го 
полка. 

Прорыв начали в ночь на 20 февраля. Ночная атака удалась, и пол- 
ки заняли оборону на высоте 105,7, или Волковой горе, как называли 
ее местные жители. Эта господствующая над окружающей местностью 
высота расположена на западе от Матвеева Кургана на правом берегу 
Миуса, с ее вершины хорошо видны изгибы реки, все детали степного 
рельефа и ленты дорог. Опоясанную тремя линиями вражеских тран- 
шей, ее уже отбивал у немцев 4-й гвардейский мехкорпус, наступая на 
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Анастасиевку. Но когда, овладев высотой, корпус ушел вперед, немцы 
опять заняли ее. 

..Геперь высота снова была в наших руках. И уже с утра остат- 
ки двух полков отражали атаки пехоты противника. После трех та- 
ких неудачных атак высота подверглась мощному артобстрелу, затем 
свою пехоту немцы поддержали танками. И только вечером, в темно- 
те, наши части отступили в пойму реки Миус, откуда уже в ночь на 
21 февраля вышли в расположение своих войск к Матвееву Кургану. 
Восемьдесят бойцов 88-го гвардейского полка вывезли на санях и вы- 
несли на руках 75 раненых товарищей. Из 91-го полка пробились к 
своим только 95 человек. 

Получив от командующего фронтом приказ на отход из Анастасиевки, 
сюда же через двое суток вышли остатки 4-го гвардейского мехкорпу- 
са, потеряв 2000 человек, 44 танка и до 200 автомашин. 

За мужество, проявленное во время боев во вражеском коль- 
це у хуторов Зевин и Круглик, целый ряд бойцов и командиров 
33-й гв.сд были удостоены правительственных наград. Вот только 
несколько фамилий бойцов и офицеров, награжденных орденами 
Красной Звезды: 

— гв.младший лейтенант В.П.Кондратьев, командир минвзвода 9]- 
го полка, когда стали заканчиваться боеприпасы, забрался в подбитый 
вражеский танк, развернул его башню и из пулемета поразил до 30 
немецких пехотинцев; 

— гв.красноармеец 3.Ф.Канюков, связной батальона 91-го полка, в 
критический момент взял на себя командование группой бойцов на 
высоте 105,7 и с нею отразил атаку врага; 

— командир штрафной роты при 88-м полку гв.старшина 
Г.П.Оноприенко, сражавшийся с ротой в самых горячих точках у хуто- 
ра Круглик, лично уничтожил семерых фашистов и был дважды ранен 
на высоте 105,7. 

Умело руководили боевыми действиями полков, попавших в окру- 
жение, и их командиры. Маневрируя силами, предпринимая частые 
контратаки, они не давали возможности врагу нанести решающий 
удар и сумели организованно вывести свои части из окружения, на- 
неся при этом большой урон противнику. 

За воинское мастерство в командовании своими окруженными пол- 
ками в районе Матвеева Кургана звания Героя Советского Союза при- 
своены командирам 88-го и 91-го стрелковых полков гвардии подпол- 
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ковнику Казаку Дмитрию Васильевичу’ и гвардии майору Епанчину 
Александру Дмитриевичу”. 

..Совсем недалеко за Миусом начинались уже южноукраинские 
степи. Рожденный на Украине Александр Курченко в мечтах уже ви- 
дел себя освободителем родной Полтавщины. В одну из ночей у за- 
мерзшего Миуса старшина 2-го батальона 84-го полка А. Курченко”” со 
своим батальонным комиссаром (вернее, замполитом) П.И. Ковасевым 
пленили немецкого капитана с адъютантом. Капитан в штабе полка 
дал ценные сведения о расположении немецких укрепленных позиций, 
штаб подготовил представление о награждении Ковасева и Курченко, 
последних, кстати, десантников в этом батальоне. 

Но не пришлось Александру освобождать свою родную «батькив- 
щину» и орден Красной Звезды за плененного у Миуса капитана на- 
шел его не скоро... 

19 февраля 1943 г. в бою под Матвеевым Курганом он получил 
множественное осколочное ранение, одно из них, в живот, тогда счи- 
талось смертельным, но... Произошло, можно сказать, чудо. 

Через полгода, провожая из свердловского эвакогоспиталя непри- 
годного к воинской службе солдата весом 43 килограмма, военный 
хирург Лидия Михайловна сказала на прощание: «Чужой жизнью жи- 
вешь ты, Саша». Война для него окончилась навсегда. 


* Д.В.Казак - 1907 г.р., украинец, участник советско-финской войны, выпускник 
Тамбовского кавалерийского училища. В 1942 г. окончил военную академию име- 
ни М.В.Фрунзе. Командир 88-го гвардейского стрелкового полка с момента пере- 
формирования дивизии в Трегуляе до апреля 1943 г.. Ранен и умер 19.09.1943 г. 
при освобождении г.Донецка (тогда - г.Сталино), похоронен там же, в братской 
могиле. Герой Советского Союза, награжден орденами Ленина, Красного Знамени, 
Суворова 2-й степени и Александра Невского. 


** Д.Д.Епанчин - 1914 г.р., русский. В 1934г. окончил московскую пехотную школу. 
Командир 91-го гв. сп с октября 1942 г. по апрель 1943 г. После войны - начальник 
управления Министерства обороны СССР, генерал-лейтенант. Награжден орденом 
Ленина, Красной Звезды, тремя орденами Красного Знамени, орденами Кутузова 
2-й степени, Суворова - 3-й степени, Александра Невского и Отечественной войны 
1-й степени, медалями. Герой Советского Союза. 


*** Д.М. Курченко (1923-1996 гг.), украинец. Добровольно вступил в ряды РККА 
(1941г.), наводчик минометного (82-мм) расчета. С дивизией прошел от Тамани 
и Сталинграда до «Миус-фронта». Награжден орденами Красной Звезды и 
Отечественной войны, медалями «За боевые заслуги», «За оборону Сталинграда». 
После войны работал в кубанском совхозе (станица Тбилисская) агрономом, се- 
кретарем партийной организации (КПСС), за мирный труд награжден орденами 
Ленина, «Знак Почета». 
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60 лет спустя о февральской ситуации на реке Миус современный рос- 
сийский историк А.Уткин в своей работе «Дорога к Победе» пишет так: 

«..Безотказные пехотинцы февраля 1943 года в голоде и холоде 
форсировали реку Миус, чтобы буквально зубами уцепиться за плац- 
дарм на западном берегу реки... Если бы это наступление удалось под- 
держать мощными резервами, то после периода весенней распутицы 
захваченные плацдармы просто не имели бы цены. Но этого не слу- 
чилось...» Плацдармы, захваченные большой кровью, были оставлены. 

«..Это было жестоким испытанием для советских полевых коман- 
диров. В дивизиях оставалось по тысяче человек, танки исчислялись 
уже единицами, в слякоти обмякших полей артиллеристы тащили по- 
следние орудия...» 

Советское наступление зимой 1943 г. захлебнулось в этой слякоти. 
7 марта 1943 г. Южный фронт после двадцатидневных кровопролит- 
ных боев перешел к обороне. 

Прорыв немецкой обороны на реке Миус, не состоявшийся в февра- 
ле, потребовал от Красной Армии большой и длительной подготовки. 
Только уже после разгрома фашистов на Курской дуге, в августе 1943 г. 
был сокрушен «Миус-фронт» и началось освобождение Донбасса. 

Но тогда, в конце зимы 1943 г., фронт на Миусе надолго стабили- 
зировался. 

И все же от немецко-фашистских захватчиков была освобожде- 
на большая часть Ростовской области. В руках фашистов оставались 
лишь Таганрог, Анастасиевский, Федоровский, а также части террито- 
рий Неклиновского и Куйбышевского районов. 

И если эти территории по Миусу прикрывали оккупированный вра- 
гом Донбасс, то через Таганрог, важный узел шоссейных и железных 
дорог, крупный морской порт, командование вермахта снабжало люд- 
скими и другими резервами свои войска в Крыму и на Тамани. 

..Сражавшаяся в открытой всем ветрам зимней донской степи уже 
больше двух месяцев 2-я гвардейская армия нуждалась в отдыхе и по- 
полнении. 

33-я гвардейская стрелковая дивизия, части которой вновь, как и в 
сентябре 1942 г., насчитывали всего лишь сотни бойцов, была снята с 
передовой и выведена в тыл уже 21 февраля 1943 г. 

Дивизия разместилась сначала в поселках Горская Порада, 
Калмыково — в тридцати километрах к востоку от Матвеева Кургана, а 
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затем передислоцировалась в Ворошиловградскую (сейчас Луганскую) 
область, г. Свердловск — небольшой районный центр. 

Здесь в командном составе дивизии произошли значитель- 
ные изменения. Командиром дивизии был назначен генерал-майор 
Н.И.Селиверстов, сменивший ставшего командиром 31-го гвардейского 
стрелкового корпуса соседней 5-й ударной армии А.И.Утвенко, про- 
шедшего с дивизией от боев в большой излучине Дона до Матвеева 
Кургана — самый тяжелый, можно сказать, отрезок всего боевого пути 
ДИВИЗИИ. 

Командир 88-го полка Герой Советского Союза гв.подполковник 
Д.В.Казак получил назначение на должность командира 40-й гвардей- 
ской стрелковой дивизии, так же, как и 33-я, вышедшей из воздушно- 
десантных войск. 

Командир 91-го полка Герой Советского Союза гв.майор А.Д.Епанчин 
стал командиром 4-й механизированной бригады и с нею прошел до 
конца войны. 

Личный состав стрелковых частей, понесших тяжелые потери при 
изгнании захватчиков с Нижнего Дона, пополнялся за счет призыва из 
освобожденных районов Ростовской и Ворошиловградской областей. 
И хотя закона, разрешающего мобилизацию несовершеннолетних, в 
СССР не было, призывались и семнадцатилетние парни 1926 года рож- 
дения. Пережившие вражескую оккупацию новобранцы от призыва не 
уклонялись. 

В дивизии началась напряженная учеба. На специально построен- 
ных у степных рек полигонах отрабатывались действия подразделе- 
ний при прорыве сильно укрепленной обороны противника, схожей с 
миусской, при форсировании водных преград, приемы боя в населен- 
ных пунктах. Не осталось, пожалуй, под Свердловском и Краснодоном 
ни одного кургана, ни одной балки, не исползанных гвардейцами по- 
пластунски. 

Тренировались не только бойцы, но и командиры. На командно- 
штабных учениях и занятиях они отрабатывали вопросы управления 
подразделениями в условиях быстроменяющейся боевой обстановки. 

Готовность дивизии к боевым действиям в начале июля проверил 
командующий 2-й гвардейской армией, теперь уже генерал-лейтенант 
Я.Г. Крейзер. Он дал высокую оценку боевой подготовке гвардейцев. 

...5 июля 1943 г. немцы начали свое наступление под Курском, в цен- 
тре советско-германского фронта, собрав здесь около пятидесяти дивизий 
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и три тысячи германских танков. Без всяких сомнений, судьба Великой 
Отечественной войны зависела от исхода этой грандиозной битвы. 

Перед войсками Южного фронта появилась задача: отвлечь силы 
противника с центрального участка фронта, не дать врагу снять с 
Миуса ни одной части, ни одного соединения в помощь своей курской 
группировке... 

«Товарищи красноармейцы, командиры и политработники! На 
советско-германском фронте начались решающие сражения. Временное 
затишье кончилось. Войскам Южного фронта перейти в наступление 
против немецко-фашистских захватчиков» - таков был приказ коман- 
дующего фронтом генерал-полковника Ф.И/Толбухина. 

К середине июля 2-я гвардейская армия, а с нею и 33-я гвардей- 
ская стрелковая дивизия, совершив четырехсуточный марш из района 
Краснодон-Свердловск, заняла позиции восточнее Дмитриевки, во 2-м 
эшелоне готовящегося к наступлению фронта. 

17 июля, в 3 часа 30 минут ночной бомбардировкой и мощным 
артобстрелом немецких позиций начался второй штурм Миус-фронта 
на участке Дмитриевка-Куйбышево. Предстояло силами трех армий 
(2-я гвардейская, 5-я ударная и 28-я) прорвать оборону противника на 
участке Куйбышево-Дмитриевка и взять Таганрог. 

Оборона противника была прорвана в первые же часы насту- 
пления, соединения 28-й и 5-й ударной армий, форсировав Миус, 
заняли ряд важных высот и несколько населенных пунктов на за- 
падном берегу реки. Этот узкий плацдарм в районе Дмитриевки, 
Мариновки и Степановки бойцы сразу назвали «маленьким 
Сталинградом». 

Но развить успех и к исходу первого дня наступления выйти под- 
вижными частями на рубеж реки Крынка, вторую полосу обороны 
«Миус-фронта», как планировало командование Южного фронта, не 
получилось. 

Уже во второй половине дня немцы из ближнего тыла подвели к 
месту прорыва танковые резервы, на автомашинах перебросили части 
нескольких пехотных дивизий, восстановили многие из разрушенных 
артобстрелом и бомбежкой огневых точек... 

Чтобы задержать наступление наших войск, немецкое командование 
в первые же дни сражения ввело в бой у Дмитриевки и Куйбышево 
дивизии, предназначенные для отправления на курское направление — 
23-ю танковую и 16-ю моторизованную (панцер-гренадерскую), под- 
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тянули части соединений, державших оборону по реке Миус южнее, 
усилили их авиационную поддержку. 

И когда соединения 2-Й гвардейской армии со второго эшелона 18 
июля пошли в прорыв, по ее войскам и по войскам 5-й ударной ар- 
мии противник в один из дней сумел выполнить около 3000 самолето- 
вылетов (даже в самый тяжелый для Сталинграда день, 23 августа 1942 
г. самолеты «Люфтваффе», разрушив город и погубив десятки тысяч 
мирных жителей, произвели 2000 самолето-вылетов), расход артилле- 
рийских снарядов достиг 1 тысячи тонн ежедневно! По этой ли причине 
или из-за нерешительности командующего армией генерала Крейзера 
(по мнению штаба фронта) темпы выдвижения армии на боевой рубеж 
оказались недостаточными. 

Воспользовавшись происшедшей заминкой, противник сумел оста- 
новить наступление советских армий. Начались тяжелые кровопро- 
литные бои. 

23 июля в районе Кринички, Калиновки и высоты 196,0 советские 
войска потеряли 93 танка. Разгар сражения достигал своей кульмина- 
ции. В бесчисленных рукопашных схватках бойцы бились саперными 
лопатками, душили врагов голыми руками... 

С южного фаса Курского выступа вермахт вынужден был перебро- 
сить свой отборный 2-й танковый корпус СС в составе трех танковых 
дивизий, в том числе элитных «Дас Райх» и «Мертвая голова». 

И уже 30 июля противник нанес мощный контрудар по прорвав- 
шимся советским войскам. Невероятные по ожесточению бои разго- 
релись в районе Степановки и Мариновки. Немцы бросили на «ма- 
ленький Сталинград» сотни танков и бомбардировщиков. Здесь 2-й 
танковый корпус СС потерял за два дня 239 танков и самоходных 
артиллерийских установок, что вдвое превысило его потери в боях под 
Прохоровкой 12-13 июля. 

И все же сил, имевшихся в распоряжении Южного фронта, явно 
недоставало даже для удержания захваченных на западном берегу 
Миуса плацдармов. 

Бои, продолжавшиеся без перерывов больше двух недель, закончи- 
лись 2 августа отводом советских войск на восточный берег Миуса, к ис- 
ходным позициям. Наши безвозвратные потери составили 61 тыс. бойцов 
и командиров, 585 танков и бронемашин, много орудий и самолетов... 

..В двадцатых числах июля 33-я гвардейская стрелковая диви- 
зия, форсировав Миус, сражалась у Степановки и Сауровки, в райо- 
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Схема 6. Наступление войск Южного фронта 
(17 июля - 2 августа 1943 г.) 
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не легендарной сейчас Саур-Могилы’ (Донецкая область, Украина). 
Наступление развивалось успешно, но 30 июля дивизия в результате 
танкового контрудара противника, поддержанного авиацией, вместе с 
соседней дивизией была окружена в районе Криничка-Калиновка. 

В боевом распоряжении по 2-й гвардейской армии от 31.07.43 г. 
отмечалось: «Части 3-й и 33-й гвардейских дивизий в течение суток 
отважно и храбро дрались в окружении, сковав своими действиями 
большие силы противника, чем облегчили действия армии». Именно 
здесь, на направлении главного удара наших войск (Куйбышево — 
Саур-Могила), в последние три дня операции (30.07-1.08.43) потери 
армии составили 18 тысяч человек. 

В июльских боях и во время прорыва из окружения отличились 
артиллеристы капитанов Н.И.Ефимова, И.С.Рейера, минометчики 
ст.лейтенанта Журавлева, сержант Ю.Веревкин, подбивший из ПТР 
два танка и самолет, уничтоживший две автомашины противника. 

Немалыми были потери дивизии, много бойцов попало в плен к 
противнику. 

Где-то здесь, в балке Крутой, 29 июля одна из немецких бомб 
разорвалась у входа в КНП (командно-наблюдательный пункт) ди- 
визии, среди погибших оказался и ее командир, генерал-майор 
Н.И.Селиверстов. Новым комдивом стал гв.подполковник М.А.Кузенков 
(2.08-13.08.1943тг.). 

...Военный совет Южного фронта был недоволен итогами июльских 
боев. От командования 2-й гвардейской армией был отстранен генерал- 
лейтенант Крейзер, в вину ему было поставлено промедление с вводом 
в бой 2-го гвардейского мехкорпуса. 

На должность командующего армией был назначен генерал- 
лейтенант Г.Ф.Захаров. 

Но Ставка Верховного Главнокомандования в целом положительно 
оценила действия фронта в сложившихся обстоятельствах в июле 1943 г. 
Гитлер не смог снять ни одной дивизии со своего «Миус-фронта» для 
отправки под Курск. Мало того, для ликвидации прорыва на Миусе 
немцам пришлось перебросить сюда, в Приазовье, дополнительно 
шесть дивизий, в том числе три дивизии 2-го танкового корпуса СС с 
боевых позиций из-под Харькова. И этот обескровленный в июльских 


* В этих краях курганы носят название «могил», поэтому правильно говорить: 


курган Саур-Могила. В степи такие курганы высотой до 10 метров дают возмож- 
ность хорошего обзора местности и оборудования огневых точек. 
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боях танковый корпус Манштейн вынужден был увести в тыл уже в 
первой декаде августа. Такой результат боев тогда был главным. О 
событиях на рубеже Миуса сводки Совинформбюро в те дни корот- 
ко сообщали: «На участке фронта западнее Ростова-на-Дону идут бои 
местного значения». Эти бои нанесли существенные потери 6-й ар- 
мии «мстителей» и двум танковым корпусам вермахта, чем обеспечили 
успех нового наступления, начатого здесь уже через две недели. 
..Как и год назад, под Сталинградом, немцы сыпали с самолетов ли- 
стовки на позиции дивизии. На листовках картинка: хлеб, немецкий шнапс 
и шпиг. Тот же призыв, что и год назад: «Еще не поздно сдаться в плен», 
тот же пароль: «Штык в землю} То же обещание сытной кормежки. 
Бойцы равнодушно подбирали листовки для разных надобностей 
и, хотя в солдатском рационе вдоволь было только воды из Миуса, 
сердито бурчали: «Своих харчей подождем. Сталинграда дождались». 


жх 


Неудачный исход июльских сражений на Миусе все же не мог из- 
менить сложившегося на советско-германском фронте положения — 
стратегическая инициатива после Сталинградской битвы прочно удер- 
живалась командованием Красной Армии. 

Войска Южного фронта вновь готовились к наступлению, выпол- 
нив перегруппировку сил и получив существенные пополнения. 

Так, 2-я гвардейская армия была усилена артиллерийской дивизией, 
истребительно-противотанковым и минометным полками, ей в помощь 
придавался и целый авиационный корпус. Это снова была уже боль- 
шая сила. 

...33-я гвардейская дивизия к 10 августа закончила доукомплекта- 
цию личным составом и вооружением. Пополнение из запасных пол- 
ков осуществлялось быстро и организованно — сразу ротами и ба- 
тальонами, сформированными из призывников Сибири и Башкирии, 
освобожденных районов Дона и Южной Украины. Из этих же только 
что освобожденных районов в дивизию прибыло много добровольно 
вступивших в действующую армию парней и даже девушек — телефо- 
нисток, радистов, санинструкторов... 

...Вще в ходе Курской битвы, подходящей к своему победному завер- 
шению, Ставка Верховного Главнокомандования планировала проведе- 
ние фронтовой операции по разгрому основных сил вражеской группы 
армий «Юг», прорыву «Миус-фронта» и освобождению Донбасса кон- 
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центрическими ударами двух советских фронтов — Южного и Юго- 
Западного. Координация действий фронтов поручалась начальнику 
генштаба РККА Маршалу Советского Союза А.М.Василевскому. 

При разработке этой операции А.М.Василевский, главный стратег 
Сталинградской битвы, впервые в практике боевых действий Красной 
Армии не привлекал для ее осуществления никаких дополнительных 
сил и резервов Ставки. 

Юго-Западный фронт, отводя внимание противника на себя, пер- 
вым должен был начать наступление. 

Южному фронту (командующий генерал-полковник Ф.И/Толбухин) 
только через два дня предстояло наступление на рубеже от Дмитриевки 
до Матвеева Кургана, на участке, по словам А.М.Василевского, «наи- 
более расшатанном и хорошо изученном» в двух предыдущих попыт- 
ках прорыва. 

Войска фронта должны были обойти город Сталино’, сердце 
Донбасса, с юга, двигаясь навстречу Юго-Западному фронту. 

И вот момент прорыва настал. 16 августа 1943 г. начал свое на- 
ступление на Донбасс Юго-Западный фронт. И хотя это наступление 
развития не получило, расчет маршала Василевского оправдался — его 
отражение связало крупные силы противника (так, с Миуса были на- 
правлены 23-я танковая и 16-я моторизованная дивизии) и облегчило 
прорыв хорошо укрепленной обороны «Миус-фронта». 

18 августа войска Южного фронта пошли на третий уже в 1943 г. 
штурм вражеской обороны на Миусе. Силы фронта были сконцентриро- 
ваны на узком, всего в 22 километра, участке прорыва. В июле 1942 г. в 
большой излучине Дона такой же по протяженности рубеж обороняла 
33-я гв.сд, но теперь на участке прорыва в несколько эшелонов было 
сосредоточено 22 дивизии из 28, входящих в состав фронта, все его 
танковые резервы и 80% артиллерии. 

Больше часа длилась еще невиданная в истории войн артподго- 
товка — на направлении главного удара было сосредоточено до 200 
орудий и минометов на каждый километр фронта. Сотни бомбарди- 
ровщиков продолжили начатое артиллеристами дело, нанося удары по 
укреплениям противника. Затем в бой вступили стрелковые корпуса 
армий. Но наступление развивалось медленно. Противник часто кон- 
тратаковал и наносил сильные бомбовые удары. 


* Сейчас это Донецк — областной центр Украины. 
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Итоги первого дня советского наступления не вызвали оптимизма у 
командования фронта, но и не удивили командиров и бойцов, познавших 
здесь, на Миусе, силу вражеского сопротивления еще в феврале и июле. 

Левофланговая 28-я армия, встретившая в своей полосе наступле- 
ния большое количество уцелевших после артобстрела и бомбежки 
или сумевших восстановить огнеспособность ДОТов и ДЗОТов про- 
движения в этот день не имела. 

2-я гвардейская армия, насчитывавшая теперь в своих рядах 68 
тыс. бойцов и наступавшая южнее Куйбышево, встретила на своем 
девятикилометровом фронте упорное сопротивление и смогла вкли- 
ниться в оборону противника всего лишь на два-три километра. 

И только правофланговая 5-я ударная армия сумела уже 18 августа 
преодолеть наиболее укрепленную главную полосу обороны, располо- 
женную на правобережных высотах Миуса, и углубиться в расположе- 
ние врага до десяти километров. 

Об этом первом дне решающего наступления на участке 33-й гвар- 
дейской стрелковой дивизии с рубежа хутора Скелянского расска- 
зывает ее ветеран, полковник в отставке И.Н.Богданов', в то время 
командир взвода конной разведки 91-го стрелкового полка, в своей не- 
опубликованной книге «Полковой разведчик: что видел... что помню... 
что знаю...» (см. приложение «Прорыв «Миус-фронта»). Частям перво- 
го эшелона дивизии с трудом удалось овладеть небольшими плацдар- 
мами на западном берегу реки. 

...На второй день, 19 августа, командование фронта ввело в обозна- 
чившиеся на участках 5-й ударной и 2-й гвардейской армий прорывы 
оба своих механизированных корпуса. Это, конечно, помогло продви- 
жению стрелковых соединений, старающихся «сматывать» теперь обо- 
рону противника направо и налево, расширяя полосу наступления. 


* И.Н.Богданов, 1923-2009 гг. Добровольно вступил в ряды РККА в июле 1941 г. и 
был направлен в Тамбовское кавалерийское училище. После его окончания в дека- 
бре 1942 г., при окружении фашистов под Сталинградом, командовал сабельным 
взводом в составе конно-механизированной группы генерал-майора И.А.Плиева, с 
нею же участвовал в освобождении Нижнего Дона. С марта 1943 г. по декабрь 
1944 г. (от Миуса до Немана) - командир взвода конной разведки, офицер штаба 
91-го гвардейского стрелкового полка 33-й гв.сд. После войны продолжил службу 
в Московском военном округе. Выслуга лет в Вооруженных Силах СССР - 46 лет. 
Награжден пятью орденами и многими медалями Советского Союза. Полковник в 
отставке И.Н. Богданов — последний председатель Совета ветеранов 33-й гвар- 
дейской стрелковой дивизии. 
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Танковая атака у Куйбышево, август 1943 г. 


Но только на третьи сутки ожесточенного сражения можно было 
сказать, что оборона «Миус-фронта» прорвана..” Механизированные, 
а за ними и стрелковые соединения Южного фронта, оставив позади 
Миус и пробив большую брешь в обороне противника, вышли на тер- 
риторию Советской Украины. 6-я немецкая армия «мстителей» была 
разорвана на две части. 

Проникая все глубже во вражеский тыл и развивая наступление 
в центр Донбасса, командование Южного фронта решило одновре- 
менно уничтожить таганрогскую группировку противника, оккупи- 


* Цена прорыва оказалась огромной. Потери вермахта, защищавшего этот не- 
приступный рубеж, сравнимый со знаменитыми линиями Маннергейма и Мажино, 
были намного меньшими. В книге «Миус-фронт в Великой Отечественной войне» 
(ЮНЦ РАН, 2010 г.) приводятся такие цифры: общие потери РККА на «Мицс- 
фронте» в боях 1941-1942 гг., 1943 г. достигают 8383 тыс. бойцов, общие потери 
вермахта - 110 тыс. 
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рующую город с октября 1941 г. и угрожающую левому флангу 
фронта. Отрезая эту группировку от основных сил, 2-я гвардейская 
армия сместила направление своего наступления к юго-западу, на 
Старобешево-Волноваху... 

...33-я гвардейская дивизия (командир дивизии с 14.08.43 по 
16.09.43 — гв. полковник Д.В.Макаров) с тяжелыми боями преодолела 
вторую полосу обороны противника, расположенную на правом берегу 
реки Крынка. Переправившись через эту степную речку, своими при- 
чудливыми изгибами и петлями тянущуюся к Миусу, части дивизии 
25 августа 1943 г. вышли к важному тактическому рубежу — железно- 
дорожной линии Харьков-Гаганрог, одному из возможных путей отхода 
немцев из Таганрога. 

«Два полка (88-й и 91-й) одновременно вцепились в населенный пункт 
Сухая Крынка и рвались к железнодорожной станции Успенская, а 84-й 
гвардейский стрелковый полк, потеряв 73-х своих бойцов, овладел разъ- 
ездом Квашино», - вспоминает ветеран дивизии И.Н.Богданов о тех боях. 

Пытаясь вернуть разъезд, противник провел против 84-го полка кон- 
тратаку большими силами пехоты и танков, сумев укрепиться на ру- 
беже. «Сбить противника, зацепившегося за железнодорожную насыпь 
и непрерывно наносящего контрудары за счет резервов, подходящих 
из глубины обороны, не удалось. Поэтому командир корпуса (генерал- 
майор И.И.Миссан) перебросил на участок дивизии батарею «катюш». 
Ее залп сорвал очередную контратаку и отбросил врага от насыпи. 

По огневой позиции батареи, над которой после пуска реактивных 
снарядов поднялось демаскирующее облако дыма и пыли, тут же уда- 
рил немецкий шестиствольный миномет, прозванный «скрипуном». 

«Давай... Давай... Глуши тушканчиков!» - с радостью восклицали 
наблюдавшие за этим поединком. «Катюш» там уже не было...» 

..Еще несколько дней войска Южного фронта под массированными 
ударами немецкой авиации отбивали яростные атаки вражеских ча- 
стей, снятых с соседних фронтов для помощи в отходе таганрогской 
группировки. 

Но 29 августа части Красной Армии вышли к Миусскому лиману, 
а 30 августа 1943 г. Таганрог после двухлетней оккупации был взят 
силами 44-й армии, двух гвардейских корпусов — 4-го механизиро- 
ванного и 4-го Кубанского кавалерийского с поддержкой кораблей 
Азовской военной флотилии. Москва, столица нашей Родины, салю- 
товала освободителям двенадцатью залпами из 124 артиллерийских 
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..После поражения в районе Таганрога закрыть брешь, образовав- 
шуюся в немецкой обороне между Амвросиевкой и Таганрогским за- 
ливом, фашистам не удалось. 

Остатки 6-й армии Холлидта отошли на позиции, защищавшие 
Мариуполь-Сталино-Макеевку (Украина). Южному фронту предстоя- 
ло наступление на Донбасс. 

Завершилось полное освобождение Ростовской области от немецко- 
фашистских захватчиков и вместе с ним противостояние на «Миус- 
фронте», по своей важности, ожесточенности и масштабам потерь 
Красной Армии сопоставимое со знаменитой Курской битвой, но 
пока оставшееся для нашей истории как бы в ее тени — сокрушение 
«Миус-фронта» советскими историками считалось всего лишь частью 
Донбасской стратегической операции. 

Потери же РККА при освобождении области в период с 1.01 
по 1.09.1943 г., по официальным данным, составили 198.852 чел. 
Настораживает уже сама точность этой трагической цифры. Ведущий 
ростовский военный историк В.И.Афанасенко считает, что она дости- 
гает, по меньшей мере, 300 тыс. чел. 

Кроме того, по данным чрезвычайных комиссий, расследовавших 
злодеяния фашистов во время оккупации области, гитлеровцы уни- 
чтожили на ее территории более 98 тыс. советских граждан и угнали 
на работы в Германию 85 тыс. человек. 

...В 2010, юбилейном году нашей Победы, по инициативе поисково- 
го объединения «Миус-фронт», поддержанной церковными конфессия- 
ми и патриархом Ростовским и Новочеркасским Пантелеимоном, на 
одной из высот у районного центра Куйбышево установлен памятный 
крест. Это первый из двенадцати крестов, которые обозначат огнен- 
ную линию «Миус-фронта» — один из рубежей воинской славы наших 
отцов и дедов. 

Таким образом будет продолжена российская историческая тра- 
диция, берущая начало на рубежах Бородинского поля и обороны 
Севастополя 1854-1855 гг... 

На гранях мраморного куба в основании креста у Куйбышево вы- 
сечены номера армейских соединений и частей Красной Армии, сра- 
жавшихся здесь, в эпицентре прорыва. И среди них - 33-я гвардейская 
стрелковая дивизия. 
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3.Г. Бурмистрова 


История одной фотографии («Ноктюрн») 


В дни 65-тилетия освобождения Ростовской области газета «Наше 
время» в статье «Мгновения Победы» опубликовала несколько фото- 
снимков, принесенных в редакцию донским краеведом А.Пудовым и 
попавших к нему из Красногорского архива кинофотодокументов. 

Один из них -— впечатляющий репортажный снимок Анатолия 
Егорова «Погиб в бою за город Шахты». Поднявшись в рост, пехота с 
винтовками наперевес от террикона безымянной шахты идет в атаку на 
вражеские пулеметы. И заслоняет собою Родину... Это февраль 1943 г. 

И более поздний сюжет, снятый весною того же 43-го, — дуэт скри- 
пача и баяниста в солдатских гимнастерках на городских развалинах 
слушает стрелковая рота. 

Этот снимок фронтового корреспондента газеты «Красная звезда» 
Якова Халипа вошел во всемирную фотолетопись Второй мировой во- 
йны под названием «Ноктюрн». 

Он демонстрировался на многих международных выставках и от- 
того широко известен, как хорошо был известен и его автор, до вой- 
ны прославившийся своей серией фотоочерков во время экспедиции 
Папанина на Северный полюс. 

Впервые фотография, имеющая в Красногорском архиве название 
«Концерт на развалинах», была опубликована в «Красной звезде» в 
апреле 1943 г. и сопровождалась подписью: «В перерыве между боя- 
ми автоматчик В.Мирошников выступает перед своими товарищами». 
Позже выяснилось, что дружившие и нередко вместе бывавшие на 
различных фронтах Константин Симонов и Яков Халип, услышав од- 
нажды в развалинах донского города Новошахтинска’ звуки музыки, 
неожиданно попали на концерт ансамбля 33-й гвардейской стрелковой 
дивизии. Выступление скрипача Виктора Мирошникова и запечатлел 
тогда своей трофейной «лейкой» военный фотокорреспондент. 

В послевоенные годы исследователям удалось установить и имя 


* г.Новошахтинск почти полтора года был прифронтовым городом, полгода на- 
ходился в руках фашистов. За это время в руины были превращены и городские 
кварталы, и шахтные сооружения. Отдельные части и подразделения 33-й гвар- 
дейской дивизии весной 1943-го ждали здесь пополнения после неудачной попытки 
февральского штурма «Миус-фронта>». 
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баяниста, также попавшего в кадр. Им оказался Григорий Вакуленко — 
однополчанин, земляк и соратник Мирошникова по учебе в Ростовском 
музыкальном училище в предвоенные годы. Стала известна и дальней- 
шая судьба бывших ростовских студентов. Во время летних боев на 
Миус-фронте Вакуленко был ранен и после излечения в госпитале в 
дивизию не вернулся. В мирное время долго работал преподавателем 
Львовского культпросветучилища. 

Мирошников закончил войну в Прибалтике и остался в тех же кра- 
ях, став преподавателем по классу скрипки в музыкальном училище 
Даугавпилса. 

...А в материалах цимлянского школьного музея 33-й гвардейской 
стрелковой дивизии бережно хранится этот снимок, присланный са- 
мим Виктором Андреевичем и получивший в экспозиции музея назва- 
ние «Музы не молчали». 
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И.Н. Богданов, 
ветеран дивизии, полковник в отставке 


Прорыв «Миус-фронта» 


«...К 10 августа пополнение личным составом и вооружением ча- 
стей дивизии в основном было закончено. Накануне наступления ко- 
мандир полка (91-й гв.сп 33-й гв.сд) Герой Советского Союза майор 
Шамура Д.И. провел рекогносцировку на местности. 

Ввод полка в бой планировался с рубежа хутора Скелянский в 
направлении на Бишлеровку и Камышеваху после прорыва обороны 
противника частями первого эшелона... 

Эти места мне были хорошо знакомы еще с февраля. Тогда наша 
кавалерийская дивизия вышла к реке Миус и пыталась с ходу про- 
рваться у села Куйбышево, но преодолеть заранее подготовленный, 
сильно укрепленный рубеж по крутому, местами обрывистому берегу, 
не смогла”. Безуспешными были и последующие попытки. В то время 
я командовал сабельным взводом, несколько раз водил его в пешем 
строю в бесполезные атаки, теряя бойцов на подступах к высотам. 
Два фланкирующих пулемета из глубины вражеской обороны сразу 
же прижимали наступавших кавалеристов к земле, не давая затем 
даже шелохнуться. И напрасно мой однокашник Иван Заволока, на- 
значенный помощником командира эскадрона, не вылезая из укрытия, 
размахивал наганом и надрывал горло: 

- Вперед, гвардейцы!... Ура!... 

Не имели успеха и другие подразделения. Да его и быть не могло, 
так как полк, пройдя от Сталинграда с боями более 600 километров, 
понес значительные потери, эскадроны были малочисленными, остав- 
шийся в них личный состав устал от непрерывных боев и переходов. 
Остро чувствовалась нехватка боеприпасов для артиллерии и мино- 
метов из-за того, что базы снабжения не успевали перемещаться за 
наступающими войсками. К тому же положение усугублялось начав- 
шейся распутицей, выводившей из строя дороги... 


* До августа 1943г. автор служил в 5-й гвардейской кавалерийской дивизии 3-го 
гвардейского кавалерийского корпуса. 


** У хутора Скелянского, где на правобережье под углом почти 50° взметнулись со- 
рокаметровые скалы, зимой 1943г. противник более или менее доступные участки 
берега заливал водой, создавая действительно неприступный ледяной барьер. 
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Теперь иное дело. Две ранее не удавшиеся попытки наступления 
в феврале и июле заставили наше командование более серьезно отне- 
стись к подготовке нового прорыва «Миус-фронта», о неприступности 
которого трубила на весь мир геббельсовская пропаганда... 

В районе сосредоточения своих войск мы видели большое ко- 
личество артиллерийских систем различного калибра, «катюши», 
самоходно-артиллерийские установки СУ-76 и ИСУ-152, «тридцать- 
четверки» и тяжелые танки, тщательно замаскированные. Эта мощь, 
собранная в единую ударную группу, была готова в любой момент 
обрушить на врага тысячи тонн смертоносного груза. Над районом 
приготовившихся к наступлению войск непрерывно барражировали в 
воздухе пары истребителей, прикрывая его от разведывательных дей- 
ствий вражеской авиации... 

И вот наступило утро 18 августа. Багряные лучи поднимавшего- 
ся над горизонтом солнца начали освещать гребни восточных скатов 
правого берега реки. Покрытые мелкой полынью, они казались золоти- 
стыми. На обратных склонах в глубоких земляных укрытиях или, как 
их называли разведчики, «норах», спал ничего не подозревавший враг. 
Ни у нас, ни у противника движения никакого... 

На нашем переднем крае все напряжены до предела. Командиры 
подразделений с рассветом заняли боевые места. Наводчики давно 
установили необходимые данные на прицелах, им оставалось лишь 
сбросить маскировку и поднять стволы орудий. Заряжающие открыли 
ящики со снарядами. Телефонисты на всех точках словно прилипли к 
трубкам, опасаясь пропустить боевую команду. Радисты, вслушиваясь 
в шум эфира, беспокойно поглядывали на шкалу — не сбилась ли на- 
стройка. Командир взвода пешей разведки с вечера распределил своих 
орлов по батальонам. Перед ними стояла задача захватить во время 
боя пленного или штабные документы. Рота автоматчиков вместе со 
взводом конной разведки окопались рядом с командным пунктом, об- 
разуя резерв командира полка. 

Рассматривая в бинокль знакомые склоны занятого врагом берега, 
я искал окопы, против которых водил взвод в атаки, думая о деталях 
тех февральских попыток взятия высот. 

...В подразделениях, вышедших на исходное положение для атаки, 
обстановка еще напряженнее. Взоры бойцов устремлены к отвесным 
обрывам за рекой, которые вскоре предстояло штурмовать. Лица у 
всех сосредоточенные, суровые. Одни, волнуясь, то и дело пытаются 
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курить, но, затянувшись раз-другой, тут же передают самокрутку со- 
седу. У других, идущих впервые в бой, взгляд безразличный, плечи 
вздрагивают от пробегающего по телу нервного тика, пальцы рук бес- 
контрольно сжимаются в кулаки до побеления или разминают комоч- 
ки земли на бруствере траншеи. Особенно волнуются и переживают 
те, чьи родные места рядом, за линией фронта. 

Что на душе у воинов в эти минуты? Пожалуй, самый именитый 
маг из магов не мог бы угадать этого. В траншеях среди тысяч воинов 
плечом к плечу находились люди более пятидесяти национальностей, 
различных возрастов и специальностей, с различными характерами и 
судьбами, сплотившиеся в трудную для Родины годину. И у каждого 
свои мысли и думы. Единственное, о чем мог безошибочно сказать 
волшебник, было то, что никто из гвардейцев в эти минуты не думал 
о смерти... 

7 часов 15 минут. С пунктов управления старших артиллерийских 
начальников в воздух взвились сигнальные ракеты, и тут же содрог- 
нулась земля от мощного залпа сотен орудий на протяжении десятков 
километров миусского фронта. 

Тысячи снарядов и мин, вырвавшись из стальных жерл, устреми- 
лись к заранее пристрелянным целям. Одним предстояло ударить по 
траншеям, блиндажам и землянкам; другим — разрушить долговре- 
менные огневые точки, взорвать минные поля; третьим — подавить 
артиллерию, узлы связи, командные и наблюдательные пункты про- 
тивника. Каждый снаряд, каждая мина несли на врага энергию мести, 
вложенную тружениками тыла, сутками не выходившими из цехов во 
имя скорейшей победы над заклятым врагом. 

Через секунду-другую там, где играли на полыни солнечные зайчи- 
ки, поднялась сплошная стена земли и дыма, закрывая небо. И снова 
вздрогнула под ногами земля. Теперь она гудела и дрожала, дрожала и 
гудела одновременно от залпов и взрывов. 

А орудия, громыхая, посылали снаряд за снарядом... Возмущенный 
выстрелами орудий и взрывами снарядов воздух пришел в движение. 
Начался ветер. От гари и пыли стало трудно дышать. Солнце едва про- 
сматривалось. Наступила прохлада, словно при солнечном затмении. 
А в невидимой мгле к небу взметались новые и новые порции земли 
и огня. 

Разрезая пыльно-дымовую завесу мощными огненными хвостами, с 
шипением взлетали реактивные снаряды легендарных «катюшо... 
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Почти четыре часа гремела артиллерийская канонада на Миусе. 
Затем сотни штурмовиков Ил-2 устремились на обработку вражеской 
обороны, а в ее глубину проносились группы пикирующих бомбарди- 
ровщиков, видимо, для нанесения удара по резервам противника и 
другим объектам, значительно удаленным от переднего края. 

И снова в воздухе сигнальные ракеты... Атака! Прижимаясь к огне- 
вому валу артиллерии, пошли в наступление танки и пехота. 

На нашем направлении противник оборонялся с особым остерве- 
нением. Частям первого эшелона с трудом удалось овладеть опорны- 
ми пунктами и продвинуться в глубину обороны противника всего 
лишь на два-три километра. Войскам пришлось преодолевать район, 
изрытый сплошными траншеями, противотанковыми рвами, нашпиго- 
ванный минными полями и опутанный проволочными заграждениями. 
Наличие господствующих возвышенностей в обороне противника за- 
трудняло наступательные действия и маневр на поле боя танковых и 
стрелковых подразделений. 

Соседи справа, судя по грохоту боя, имели значительный успех. 
Они местами вклинились во вторую оборонительную полосу немцев, 
продвинувшись на 10-15 километров». 


Богданов И.Н., «Полковой разведчик: что видел... что помню... что 
знаю...» (не опубликовано) 
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С.Г. Мирзоян — десантник, разведчик, писатель 


С.Г.Мирзоян — почетный ветеран воздушно-десантных войск, ла- 
уреат Всероссийской литературной премии «Сталинград», почетный 
гражданин Мира... Всех титулов Сурена Гарегиновича и не перечесть. 

Всю свою послевоенную жизнь он посвятил тому, чтобы просла- 
вить подвиг своих однополчан и всех защитников Сталинграда. 

«Читая книги С.Мирзояна, вновь вспоминаешь боевую молодость, 
неповторимый запах чабреца и полыни бескрайних донских степей, 
обожженных неистовым жаром солнца, твердую, как кремень, землю, 
в которой почти каждый день приходилось буквально выдалбливать 
окоп «с колена» - твою крепость, твой оборонительный рубеж» - так 
отзывается о книге «Сталинградцы — творцы Победы», изданной в 
1985 г. в Ереване, председатель президиума Совета ветеранов 62-й (8-й 
гвардейской) армии генерал-полковник А.Г.Мережко. Курсантом 2-го 
Орджоникидзевского пехотного училища он получил боевое крещение 
в тех же донских степях, тем же летом 1942-го... 

..Сурен Мирзоян, вчерашний выпускник кироваканской средней 
школы (Армения) в сентябре 1941г. по призыву ЦК ВЛКСМ добро- 
вольцем записывается в воздушно-десантные войска. На пути Сурена, 
бойца 5-й ВДБ (84-го стрелкового полка), были вражеские десанты 
на Тамани, большая излучина Дона, отступление на восток до стен 
Сталинграда с группой майора М.С.Спицына. 

На всю жизнь запомнился старшему сержанту Мирзояну его до- 
клад командующему 62-й армией В.ИЧуйкову в сентябре 42-го на 
главной высоте России — Мамаевом Кургане: «Из третьей роты в жи- 
вых осталось пять человек...» 

Но был и обратный путь с дивизией, на запад — от реки Мышковой 
по Нижнему Дону к Матвееву Кургану. Затем тяжелое ранение под 
Саур-Могилой в августе 43-го, уже в рядах 2-го гвардейского механи- 
зированного корпуса... 

После войны смыслом жизни С.Мирзояна, кандидата исторических 
наук, стало воссоздание бесценных страниц истории 33-й гвардейской 
дивизии и 2-го гвардейского мехкорпуса. Десятки лет работы в архивах, 
библиотеках и музеях, встречи и переписка с ветеранами позволили ему 
написать книги «Сталинградское зарево» (1968; 1974 г.), «Сталинградцы 
— творцы Победы» (1985 г.) о боевом пути этих прославленных соедине- 
ний на юге Советского Союза, назвать сотни имен их ветеранов. 
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И уже в начале ХХ]-го века изданы его книги «Вечный огонь жиз- 
ни», «Слава героев Сталинграда вечна». 

Их страницы открывают нам имена уже более 2,5 тысячи участни- 
ков Сталинградской битвы и наступательной операции «Дон», расска- 
зывают о многонациональном составе армий и дивизий. 

С гордостью вспоминает С.Мирзоян о том, что в составе 33-й гвар- 
дейской дивизии сражались с фашизмом сыновья 35 народов и на- 
родностей Советского Союза, и задает вопрос: ради чего сегодня нам 
забывать вместе пролитую кровь? Даже если о ней забыли многие 
лицемерные политики. 

..Сейчас Сурен Гарегинович живет в Волгограде, но часто по при- 
вычке называет его Сталинградом и, конечно, поддерживает предложе- 
ние ветеранов-сталинградцев вернуть городу имя, с которым он завое- 
вал звание героя и стал известен всему миру. Не в честь Сталина, а в 
честь великой битвы, изменившей ход Великой Отечественной войны. 


В музее-панораме «Сталинградская битва». У шефского знамени 
сталинградского комсомола 
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ГЛАВА УШ. ОТ АЗОВСКОГО ДО БАЛТИЙСКОГО 
МОРЯ 


После победы Красной Армии в Курской битве завершился корен- 
ной перелом в ходе Великой Отечественной войны, начавшийся успеш- 
ным контрнаступлением под Сталинградом в ноябре 1942 г. 

Советские войска широким фронтом двинулись на запад. 
Гитлеровское командование вынуждено было принять окончательное 
решение о переходе к стратегической обороне по линии так называ- 
емого Восточного вала, основой которого являлись оборонительные 
сооружения на правом крутом берегу Днепра". 

Сюда, к его спасительному рубежу, под ударами войск Южного 
фронта отступала и донбасская группировка вермахта — после осво- 
бождения Таганрога прорывом немецкой обороны на реке Кальмиус и 
изгнанием фашистов из городов Сталино (Донецк) и Волноваха завер- 
шилось освобождение советского Донбасса, несостоявшейся угольной 
колонии Германии. 

Начиналась битва за Днепр. 33-я гв.сд в составе 2-й гвардейской 
армии 20 сентября 1943 г. вышла к реке со сказочным названием 
Молочная — составной части того же Восточного вала. Это был по- 
следний хорошо укрепленный и выгодный для обороны рубеж вермах- 
та, прикрывающий подступы к Крыму и низовьям Днепра. 

В полосе наступления армии оказался наиболее глубокий участок 
этой обороны -— до 20 километров. Здесь проходили четыре оборони- 
тельных рубежа с оборудованными огневыми точками, противотанко- 
выми рвами, сплошными минными полями... Словом, река Молочная 
своими укреплениями ничем не уступала Миусу. 

И прорыв обороны противника здесь, на Молочной, также не удал- 
ся с одного удара и состоялся только 9 октября, после перегруппиров- 
ки сил Южного фронта. 

Командовал дивизией в боях на Молочной полковник Н.С.Угрюмов, 
получивший звание Героя Советского Союза еще в советско-финской 
войне. Под его командованием дивизия шла уже по Северной Таврии, 


* Днепр — третья по величине (после Волги и Дуная) река в Европе, протекающая 
по территории Белоруссии, Украины и России и впадающая в Черное море. Высокие 
правые (западные) берега Днепра, как, впрочем, Дона, Северского Донца и Миуса, 
намного облегчали вермахту оборону их рубежей при отступлении. 
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освобождая украинские села и хутора, лежащие в руинах, дымящиеся 
пожарищами... 

Стараясь не дать противнику уйти за Днепр, гвардейцы в сутки пре- 
одолевали по 40-50 километров. На плечах отступающих подразделений 
и частей противника «висели» подвижные передовые отряды дивизии. 

В самом начале ноября 1943 г. такие отряды от 84-го и 91-го стрел- 
ковых полков и 59-го артполка закрепились на восточном берегу 
Днепра, заняв Малую Каховку и село Британы. И почти одновременно 
передовой подвижный отряд 88-го полка с 21-й отдельной разведротой 
ворвался в черноморский город Скадовск. 

А уже 5 ноября войска Южного фронта вышли к низовьям Днепра 
и Перекопскому перешейку. Таким образом, группировка противника 
в Крыму оказалась отрезанной от основных сил вермахта на право- 
бережье Днепра. 

...До конца января 1944 г. 33-я гв.сд держит оборону на левом бере- 
гу Днепра на рубеже Каховка-Британы-Казачьи лагеря. 

Активных боевых действий здесь не происходило. Гвардейцы 
быстро обжили низменный левый днепровский берег, его плавни 
и старицы. С целью разведки правобережных позиций и сил про- 
тивника была организована целая система наблюдательных пун- 
ктов. Не один раз и с переменным успехом совершались броски за 
«языками» через Днепр на рыбачьих лодках, а затем — по еще не 
окрепшему льду... 

После ледостава, в середине января, на левый берег стали выхо- 
ДИТЬ «.. перебежчики, группами и в одиночку. Иногда добровольно пе- 
реходившие немцы силой приводили своих унтер-офицеров. За три дня 
их перешло около двадцати человек», - вспоминает ветеран дивизии 
И.Н.Богданов. Это было что-то новое во фронтовых буднях... 

...31 января 1944 г. дивизия передается 51-й армии 4-го Украинского 
фронта и передислоцируется к Крымскому полуострову, в район 
Перекопа. В марте части дивизии вброд форсируют ледяной Сиваш, по- 
вторяя путь красных полков М.Фрунзе, в 1920 г. выбивших врангелев- 
цев с крымской земли. Первыми достигли крымского берега и завязали 
там жестокий бой с противником разведчики лейтенанта В.В.Вертеля 
(88-й гв.сп), удерживая плацдарм до подхода основных сил дивизии. 

...8 апреля 1944 г. войска 4-го Украинского фронта начинают опера- 
цию по освобождению Крыма от фашистских захватчиков, почти два 
года оккупировавших полуостров. 
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Главный удар наносит 51-я армия с плацдарма на южном берегу 
Сиваша. 33-я гвардейская дивизия в составе армии успешно наступает 
на Джанкой, участвует в освобождении Симферополя, Бахчисарая. 

Противник, прикрываясь арьергардами, оказывает упорное сопро- 
тивление, пытаясь остановить наступление наших войск. Так, в районе 
хуторов Ак-Тачи и Нейдорф фашисты сосредоточили крупные силы 
пехоты и артиллерии на заранее подготовленном рубеже. Атака в лоб 
у стрелковых батальонов 88-го гвардейского стрелкового полка (ко- 
мандир — Герой Советского Союза подполковник Е.И.Мандрыкин) не 
получилась. 

Тогда, используя холмистую местность, взвод автоматчиков лейте- 
нанта А.К.Румянцева ночью зашел к врагу в тыл, совершив обходной 
восемнадцатикилометровый марш-бросок. Затем с фронта и право- 
го фланга на противника обрушился артиллерийский и минометный 
огонь. Противник начал отступать, но тут «заговорили» автоматчики 
Румянцева. Противник заметался в поисках выхода из ловушки. 

В этих боях особенно отличились старший сержант Калабухов, 
рядовые Калимбет, Бережной, Горячев (к сожалению, время не 
оставило нам имен этих бойцов). Мастерски действуя в тылу врага, 
они сумели посеять панику в его подразделениях. 

В результате двухдневных боев были уничтожены до двух батальо- 
нов противника, 70 солдат и офицеров сдались в плен, были захвачены 
6 исправных автомашин, сотня лошадей и другие трофеи, перерезана 
шоссейная автодорога в районе села Айбары. 

Здесь же, у этого села, был ранен комдив Н.С.Угрюмов, командова- 
ние дивизией принял полковник П.М.Волосатых. 

...И вот перед частями дивизии Мекензиевы горы на подступах к 
Севастополю. Цветущие в начале мая склоны гор — и врытые в землю 
на этих склонах фашистские танки... 

Здесь, среди цветущих абрикосовых садов, группа из пятерых 
бойцов 91-го стрелкового полка во главе с гв.старшим сержантом 
Л.Валиевым 5 мая 1944 г. уничтожила вражеский ДЗОТ и стала выби- 
вать немцев из расположенных по склону горы в несколько ярусов око- 
пов. В третью по счету траншею Валиев ворвался уже один... Четыре 
часа до подхода подкрепления держался здесь старший сержант, от- 
бивая атаки немцев очередями из автомата и гранатами, а потом и 
трофейными минами, используя их вместо гранат. «Леонид Валиев 
совершил беспримерный подвиг. Он погиб, дорого отдав свою жизнь. 
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Вокруг траншеи, где дрался Валиев, немцы оставили шестьдесят тру- 
пов» - писала дивизионная газета «Знамя Победы». 

Через месяц Указом Президиума Верховного Совета СССР Леониду 
Валиеву, отважному сыну Татарстана, было присвоено звание Героя 
Советского Союза (посмертно). 

..9 мая 1944 г. с отбитого у врага укрепленного района на 
Мекензиевых горах части дивизии, перейдя в наступление, на плечах 
фашистов ворвались в разрушенный Севастополь, выбив противника 
из Корабельной слободы, а уже к 15 часам вышли к бухте Южная. К 
вечеру немецкие войска прекратили сопротивление и стали сдаваться 
в плен. Ликование заполнивших город советских бойцов было неопи- 
суемо. Сначала редкими одиночными выстрелами, а затем сплошным 
огнем бойцы Красной Армии салютовали своей победе. В стрельбу 
втянулись зенитки и даже несколько реактивных установок — «ка- 
тюш», сыгравших свою ноту со стороны Корабельной слободы. Это 
была, пожалуй, репетиция грандиозного фейерверка Победы, до кото- 
рого оставался ровно год. 

Вечерний выпуск Совинформбюро лаконично сообщил: «Войска 4-го 
Украинского фронта... в результате трехдневных наступательных боев’ 
прорвали сильно укрепленную долговременную оборону немцев... и не- 
сколько часов тому назад штурмом овладели крепостью и важнейшей 
военно-морской базой на Черном море - городом Севастополем. Тем 
самым ликвидирован последний очаг сопротивления немцев в Крыму, 
и Крым полностью очищен от немецко-фашистских захватчиков». 

..Многие воинские соединения и части после освобождения Крыма 
и Севастополя получили почетные наименования Севастопольских, 
но среди стрелковых дивизий этого высокого звания была удостоена 
только одна — 33-я гвардейская. Сотни ее солдат и офицеров за муже- 
ство, проявленное при освобождении Крыма и Севастополя, ставшего 
городом-героем, были награждены орденами и медалями. 


Жжх 


..После завершения боев в Крыму 33-я гв. стрелковая дивизия 
вновь вернулась в состав своей родной 2-й гвардейской армии и вместе 
с нею была выведена в резерв Ставки Верховного Главнокомандования 
в Смоленскую область, в район городов Дорогобуж и Ельня. 


* В 1941-42 гг. вермахту понадобилось 250 дней, чтобы сломить оборону защитни- 
ков Севастополя и занять город. 
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И вновь по программе подготовки резерва — пополнение, занятия 
по боевой и политической подготовке, учения — теперь уже с учетом 
специфики боев в условиях лесисто-болотистой местности. Степная 
эпопея, начатая под Сталинградом, для дивизии закончилась в Крыму. 

В ходе грандиозной по своим масштабам Белорусской наступательной 
операции Красная Армия в начале июля 1944 г. освободила большую 
часть Белоруссии, вышла к границам Литвы и Латвии. Приказ о передаче 
ее 1-му Прибалтийскому фронту получила и 2-я гвардейская армия. 

Стремясь остановить советское наступление в Прибалтике, не- 
мецкое командование непрерывно подбрасывало сюда свежие силы. 
Отбивая их удары, 2-я гвардейская армия в соответствии с директивой 
Ставки в августе 1944 г. заняла оборону в районе литовского города 
Шяуляй. 

Группировка противника, противостоящая армии, насчитывала до 
250 танков, что позволяло ему наносить сильные удары по советской 
обороне. Борьба с вражескими танками снова стала задачей номер 
один, как в свое время под Сталинградом. 

И дивизия боролась с ними уже традиционными приемами. Вновь 
отличились артиллеристы гв.майора И.С.Рейера, а также батарея гв.ст. 
лейтенанта В.Н.Офрина, расстрелявшая целую колонну вражеских 
танков и бронетранспортеров. 

Во всех частях создавались, как и летом 42-го в большой излучине 
Дона, группы истребителей танков. В них входили самые опытные и 
смелые бойцы. Ночью такие истребители пробирались через линию 
фронта и на стоянках гранатами и бутылками со «смесью Молотова» 
уничтожали вражеские танки и самоходные орудия вместе с экипа- 
жами. Только в 33-й гвардейской дивизии таких групп было около 
пятидесяти. 

Здесь, в Шяуляйском районе Литвы, совершил свой подвиг стре- 
лок 84-го полка П.Л.Литвинов. Защищая важный узел дорог, он уни- 
чтожил до 30 вражеских солдат, а когда на него пошли семь танков, 
связкой гранат подорвал головную машину, но и сам погиб. Звание 
Героя Советского Союза было присвоено П.Л. Литвинову посмертно. 

Бои под Шяуляем подробно описаны бывшим начальником кон- 
трразведки «Смерш» дивизии И.Л.Сигаревым в его рукописной книге 
«От Сталинграда до Кенигсберга». В этих воспоминаниях много эпи- 
зодов, посвященных разведчикам дивизии, которым все чаще приходи- 
лось брать «языков» в бою, настигая их в атаках, первыми врываясь во 
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вражеские окопы и населенные пункты, занятые фашистами, забрасы- 
вая гранатами бронетранспортеры и автомашины противника из засад. 

Особой смелостью отличался взвод разведчиков 88-го полка. 
Командир этого взвода гв.ст.лейтенант В.В.Вертель прошел с дивизией 
весь ее нелегкий путь от Ейска до Кенигсберга. Разведчики его взвода 
ЛТ.Майборода и А.П.Солод стали полными кавалерами ордена Славы. 

После тяжелых оборонительных боев под Шяуляем дивизия в 
октябре 1944 г. участвует в освобождении литовских сел и горо- 
дов Кельме и Шилуте. Здесь, у Шилуте, героически погиб пулемет- 
ный расчет 84-го полка, вступивший в единоборство с танковым 
десантом противника. Его израненный командир гвардии сержант 
М.П.Могильный до последнего отбивал атаки врага, чем обеспе- 
чил успешное наступление полка, и был удостоен звания Героя 
Советского Союза (посмертно). Это был уже второй Герой дивизии, 
похороненный в литовской земле. 

...Уже от устья реки Неман командование фронта отправляет диви- 
зию в Латвию, где она участвует в наступательных боях в Курляндии, 
«имея боевые порядки в три эшелона и ширину полосы 1800 метров» 
(по воспоминаниям И.Н.Богданова). В декабре дивизия возвращается 
к Неману, границе Литвы и Восточной Пруссии, имеющей вековую 
славу питомника немецкого генералитета, стратегического плацдарма 
Германии для интервенций на восток. Новый, 1945 г. 33-я гв. сд в со- 
ставе 2-й гвардейской армии начинает уже на 3-м Белорусском фронте. 
В начале февраля 1945 г. ударами этого фронта фашистская группа 
армий «Север» в Восточной Пруссии была разорвана на три части. 

Пробившийся к балтийскому заливу Фришес-Хофф передовой отряд 
33-й гвардейской дивизии отрезает от основных сил вражеской группи- 
ровки четыре дивизии на Земландском полуострове. В составе передо- 
вого отряда, сформированного на базе 91-го стрелкового полка, — истре- 


* В.В.Вертель, 1923 г.р., в июне 1941г. добровольно вступил в ряды Красной Армии. 
На Тамани и в начальных боях Сталинградской битвы в станице Чернышевской 
(Советской) — красноармеец 1-го батальона (комбат Н.А.Субхангулов) 6 ВДБ - 
88-го гв.сп. После присвоения офицерского звания до конца войны командовал взво- 
дом полковой разведки. Четыре раза был ранен. Награжден двумя орденами бое- 
вого Красного Знамени, тремя орденами Отечественной войны, орденом Красной 
Звезды и многими медалями. В послевоенные годы Василий Васильевич занимался 
механизацией строительства прикубанских совхозов и родного города Славянска- 
на-Кубани. Председатель городского Совета ветеранов, участник Парадов Победы 
на Красной площади Москвы в 2000, 2005 и 2010 годах. 
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бительный противотанковый дивизион под командованием гв. капитана 
А.Н. Крылова, знакомого нам по освобождению Новочеркасска. 

..Фашистское командование предпринимает отчаянные попытки 
для воссоединения своих войск. 

33-я гвардейская дивизия вынужденно переходит к обороне у же- 
лезнодорожной станции Менгетен, несет большие потери, в бою по- 
гибает командир 91-го полка гв.подполковник Н.С.Батенков... 

Штурму Кенигсберга, столицы Восточной Пруссии, еще задолго до 
Второй мировой войны превращенного Германией в сильную крепость, 
предшествует тщательная подготовка Красной Армии. Командиры всех 
рангов изучают специально построенный макет города-крепости, от- 
рабатывают план сражения в подразделениях, готовят штурмовые от- 
ряды и группы. 

Гарнизон противника насчитывал 134 тысячи человек, на его воо- 
ружении были 4 тысячи орудий и минометов, больше сотни танков, 
170 самолетов. К штурму Кенигсберга готовились четыре армии 3-го 
Белорусского фронта (командующий — маршал А.М.Василевский°). 
После напряженных боев последних месяцев укомплектованность 
стрелковых дивизий этих армий составляла 35-40% от штатной чис- 
ленности. Советские войска не превосходили врага в пехоте, но на 
их вооружении состояло 5,2 тысячи орудий и минометов, более 500 
танков и самоходных артиллерийских установок и 2400 самолетов. 

...Только после четырехдневной интенсивной авиационной и артилле- 
рийской «обработки» оборонительных сооружений крепости 6 апреля 
1945 г. начался ее штурм. Метеоусловия не дали возможности восполь- 
зоваться преимуществом в авиации в первый день штурма, но уже на 
второй день, 7 апреля, советская авиация совершила на Кенигсберг и 
морской порт Пиллау” 4758 самолето-вылетов, а на третьи сутки за 
6077 вылетов наши летчики сбросили на врага 2100 тонн авиабомб (23 
августа 1942 г. самолеты вермахта, нанося разрушительный бомбовый 
удар по Сталинграду, произвели 2000 самолето-вылетов). И всего через 
четыре дня, 9 апреля, неприступный Кенигсберг пал, не устояв перед 
огромным наступательным порывом бойцов Красной Армии. Противник 
потерял убитыми 42 тысячи, в плен сдались около 92 тысяч человек. 


* Василевский сменил на этом посту погибшего командующего фронтом генерала ар- 
мии И.Д.Черняховского, оставаясь одновременно заместителем наркома обороны СССР. 


** Пиллау - еще одна крепость и военно-морская база Восточной Пруссии на 
Земландском полуострове. Сейчас - г.Балтийск Калининградской области РФ. 
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...33-я гвардейская стрелковая дивизия, входящая в то время в 
состав 43-й армии Земландской группы войск, приняла в битве за 
Кенигсберг самое активное участие. В ходе операции она пленила 
10461 и уничтожила 4517 немецких солдат и офицеров, захватила 
большие трофеи‘. Еще 5 апреля, готовясь к генеральному штурму кре- 
пости, 84-й стрелковый полк успешно провел разведку боем. Вел его 
в бой 22-летний командир гв.майор В.И.Тимошенко, молодой кавалер 
трех орденов Красного Знамени и ордена Александра Невского. А пер- 
вым в дивизии прорвал оборону на внешнем обводе вражеских укре- 
плений Кенигсберга 88-й стрелковый полк, в ходе уличных боев он 
овладел 20-ю городскими кварталами, его командир гв.подполковник 
Д.И.Герасимчук в боях сам уничтожил несколько гитлеровцев. 

За успешное выполнение боевых задач при взятии Кенигсберга и лич- 
ное мужество оба командира были удостоены звания Героев Советского 
Союза. Вместе с ними эти высокие звания были присвоены еще трем 
бойцам 33-й гвардейской дивизии: С.И.Колесникову, И.К.Мишину и 
А.С.Кузнецову, одиннадцать бойцов после взятия Кенигсберга стали 
полными кавалерами ордена Славы (см.приложение №1). И еще сотни 
бойцов и командиров дивизии получили боевые ордена и медали. 

33-я гвардейская Севастопольская стрелковая дивизия (коман- 
дир дивизии гвардии полковник Н.И.Краснов) за мужество и отвагу 
личного состава при штурме Кенигсберга была награждена орденом 
Суворова П степени. 

Комендантом взятой крепости взамен заочно приговоренного 
Гитлером к смертной казни генерала Лаша, сдавшего «неприступ- 
ный бастион немецкого духа» русским, был назначен подполковник 
Г.П.Барладян ``, в 1942 г. бывший первым командиром 84-го стрелкового 
полка (5-й ВДБ). 


* ЦАМО РФ, 4. 33-й гв. сд, оп.1, д.1, л.10. 


** Г.П.Барладян, молдаванин, 1901(?) г.р. Семнадцатилетним юношей доброволь- 
но вступил в ряды РККА, служил в дивизии героя гражданской войны И.Э.Якира. 
В 1924г. окончил Полтавское пехотное училище, служил в погранвойсках. С на- 
чала Великой Отечественной войны командовал стрелковым полком на Северо- 
Западном фронте. С Февраля 1942 г. - командир 5 ВДБ (84-го гвардейского 
стрелкового полка), затем — заместитель командира 33-й гв.сд. С марта 1943г. 
— командир 6-й гвардейской мехбригады 2-го гвардейского механизированного кор- 
пуса. При штурме Кенигсберга командовал 57-й особой мотострелковой дивизией 
и был назначен комендантом советского гарнизона павшей прусской крепости, 
вместе с прилегающими районами переданной впоследствии Советскому Союзу и 
ставшей городом Калининградом РФ. 
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..Кенигсберг был взят, но на Земландском полуострове, «свиньей» 
вдающемся в Балтийское море, еще оставалось немало фашистских во- 
йск — восемь пехотных и одна танковая дивизия. Ультиматум маршала 
Василевского с предложением прекратить сопротивление остался без 
ответа. 

И 13 апреля 1945 г. советские войска возобновили наступление. В 
первый же день оборона противника была прорвана. 

33-я гвардейская стрелковая дивизия вела бои на левом фланге 43-й 
армии, вдоль железной и шоссейной дорог из Кенигсберга в Пиллау. 

Запомнился ветеранам дивизии бой за форт «Гросс-Холь-Штайн», 
с трех сторон окруженный земляным валом и рвом, заполненным 
водой. Пушки-«полковушки», поддержанные гаубицами лейтенанта 
И.А.Петрушева (59-й гвардейский артполк), с близкого расстояния по- 
разили огневые точки врага и загнали гарнизон форта в глубинные 
убежища. Только мощными зарядами взрывчатки подоспевшим сапе- 
рам удалось «выкурить» оттуда и взять в плен 250 немецких солдат и 
офицеров. 

..Прижимая противника одновременно к Балтийскому морю и за- 
ливам в районе Кенигсберга, 3-й Белорусский фронт продолжал насту- 
пление. И, уже почувствовав спиной холод Балтики, противник начал 
поднимать руки. 

...В одну из еще прохладных апрельских ночей к командиру 33-Й гв.сд 
полковнику Н.И.Краснову привели вышедшего ночью на позиции 88-го 
полка с белым флагом офицера 28-й немецкой легкопехотной дивизии. 

Капитан, неплохо говорящий на русском, от имени командира этой 
дивизии попросил уполномоченных для переговоров о возможной ка- 
питуляции. Конечно, полковник Краснов рисковал жизнью своих под- 
чиненных, отправляя их в логово врага, еще не определившегося в 
своих намерениях. Но игра стоила свеч. 

И вот группа наших парламентеров (начальник разведки дивизии 
майор В.Н.Скорик, командир взвода разведки 88-го полка старший 
лейтенант В.В.Вертель и переводчик рядовой Н.Ткаченко) в бункере 
командира фашистской дивизии, яростные контратаки которой гвар- 
дейцы полка отбивали еще минувшим вечером. Здесь собрался, пожа- 
луй, весь штаб дивизии. По агрессивным репликам чувствовалось, что 
многие офицеры против капитуляции и немецкий генерал колеблется, 
не зная, какое принять решение, от которого зависели теперь и жизни 
самих парламентеров. 
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Переговоры явно уже заходили в тупик, но вот В.Н.Скорик, в ко- 
торый раз излагая свои аргументы, обронил: «...Наша сталинградская 
дивизия...» Кажется, эти, приведшие к немой сцене и затянувшейся 
паузе, слова положили конец сомнениям офицеров и командира вра- 
жеской дивизии в большей степени, чем перечисленные майором со- 
лидные советские танковые и авиационные резервы. 

И уже утром к позициям 33-й гвардейской дивизии потянулись ко- 
лонны сложивших оружие немецких солдат... 

25 апреля 1945 г. войска 3-го Белорусского фронта овладели крепо- 
стью и портом Пиллау, завершив Восточно-Прусскую стратегическую 
операцию. 

..Участием в уничтожении остатков вражеской группировки на 
Земландском полуострове у Балтийского моря закончился и бое- 
вой путь 33-й гвардейской стрелковой дивизии. Здесь, в Восточной 
Пруссии, встретили гвардейцы долгожданную Победу советского на- 
рода над фашистской Германией. 

После окончания Великой Отечественной войны дивизия была пере- 
дислоцирована в город Ржев и расформирована в 1946 г. Боевое знамя 
дивизии сейчас хранится в музейно-выставочном центре Тамбовской 
области (г. Тамбов). 


СМЕРТЬ 
НЕМЕЦКИМ 
зяхвятчикям 


33 ГВАРДЕЙСКАЯ СТРЕЛКОВАЯ 
СЕВАСТОПОЛЬСКАЯ 
ОРДЕНл СУВОРОВА Лив 
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3.Г. Бурмистрова 
Цимлянский кавалер ордена Славы А.П.Солод 


Держу в руках старый любительский снимок. Из далекого 1941-го 
на меня внимательно смотрят полсотни серьезных парней и девчат. 
Цымлянские старшеклассники провожают на фронт своего учителя. 
А в июле 1942 г. почти все они станут бойцами истребительного ба- 
тальона и групповых снимков больше не будет. По-разному сложится 
дальше их судьба, но каждая пройдет через войну... 

Сейчас я расскажу об одной из этих судеб. 

..3 января 1943 г. командирский танк капитана Артема Фалюты 
на улицах только что освобожденной станицы Цымлянской первым 
встретил восемнадцатилетний Алеша Солод. Он сдал капитану пле- 
ненного им немецкого сапера и отнятую у него винтовку. 

А через два дня Алеша с 33-й гвардейской дивизией ушел осво- 
бождать Нижний Дон. Со взводом пешей разведки 88-го стрелкового 
полка за два с половиной года он прошел путь длиной семь тысяч 
километров — до чужой прусской крепости Кенигсберг. 

Уже на втором месяце этого пути за отчаянную храбрость в боях 
под Новочеркасском Алексей получает свою первую медаль «За отва- 
гу», а вскоре — и вторую. Фронтовики знают цену этим медалям. 

А строки наградных представлений А.П.Солода в 1944-45 гг. ду- 
блируются на страницах книги «Они прославили Родину» (Ростов-на- 
Дону, 1975, кн.3). 

.. апреля 1944 г. у крымского города Джанкой гвардии ефрейтор 
Солод одним из первых ворвался в населенный пункт Кужюке-Татар, 
из автомата уничтожил 5 гитлеровцев, двоих взял в плен. Уже на 
другой день в тылу противника уничтожил пулемет и трех фашистов 
и трех пленил. 

28 апреля 1944 г. награжден орденом Славы 3-й степени. 

...В ночь на | августа того же года, уже в Литве, у населенного 
пункта Гринкишкис противотанковой гранатой подорвал вражескую 
автомашину, в наступательных боях июля-августа уничтожил свыше 
10 пехотинцев противника, подавил несколько огневых точек. 

5 сентября 1944 г. награжден орденом Славы 2-й степени. 

...2 февраля 1945 г. в ходе боя у населенного пункта Транквиту (5 
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километров северо-западнее Кенигсберга) обнаружил неприятельскую 
засаду, незаметно обошел ее и, атаковав с тыла, уничтожил 7 гитле- 
ровцев, а остальных обратил в бегство. 

22 марта 1945 г. награжден вновь орденом Славы 2 степени, хотя 
по своему статусу этот орден вручался последовательно, и за второй 
степенью должна была следовать первая. Но произошла какая-то до- 
садная ошибка и справедливость восторжествовала лишь много лет 
спустя: 23 сентября 1969 г. Указом Президиума Верховного Совета 
СССР А.П.Солод был перенагражден орденом Славы 1 степени. 

В 1947 г. Алексей Пудович демобилизовался и вернулся в родную 
станицу. Сорок лет работал сначала сварщиком (и долгое время счи- 
тался лучшим сварщиком Волго-Донского пароходства), затем масте- 
ром на местном судомеханическом заводе. 

Полный кавалер ордена Славы А.П.Солод также награжден ордена- 
ми Отечественной войны 1 степени, Красной Звезды и «Знак Почета», 
многими медалями. 

Алексей Пудович — участник Парадов Победы на Красной площади 
гор.Москва 1945 и 1995 гг. Бронзовый бюст героя установлен на аллее 
Славы г.Цимлянска, на доме 14 по улице Черняховского, где он жил 
долгие годы, установлена памятная доска. А в Москве, на Поклонной 
горе, в Зале Героев золотыми буквами выбита и его фамилия. 
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ГЛАВА [Х. ВМЕСТО ЗАКЛЮЧЕНИЯ, 
ИЛИ ИСТОРИЯ ПРОДОЛЖАЕТСЯ 


..На боевом пути длиною в восемь тысяч километров (от 
Сталинграда до Кенигсберга) 33-я гвардейская Севастопольская ор- 
дена Суворова стрелковая дивизия навеки оставила 22 тысячи своих 
бойцов и командиров. 

Этот путь обозначен теперь братскими могилами в хуторах и ста- 
ницах Чира, Дона и Волги, на Маныче, Миусе и Молочной, на Днепре 
и Сиваше, под Севастополем и в Прибалтике. На местах былых сраже- 
ний выросли новые города и поселки, раскинулись рукотворные моря, 
колосятся хлеба, давно заросли и осыпались окопы. 

И хотя в гигантском гибельном водовороте войны навсегда терялись 
следы не только отдельных людей, но и целых полков, дивизий и кор- 
пусов, память о 33-й гвардейской дивизии жива. Жива в памятниках, в 
школьных и краеведческих музеях, в книгах и воспоминаниях, остав- 
ленных нам ветеранами. Правда, состояние большинства этих памятни- 
ков, установленных на пути дивизии, оставляет желать лучшего. 

Это касается и первого, самого дорогого ветеранам, памятника в 
станице Советской Ростовской области. Над его чеканными барельефа- 
ми и архитектурой всерьез поработал коллектив Ворошиловоградского 
художественного фонда еще в 1982 г. Взметнувшуюся над донской сте- 
пью стелу, облицованную мраморными плитами, венчает макет ордена 
Отечественной войны. 

У подножия памятника на литой плите лаконичная надпись: 
«Воинам 33-й гвардейской стрелковой дивизии. 1942 год». Мастера 
братской Украины на совесть потрудились над созданием этого не- 
большого мемориала. Только вот ухаживать за ним и благоустраивать 
его, похоже, некому. Художник, помещая фотографию памятника на 
обложку книги, вынужден был «зачистить» весь фоновый «пейзаж», 
сохранившийся без изменений, пожалуй, с тех самых далеких соро- 
ковых годов. Так и не дождались ветераны дивизии ни ограды у своей 
святыни, ни сосновой рощицы, обещанных не одним уже поколением 
администраторов. ...А ведь памятник достоин лучшей участи — здесь 
начиналась Сталинградская битва, изменившая ход всей Второй миро- 
вой войны и в итоге — судьбу человечества. 

Но не объявлен еще патриотизм в России национальной програм- 
мой, а настоящая память и уважение к собственной истории — они то 
ли есть, то ли их просто нет. 
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Музеи... Хорошо оборудованных школьных музеев с экспозицией 
33-й дивизии немало. Это, например, военно-исторический музей 2-й 
гвардейской армии в средней школе № 9 г. Севастополя, школе № 19 
г. Тамбова; музей Сталинградской битвы в школе № 54 г. Краснодара, 
музеи боевой славы 33-й дивизии в школе № 152 г. Самара и школе- 
интернате г. Цимлянска. 

А в наших сельских школах... В них, как правило, учителя- 
энтузиасты собранные многими десятилетиями материалы хранят ча- 
сто в крошечных и неприспособленных для этого помещениях, кото- 
рые трудно и назвать-то музеями или комнатами боевой славы. 

Уже верно подмечено сельчанами — если у главы администрации 
(или поселения) голова болит прежде всего за урожай на своей част- 
ной (или арендованной) земле — и памятника бойцам, павшим на этих 
полях, в бурьяне не увидеть, и комнаты для музея в таком поселении 
не найдется... 

Но хочется привести другой пример. В хуторе Калмыковском 
(Клетский район Волгоградской области), в котором с июля по ноябрь 
1942 г. не прекращались жестокие бои Сталинградской битвы, создан 
замечательный школьный музей. Многоплановая экспозиция музея 
рассказывает о богатой истории самого хутора и его казачьих дина- 
стиях, о причастности к основным эпизодам Сталинградской битвы. В 
материалах музея — наглядные карты боевых действий на территории 
района, воспоминания бойцов и очевидцев тех трагических событий в 
большой излучине Дона. До сих пор заметно пополняется экспозиция 
и боевыми реликвиями — дети несут в музей свои военные находки, 
которых немало еще в окрестных полях... 

И во всем этом заслуга руководителя краеведческого музея школы 
Ларисы Константиновны Колушкиной. За активное участие в военно- 
патриотической работе Ларисе Константиновне присвоено звание по- 
четного ветерана 33-й гвардейской дивизии. 

Но вот книг об истории Сталинградской битвы и этому музею явно 
не хватает. Только где их взять? Давно исчезли из букинистических 
отделов и не переиздаются сейчас в новой России военные мемуары 
советских маршалов В.ИЧуйкова и Н.И.Крылова, К.К.Рокоссовского 
и С.С.Бирюзова, работы академика А.М.Самсонова. Из-за неболь- 
ших тиражей не так легко найти книги современных российских 
историков-писателей, пишущих о Сталинградской битве — Сергея 
Былинина, Михаила Барятинского и последние работы Алексея 
Исаева, основанные уже на рассекреченных приказом Министра обо- 
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роны РФ А.Э.Сердюкова документах, без пропусков, так сказать, и 
умолчаний. 

Полки книжных магазинов в России еще по традиции «лихих» 90-х 
забиты макулатурой перебежчика Виктора Резуна («Суворова»!) и похож- 
дениями сегодняшних Натов Пинкертонов. Да и в учебниках истории, по 
которым сегодня учатся наши дети и внуки, теме Великой Отечественной 
войны отведены всего семь сухих параграфов, считанные часы. 

Поэтому хочется надеяться, что эта работа дойдет до библиотек и 
школ, расположенных на ратном пути 33-й гвардейской, и расскажет 
нашему подрастающему поколению о дивизии, сражавшейся с фашиз- 
мом на их земле. 

Может быть, она поможет этому поколению понять «чудо русского 
сопротивления», которое заставило даже американцев увидеть в со- 
ветском солдате свободного человека, сражающегося за свою страну. 
Об этом красноречиво говорили очереди добровольцев у военкоматов 
в те критические для Родины годы. 

..Автору оказалось непросто поставить точку в этом коротком рас- 
сказе о таком большом пути дивизии. История ее до конца еще не 
исследована, далеко не все имена названы. 

Теперь и Интернет знакомит нас с до сих пор неизвестными именами 
воинов дивизии, с их внуками и правнуками, вышедшими на наш сайт. 


«..Уважаемый Николай Александрович! Наше поколение теряет 
память о героических годах нашей истории и вместе с памятью те- 
ряет себя... - пишет внук ветерана 33-й гвардейской стрелковой 
дивизии И.Ф. Ложечкина, двадцатишестилетний Антон Тихонов из 
г. Н. Новгород. - Осознание того, что я, выросший в семье ветерана, 
не знаю всех фактов и подробностей его военного пути, пришло ко 
мне только недавно». Но ведь пришло! Будем надеяться, что Иван 
Федорович, чудом уцелевший в боях под Чернышевской, еще многое 
расскажет внуку о той страшной войне. 

И Антон не просто нашел наши материалы в Интернете, ему удалось 
выяснить даже судьбу пропавшего без вести у той же Чернышевской 
дедова друга Киреева Ильи Михайловича, попавшего в плен и по- 
гибшего в шталаге (концентрационном лагере) немецкого города 
Форелькруг. 


Ученица 7-го класса Сильвестрова Анастасия (г. Козьмодемьянск 
Республики Марий Эл) пишет о своем прадеде, Седове Иване 
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Петровиче: «В нашем семейном архиве хранятся документы, личные 
вещи, ордена и медали прадеда, а также две записные книжки, ко- 
торые он вел во время Великой Отечественной. Он прошел войну от 
начала до конца, но о Сталинградской битве в записной книжке напи- 
сано очень мало, видно, ему некогда было писать. Он кратко написал, 
что прибыл в 33-ю гвардейскую стрелковую дивизию...» 


..Но чаще пишут нам потомки погибших или пропавших без вести 
в военное лихолетье героев, совершивших свои солдатские подвиги, 
но не вышедших из окружения, не вернувшихся из боя. Миллионы 
опубликованных в ОБД «Мемориал» документов о потерях Красной 
Армии в годы войны намного расширили их поисковые возможности. 


Андрей Балановский, г.Москва: «Много лет мы вместе с отцом 
разыскиваем хотя бы примерное место гибели или любые подробности 
судьбы моего деда — Балановского Николая Игнатьевича, младшего 
политрука пулеметной роты 91-го гвардейского полка, пропавшего без 
вести в августе 1942 г.» Вот и треугольник последнего солдатского 
письма жене с датой на штампе 1.08.42. Письмо отправлено еще из 
большой излучины Дона, с его правого берега. Переправился ли по- 
литрук на восточный берег? К сожалению, Андрей, на этот вопрос 
сейчас уже никто, пожалуй, не ответит. 


О трагической судьбе своего деда Загайнова Михаила Павловича, 
стрелка того же 91-го полка, из ОБД «Мемориал» узнал его внук 
Загайнов Олег Леонидович (г. Братск). Прах деда, погибшего 1.01.1943 
года на рубеже реки Цимла, покоится в братской могиле в центре дон- 
ской станицы Новоцимлянская. За памятником, под которым захоро- 
нены 183 бойца дивизии, павших на рубеже реки Цимла, ухаживают 
ученики местной школы и работники АО «Новоцимлянское». 


«Прошу установить место захоронения моего дяди — Маслова 
Василия Константиновича, умершего от ран 13.01.1943 г. в хут. 
Паршиков Цимлянского района. Посылаю Вам копию выписки из кни- 
ги потерь офицерского состава 33-Й гв. сд» - С.В/Черноусов, г.Москва. 

Сергей Владимирович может побывать на могиле дяди. Цимлянский 
райвоенкомат подтвердил факт захоронения гвардии лейтенанта 
В.К.Маслова в братской могиле хутора Паршиков. 
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Баранова И.А., г. Москва: «Я узнала, что мой дед, старший сержант 
Фролов Петр Семенович, рожденный в 1904 г. в Пензенской области, 
воевал в 33-й гвардейской дивизии. На сайте «Мемориал», как и в по- 
лученной моей бабушкой похоронке, указано, что он погиб 21 января 
1943 г. и похоронен в станице Нижне-Кундрюченской (большой список 
бойцов дивизии с тем же местом гибели). Хотелось бы знать обстоя- 
тельства гибели деда». 

Мемуары С.Г. Мирзояна и Н.П. Тыновского рассказывают о же- 
стоких боях за эту станицу с большими потерями обеих сторон. 
Н.П.Тыновский отмечает фамилии шести командиров и замполитов 
подразделений 91-го стрелкового полка, отличившихся при освобожде- 
нии Нижне-Кундрюченской, означавшем, что дивизия прочно закрепи- 
лась на важнейшем тогда рубеже — западном берегу реки Северский 
Донец (см. главу «Операция «Дон»). 

За предыдущие десять дней боев (с 10 по 20 января 1943 г.) части 
дивизии уничтожили не менее 1000 вражеских солдат, подбили и со- 
жгли 14 танков и бронемашин противника, захватили 21 автомашину, 
8 пушек и 22 пленных... Потери дивизии в этих боях были сравнимы 
с потерями в большой излучине Дона. 


Одним из первых в самом начале юбилейного 2010 г. я получил 
письмо из Башкортостана. Его автор Ж.Н. Гильманова (г. Ишимбай) 
на страницах только что опубликованных в Интернете глав этой кни- 
ги’ увидела имя своего не вернувшегося с войны отца, гвардии ка- 
питана Насыра Абдулловича Субхангулова, командира 1-го батальона 
88-го стрелкового полка, батальона, почти полностью погибшего под 
Чернышевской (см. главу «Сталинградский рубеж»). Сам капитан про- 
пал без вести в августе 1942 г. - по свидетельству В.3. Ломовского и 
М.И. Ржавского. 

Теперь Жанна Насыровна мечтает увидеть те донские степи, где 
воевал ее отец. И мы с 3. Г.Бурмистровой надеемся ей в этом помочь. 
А внучка капитана Светлана, журналист из Уфы, задумала снять доку- 
ментальный фильм о своих поисках деда, о передовом отряде и самой 
33-й гвардейской стрелковой дивизии. 


И уже перед сдачей книги в печать из Ульяновска пришло письмо, 


* ЦАМО РФ, $.33-й гв. сд, оп.1, д.1, л.38. 


** См. ссылку №Ир: / /а1.Агорбох.сот/и/3280305/Етва.4ос на страницах сайта вю. 
загке[.ги. 
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а затем и эмоциональный рассказ Людмила Бакураевой: «Низкий по- 
клон Вам за 33-ю гв. сд! На пути к Победе длиною восемь тысяч ки- 
лометров дивизия потеряла 22 тысячи своих бойцов... Среди них мой 
дядя, которому не было и двадцати — Николай Лысых. В 33-й дивизии 
он с самых начал, первые письма — из Пятигорска... На его пути был 
Сталинград, где, по его словам, почти никого не осталось. Но погиб он 
| августа 1943 г. и похоронен в Донбассе. Помогите установить место 
захоронения, хочется приехать и поклониться его светлой памяти, по- 
стоять на том пятачке земли, где в последний раз он видел солнце, 
вспоминал родных, любил Родину и отдал жизнь за ее освобождение.» 

Рассказом Людмилы, «плачем Ярославны», я и хочу закончить 
эту книгу памяти о дивизии, прошедшей целый ряд известных опе- 
раций Великой Отечественной войны (Сталинградская битва, опера- 
ция «Дон», прорыв «Миус-фронта» и сражение за Донбасс, освобож- 
дение Левобережной Украины, Крыма и Севастополя, Прибалтики и 
Восточной Пруссии), книгу о дивизии, ушедшей в нашу с вами исто- 
рию. 
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Черно-белые мгновенья 


Мои глаза так похожи на твои. Они цвета черемухи, что растет 
у нас на Тамбовщине. Они вобрали в себя темноту тамбовских но- 
чей. Они такие же карие, как были у тебя. Ты знаешь, дядя, я, твоя 
племянница Людмила, уже вдвое старше тебя, а ты навечно остался 
19-летним. Сегодня я буду рассказывать тебе о тебе, о твоем боевом 
пути в той далекой войне. 

Ты пришел в мою жизнь лишь в пересказах устных да в серой 
прозе фронтовых писем. Война. Что мы о ней знаем? Что бы ты мне 
рассказал о ней? Желтеют снимки тех далеких лет в нашем семейном 
архиве, который достался мне от твоих родителей, моих бабушки и 
дедушки, но открываются предо мной те черно-белые мгновенья. 

Давно отгремели залпы войны. Но не гаснет память людская. Пока 
мы будем помнить, будет существовать род человеческий, не погас- 
нет смысл бытия. В Православии есть праздник Радуница — день 
поминовения. На Руси издавна помнили тех, кто положил на алтарь 
Отечества самое дорогое — жизнь. Это погибшие в бою солдаты, их 
непрожитые биографии, несбывшиеся надежды, ненаписанные кни- 
ги, неродившиеся дети... Павшие на ратном поле считались святыми 
людьми. И сколько бы ни прошло лет, благодарные потомки склоняют 
головы перед прахом павших. 

9 мая, в день самого великого праздника, самого светлого и самого 
горького (со слезами на глазах!) я ежегодно хожу на парад с мамой и 
дочкой. Затем мы идем к солдатскому обелиску. Это адрес памяти о 
тебе, наш дядя и брат. Мы приходим поклониться тебе сюда, ибо до 
сих пор не знаем, где твоя могила. 

Как это много — 65 долгих лет. Целая человеческая жизнь, на- 
полненная страданиями и радостями, болезнями и рождением детей, 
отделяет нас от самого первого Дня Победы. 

Та проклятая война напоминает о себе до сих пор: то твоими 
письмами-треугольниками, которые я уже знаю наизусть, то откли- 
ком парней-поисковиков чуть постарше тебя с Украины, той самой 
Украины, где ты сложил свою голову, то этой неожиданно найденной 
в Интернете и еще не напечатанной книгой о твоей стрелковой диви- 
ЗИИ... 

В семейном архиве хранятся пожелтевшие твои черно-белые фото- 
графии. Смотрят с них на меня глаза цвета черемухи... И будто вопро- 
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шают: «Гы помнишь, что я жил когда-то на Тамбовщине, там, где поз- 
же родишься и ты, звали меня Лысых Николай, так же, как ты, учил я 
детей. Ты помнишь, что я не легенда, а быль? И пусть те черно-белые 
мгновенья станут для тебя цветными!» 

Это ты ковал Победу — мой дядя Лысых Николай Афанасьевич — 
соль и кровь русской земли. В моих жилах течет и твоя кровь. Назвать 
тебя дядей, вообще-то, не поворачивается язык, ты навечно остался 
юным. Хочется, чтобы такие же юные сегодня узнали о тебе, чтоб 
открылись перед ними те черно-белые мгновенья и стали цветными. 

Я знаю тебя по рассказам моей мамы, твоей младшей сестры 
Марии, по пожелтевшим фотографиям, сделанным твоими руками, по 
военным треугольникам, которые ты писал в перерывах между боями, 
по боевому пути 33-й гвардейской стрелковой дивизии, где ты, юный 
связист, служил. По крупицам я восстанавливала твою судьбу, скла- 
дывала из лоскутков тех самых черно-белых мгновений, Николай, из 
разных источников я узнавала о тебе больше и больше. 

Семья Лысых жила в поселке Орлов Тамбовской области. И было 
у них три сына — Юрий, Александр, Николай и 2 дочери — Марфа и 
Мария. Глава семьи Лысых Афанасий Григорьевич был председателем 
колхоза в этом поселке. Верной спутницей была ему жена Евдокия 
Дмитриевна. Подрастали дети, красивые и умные не по годам. Ты, 
Николай, был последним сыном в роду. С детства ты был очень любоз- 
нательным, пошел в школу вместе со старшими братьями, хотя тебе 
было только 6 лет. Учеба давалась легко, тебе тоже хотелось учить 
ребятишек. Ты был пионером. Ты спросишь, откуда я знаю, ведь я не 
жила тогда. Но ведь открываются передо мною с фотографии те черно- 
белые мгновенья. С отличием закончил семилетнюю школу и посту- 
пил в Кирсановское педагогическое училище, что на Тамбовщине. О 
той замечательной поре в твоей жизни мне напоминают фотографии, 
с которых с улыбкой смотришь ты, мой дядя, своими глазами цвета 
черемухи... Эти фотографии ты делал сам, в те годы фотоаппарат был 
редкостью, а у тебя — был. Сколько осталось от тебя черно-белых 
мгновений! А какие стихи писал! А как ты, Николай, играл на бала- 
лайке, гитаре, скрипке! 

Но вот закончена учеба. 1940 год. Лысых Николай Афанасьевич, 
Вы уже учитель. И опять передо мною черно-белые мгновения той 
школы, где ты, юный учитель, преподавал географию всего год. Не 
пришлось тебе больше идти на урок, географию ты уже будешь изу- 
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чать в солдатском строю. Костюм учителя ты сменил на солдатскую 
шинель. 

Прекрасным июньским утром 1941 года оборвалась мирная жизнь 
советских людей. Комсомолец Лысых обращается в военкомат, что- 
бы добровольцем идти на фронт. И уже 25 сентября 1941 года тебя, 
Николай Афанасьевич, провожали на войну. Смотрю на пожелтевшую 
фотографию. Остановись, черно-белое мгновенье! Смотрят на меня, 
уже с небес, родные мне люди. Глаза у двух похожи на мои, они 
карие-карие. Лица их печальны, ведь радости мало, последний из рода, 
младшенький — уходит в вечность. Эту фотографию твой старший 
брат Юрий пронесет сквозь блокадное кольцо Ленинграда. Согревать 
его будут родные лица и карие-карие глаза. 

Первое твое письмо-треугольник датировано октябрем 1941 года. 
На выцветшем тетрадном листе многие слова сильно поблекли, да и 
написаны они простым карандашом. С трепетом и болью перечитываю 
письмо. Вначале была учеба в Пятигорске, где тебя учат десантному 
делу, связи. Ты пишешь о красотах гор Машук и Бештау, посыла- 
ешь карточки и одну из них с видом Эльбруса просишь сохранить 
тебе на память. Мы сохранили на память! Только ты не вернулся с 
той проклятой войны, мой дядя с карими глазами. Ты наша вечная 
боль и великая гордость! Далее в письме ты пишешь: «Наше дело 
разбить Гитлера окончательно». Перечитываю эти фамильные письма- 
реликвии, удивляюсь и завидую, какими были советские люди, в том 
числе и ты, юный педагог-связист. Вот твое письмо от 10.03.1942 года. 
Цитирую его: «Вы снова обо мне... Зря вы так беспокоитесь, я уже 
не маленький, мне уже ведь 19-й год идет. А в этой войне должны 
участвовать все от мала до велика. Вы ведь знаете, какие лишения 
и издевательства переносят наши граждане в захваченных немцами 
районах. Наша обязанность освободить их от двуногих шакалов. Живу 
хорошо, здоров.» Здесь же ты высылаешь фотографию, а на обороте 
незамысловатые стихи, написанные твоей рукой. Позволь, дядя, я их 
прочту тебе через многие десятки лет: 


Эта память долго, долго 
В моем сердце будет жить, 
Что пошел я в год суровый 
Своей Родине служить! 
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В письме ты спрашиваешь о братьях, которые воюют на разных 
фронтах. Юрий защищает город Ленина, он моряк-балтиец. Александр 
громит фашистов с воздуха, он летчик и весной 1945-го будет штурмо- 
вать Берлин. Они вернутся с войны победителями. Но это все будет 
потом... А у тебя, младшего, пока впереди — Сталинград. Жестокие 
бои, потеря друзей, кровь, пот, пепел пожарищ. 

Одно слово Сталинград вызывает у меня бурю эмоций... 

Смотрю на карты боев, читаю записи оставшихся в живых и среди 
них вижу тебя, юного дядю. Глаза у тебя карие-карие, цвета черемухи, 
а в них ненависть к врагам. 

Твоя 33-я гвардейская стрелковая дивизия в составе 62 армии ле- 
том 1942 года стала мощной преградой для немцев на подступах к 
Сталинграду. Ты и твои товарищи отбивали в день по 15-20 танковых 
атак врага. Только в июле вы уничтожили тысячи фашистов, подбили 
100 танков. Своими боями в большой излучине Дона, а затем в между- 
речье Дона и Волги на целый месяц задержали продвижение врага к 
Сталинграду. К сентябрю вас осталось три тысячи от 12,5, но твоя «ди- 
кая» дивизия, ты с товарищами были еще боеспособны и продолжали 
сражаться в самом Сталинграде, в районе вокзала и одно время — на 
легендарном Мамаевом Кургане... 

Во второй половине сентября остатки вашей дивизии, всего-то ты- 
сячу человек, собрали под Тамбовом, в твоей родной области... 

А дома ждали писем с фронта, а их не было полгода. Только фрон- 
товые сводки. Но вот осенним днем 1942-го родителям на поселок с 
ближайшей железнодорожной станции принесли записку. Писал ты, 
Николай, что вы едете на переформирование под Тамбов. Моя мама, 
твоя сестра, рассказывает: «Мне было тогда 14 лет. Мы поехали к 
Николаю на свидание в Трегуляевский лес, где они расположились на 
отдых. Лицо его я плохо помню, зато запомнила, как мама зашивала 
ему брюки. Брат рассказал, что писем от него не было потому, что 
их часть долго была в окружении. Выбирались, кто как мог. В живых 
остались немногие... И вот на пути — речка. Он переплыл ее и на бе- 
регу стал выливать воду из сапога. Вдруг выстрел и по груди чиркнула 
пуля. От смерти спас комсомольский билет, который находился в на- 
грудном кармане вместе с другими документами. Билет и документы 
разорваны пополам, а рана на груди неглубокая. Он добрался до своих 
и вместе с другими бойцами был отправлен в тыл.» И вот ты в род- 
ном краю, «земной рай» в Тамбовской области и свидание с семьей. 
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Боевая подготовка от зари и до зари. Присяга боевому знамени. Твоя 
33-я гвардейская стрелковая дивизия входит в состав формируемой 
2-й гвардейской армии. Митинг и честь обсудить и принять законы 
Советской гвардии. В середине декабря 1942 года ты снова идешь на 
Сталинградский фронт. Зимой ты и твои боевые товарищи совершили 
тяжелый форсированный марш, пройдя от мест выгрузки до районов 
сосредоточения 200-280 км. Простывший, с чирьями по телу, что ни 
встать ни лечь, но ты прошел этот путь, о чем позже сообщишь род- 
НЫМ. 

С боями дивизия двигалась вперед. Шаг за шагом, с опозданием 
почти в семьдесят лет, я иду твоими фронтовыми дорогами. И греют 
меня твои карие-карие глаза. Ты участвуешь в разгроме Манштейна. С 
конца декабря твоя 33-я гвардейская стрелковая дивизия начала осво- 
бождение Ростовской области. 17 февраля 1943 года ты с товарищами 
освободил Матвеев Курган. Дивизия была сильно ослаблена боями, 
не хватало боеприпасов, продовольствия. Нарушена связь с тылом. 21 
февраля дивизию вновь вывели в резерв на отдых и пополнение. 

И вот в июле еще одна попытка Красной Армии прорвать «Миус- 
фронт», определенный Гитлером фронтом мести за поражение под 
Сталинградом. Дивизия сражается уже за советский Донбасс. 

Держу в руках последнюю твою весточку с той далекой войны. 
Письмо адресовано моей маме, Лысых Марии. Ты, гвардии старший 
сержант, писал сестре-студентке того самого педагогического учили- 
ща, которое закончил сам. Вот выдержки из письма: «Родина зовет и 
требует, чтобы мы очистили нашу землю от нечисти. Только теперь, 
когда мы вошли в Донбасс, мы услышали жуткие рассказы о немецком 
пребывании здесь. Только из одного района, где мы сейчас находимся, 
увезены 5000 парней и девушек от 16 лет и выше в Германию. В ствол 
одной шахты немцы бросили 500 человек. Жителей пытали, отрезали 
уши, носы, груди, загоняли иголки под ногти, жгли каленым железом, 
вырезали звезды. Не щадили и маленьких детей. А сколько они разру- 
шили! Я видел в Ростове — лучшие здания, школы, больницы, театры 
взорваны. 

Разве может быть пошада ненасытному зверю в образе человека. 

Маруся, скоро у вас экзамены. Готовься лучше, поддерживай наши 
традиции. После экзаменов помогайте колхозу в борьбе за урожай. 
Это будет вашим вкладом в общее дело борьбы с фашизмом... С при- 
ветом — твой брат-гвардеец Николай. Может быть, увидимся когда- 
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нибудь. Живы будем — не умрем.» Но увидеться вам никогда не удаст- 
ся. Так и останешься ты в памяти сестры юным, с худыми брюками, 
которые зашивала ваша мама... 

..Передо мною военные карты «Миус-фронта». К последнему лету 
твоей жизни фашисты создали здесь мощную оборону. Каждый ква- 
дратный километр земли был усеян пулеметными точками под бро- 
нированными колпаками, ДОТами, ДЗОТами, «крабами». Голая степь 
простреливалась на многие километры, тучи дыма и пыли застилали 
солнечный свет, а над полем боя стоял непрерывный грохот. 

К концу июля сюда, к Миусу, против тебя, мой дядя с карими 
глазами, дополнительно прибыли три танковые дивизии СС, из-под 
Харькова немцы перебросили еще и сотни самолетов... 

Но все же твоя дивизия заняла села Степановку, Мариновку. С 
каждым днем все больше упавших тел твоих друзей. Им уже никогда 
не подняться с этих склонов, покрытых побуревшей от жгучего укра- 
инского солнца травой. Дым от горящей травы смешался с черным 
дымом, валившим от подбитых танков. От густой пороховой гари сле- 
зились глаза, во рту появлялся горький привкус. Но вот завершился 
бесконечно долгий военный день, на израненную землю опустилась 
ночь, последняя ночь твоей жизни. О чем ты думал, глядя на звездное 
небо? А может, ты так устал за день, что провалился в сон и увидел во 
сне маму, ее глаза, отца и старших братьев, младшую сестренку, ко- 
торой ты давал наказ отлично учиться. Мне никогда этого не узнать, 
мой милый мальчик, мой дядя с карими глазами. | августа 1943 года 
— последний день твоей юной жизни. Через несколько дней тебе мог- 
ло исполниться 20, но... Нарушена связь полка с командным пунктом. 
Ты, связист, гвардии старший сержант Лысых Николай, восстановил 
эту связь ценой собственной жизни. Во имя Родины ты принял смерть. 
О чем ты думал в последние черно-белые мгновения своей жизни? 
Закрылись навеки твои карие-карие глаза цвета черемухи. Нашел тебя 
твой товарищ у восстановленной тобой линии связи. Он и сообщил 
родителям, часы твои взял себе на память, чтобы их ход напоминал 
ему стук сердца убитого собрата-связиста. Тебя похоронил, а докумен- 
ты отнес в штаб. Твоя мама, Николай, упала в обморок и пролежала 
месяц, не вставая. Твой отец потерял рассудок. Сердце сестры крово- 
точит до сего дня. Так оборвалась твоя молодая жизнь. Затем была 
похоронка. У нас в Ковыльском сельсовете, ты знаешь, где это, на века 
хранится Книга Памяти Тамбовской области. Там написано и о тебе. 
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И только спустя 67 лет благодаря сайту ОБД-МЕМОРИАЛ я узнала, 
что ты похоронен в селе Федоровка Снежнянского района Сталинской, 
ныне Донецкой области. 

Снежнянский городской совет на мой запрос ответил, что на 1.08.43 
года 33-я гвардейская стрелковая дивизия вела ожесточенные бои с 
немецко-фашистскими захватчиками южнее села Мариновка, но уже 
2.08.43 г. отступила перед превосходящими силами противника. 

А место твоей гибели, село Федоровка, на самом деле было неболь- 
шой частью Мариновки. Но в списках павших бойцов, высеченных на 
пилонах братских могил Снежнянского района, твое имя не значится. 
И никто не знает, где твоя могила. Прах смешан с кровью и пеплом 
украинской земли. А тебе не было и 20. 


И русская берет тоска 

От боли этой, как от хмели, 
Простите, братцы, что пока 
Не всех мы вас найти сумели. 


На родине, в селе Ковылка Тамбовской области, стоит обелиск, на 
котором золотыми буквами выбито твое имя. Ты, мой дядя Николай, 
погиб, но память о тебе жива, только в сердце не утихает боль. Хочется 
побывать в местах боев, найти ту дорогую могилку, поклониться свет- 
лой памяти юного учителя, связиста-гвардейца, просто брата и дяди с 
карими глазами. Найти тебя — моя честь. На моем пути мне помогают 
и такие же, как ты, юные поисковики, и депутаты Украины, и просто 
неравнодушные люди. Ты не зря погиб за Донбасс, благодарные по- 
томки помнят о тебе. И для них черно-белые мгновения становятся 
цветными. 

По тебе я выверяю свои слова и поступки, и всю свою жизнь. 
Остаться самой собой мне помогает память о тебе, мой дядя Николай 
Афанасьевич Лысых. Мы с мамой учителя, так же, как ты. Мы про- 
должили то, что ты не успел завершить, мальчик с карими глазами 
цвета черемухи. Как они похожи на мои... И черно-белые мгновения 
твоей судьбы все больше становятся цветными. 

Л. Бакураева (Голубева) 
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ПРИЛОЖЕНИЕ №1. ГЕРОИ СОВЕТСКОГО СОЮЗА 
И ПОЛНЫЕ КАВАЛЕРЫ ОРДЕНА СЛАВЫ 
33-Й ГВАРДЕЙСКОЙ СТРЕЛКОВОЙ ДИВИЗИИ 


1.Список гвардейцев, которым звание Героя Советского 
Союза за боевые подвиги в боях с немецко-фашистскими за- 
хватчиками присвоено в составе дивизии: 

1. Болото Петр Осипович, командир расчета ПТР 84-го полка, гв. 
мл. сержант, первый Герой Советского Союза в Сталинградской битве. 

2. Епанчин Александр Дмитриевич, командир 91-го полка с октября 
1942 г. по апрель 1943 г., гв.майор. 

3. Казак Дмитрий Васильевич, командир 88-го полка с октября 1942 
по апрель 1943 г., гв.подполковник, погиб при освобождении Донецка. 

4. Валиев Леонид Геонаевич, командир отделения 91-го полка, 
ст.сержант, погиб в боях под Севастополем. 

5. Герасимчук Давид Иванович, командир 88-го полка с августа 
1944 г., гв.подполковник. 

6. Колесников Сидор Иванович, стрелок, гв.рядовой 88-го полка 
(уроженец Ростовской обл., село Мартыновка). 

7. Кузнецов Анатолий Семенович, гв.сержант, командир отделения 
роты пулеметчиков 84-го полка. 

8. Литвинов Прокофий Лукич, стрелок, гв.рядовой 84-го полка, 
погиб под Шяуляем (Литва). 

9. Мишин Иван Константинович, помощник командира взвода 84- 
го полка, гв. ст. сержант, пропал без вести в боях за Кенигсберг. 

10. Могильный Михаил Павлович, командир отделения пулеметной 
роты 84-го полка, гв.сержант, комсорг батальона 84-го полка, погиб 
под городом Шилуте (Литва). 

11. Тимошенко Владимир Иванович, командир 84-го полка с марта 
1945 года, гв.майор. 

2. Список воинов, удостоенных звания Героя Советского 
Союза до прибытия в 33-ю гв. сд.: 

1. Угрюмов Николай Степанович, генерал-майор, командир дивизии 
с сентября 1943 года по май 1944 г. 

2. Волосатых Павел Михайлович, генерал-майор, командир диви- 
зии с мая по август 1944 г. 

3. Шамура Даниил Игнатьевич, в дивизию пришел командиром 
роты ПТР. Командир 91-го полка в летних боях на «Миус-фронте» и 
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освобождении Донбасса. В апреле — сентябре 1944 г. гв.подполковник 
Д.И. Шамура - командир 84-го полка. 

4. Мандрыкин Ефим Иванович, подполковник, командир 88-го пол- 
ка с марта по сентябрь 1944 г. 

5. Гамзатов Магомет Юсупович, майор, зам.командира 88-го полка 
с марта 1944 г. 

6. Новиков Иван Миронович, полковник, командир дивизии с апре- 
ля 1945 г. до июля 1946 г. 

7. Волков Семен Михайлович, командир батальона 84-го полка. 

3.Список полных кавалеров ордена Славы 33-Й гв. сд: 

1. Павлушков Николай Иванович, командир минометного расчета 
84-го полка, гв.ст.сержант. 

2. Попов Петр Андрианович, минометчик, а затем командир орудия 
88-го полка, гв.сержант. 

3. Солод Алексей Пудович, разведчик 88-го полка. 

4. Лайкин Яков Карпович, командир отделения разведки 91-го полка. 

5. Майборода Леонид Тимофеевич, разведчик 88-го полка. 

6. Иноземцев Михаил Иванович, гв.рядовой 88-го полка. 

7. Казанцев Василий Александрович, командир отделения саперно- 
го взвода 84-го полка, гв.сержант. 

8. Кныш Яков Анатольевич, помощник командира взвода 21-й от- 
дельной разведроты, гв.ст.сержант. 

9. Кульков Николай Иванович, разведчик 84-го полка, гв.рядовой. 

10. Науменко Василий Дмитриевич, командир пулеметного расчета 
91-го полка, гв.сержант. 

11. Никитин Виктор Иванович, сапер 88-го полка, гв.рядовой. 

12. Симоненко Павел Романович, автоматчик 91-го полка, гв.рядовой. 

13. Тугов Петр Иванович, командир минометного расчета 88-го пол- 
ка, гв.ст.сержант. 

14. Плясов Михаил Иванович, разведчик 21-й разведроты. 

15. Бугримов Сидор Савельевич, гв.ефрейтор 91-го сп. 

16. Ступаков Михаил Иванович, наводчик орудия 88-го сп, 
гв.рядовой. 

17. Дергачев Владимир, артиллерист 88-го сп, погиб при штурме 
Кенигсберга. 

18. Еремко Иван Акимович, разведчик 91-го полка. 

19. Кухарь Илья Спиридонович. 

20. Ермаков Александр Алексеевич, командир отделения разведчи- 
ков, гв.сержант. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ №2. ОРУЖИЕ ПЕХОТЫ 


Советской пехоте, выполняющей основную и самую трудную на 
войне задачу — уничтожение противника в ближнем бою, от старой 
русской армии достались револьвер системы Нагана, винтовка Мосина 
образца 1891г. и станковый пулемет «Максим». 

Винтовка С.Мосина, известная под названием трехлинейной, так и 
прошла с Красной Армией от Бреста до Сталинграда и от Сталинграда 
до Берлина. Обладая невысокой скорострельностью, эта магазинная 
винтовка имела такие выдающиеся для условий минувшей Первой ми- 
ровой войны качества, как высокая начальная скорость (около 800 м/сек) 
утяжеленной пули калибра 7,62 мм, обеспечивающие ей прицельную 
дальность стрельбы до 2000 метров. 

Однако первые же бои Великой Отечественной войны выявили 
огромную потребность наших войск в скорострельном индивидуаль- 
ном стрелковом оружии с дальнобойностью всего лишь 200-400 ме- 
тров. 

Этим требованиям отвечали пистолеты-пулеметы (тогда их называ- 
ли автоматами), еще до войны разработанные советскими оружейни- 
ками, но не запущенные в массовое производство. Начав их выпуск 
практически с нуля, отечественная промышленность к концу 1941 г. 
дала фронту 98 тысяч пистолетов-пулеметов, в 1942 г. уже 1,5 мил- 
лиона, и в каждой стрелковой роте на втором году войны автоматами 
полностью вооружается один взвод, в стрелковой полку — одна рота. 
Принятый к производству в начале 1941 г. пистолет-пулемет Шпагина 
(ППШ) имел дисковый магазин емкостью 71 патрон, чуть позже — и 
рожок на 35 патронов. 

Патроны для ПИШ пистолетные, 7.62-25, применяемые в самоза- 
рядном пистолете «ТТ» (Тула-Токарев) образца 1931 г., медленно, но 
менявшем в войсках почти реликтовый «Наган». «ГТ» имел скоро- 
стрельность до 40 выстрелов в минуту и требовал намного меньше 
времени для перезарядки. Прицельная дальность пистолета «ТТ», как 
и «Нагана» - 50 метров. 

В качестве группового автоматического стрелкового оружия исполь- 
зовался ручной пулемет Дегтярева образца 1927 г. (ДП - «Дегтярев, 
пехотный») с прицельной дальностью 1500 метров. 

Так же, как и мосинская трехлинейка, до Берлина дошел, а вернее, 
доехал на колесном станке легендарный станковый пулемет «Максим» 
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образца 1910/30г. с водяным охлаждением и весом более 60 кг (и это 
без патронов и воды!) с прицельной дальностью 2300 метров и темпом 
стрельбы до 600 выстрелов в минуту. И только на завершающем этапе 
войны стал применяться не такой громоздкий пулемет Горюнова образ- 
ца 1943 г. (СГ-43) — также на колесном станке и с теми же боевыми 
характеристиками, но почти на 30 кг легче. 

Против самолетов, легкобронированных боевых машин и других 
удаленных целей с успехом использовался 12,7-мм пулемет ДШК 
(Дегтярев, Шпагин — крупнокалиберный) образца 1938 г. с прицель- 
ной дальностью 3500 метров. Красноармейцы ласково называли этот 
пулемет «душкой». 

И еще один вид стрелкового оружия Красной Армии — противотан- 
ковые ружья (ПТР). Это они, наряду с гранатами фугасного и кумуля- 
тивного действия (РПГ) и бутылками с зажигательной смесью, до сере- 
дины 1943 г. были массовым противотанковым оружием Красной Армии. 

Бронебойные и бронебойно-зажигательные пули весом 64 г одноза- 
рядного ПТРД (Дегтярева) и магазинного ПТРС (Симонова) калибром 
14,5 мм на расстоянии 300 метров пробивали танковую броню тол- 
щиной до 35 мм, воспламеняли пары высокооктановых бензинов, на 
которых работали двигатели немецких танков. Обслуживал эти ружья 
весом около 20 кг расчет из двух человек. 

Компенсируя недостаток противотанковой артиллерии в начале во- 
йны, создавались роты ПТР в стрелковых полках, взводы — в стрел- 
ковых батальонах, порою формировались и отдельные батальоны ПТР. 
Немецкие танкисты всерьез опасались встреч с советскими бронебой- 
щиками. 

Но после основательного усиления брони немецких танков летом 
1943 г. противотанковые ружья им стали не страшны. В борьбе с бро- 
нетехникой вермахта эффективными оставались только артиллерийские 
орудия, производство которых в Советском Союзе непрерывно росло. 

И самые массовые из этих орудий — противотанковые пушки ка- 
либра 45 мм - «сорокапятки». Большая начальная скорость снаряда 
(до 900 м/сек) обеспечивала этим пушкам бронепробиваемость 50 
мм на расстоянии 1000 метров. И хотя основными снарядами «соро- 
капятки» были бронебойные, для поражения живой силы противника 
применялись и осколочно-фугасные снаряды. Довольно легкая (570 кг) 
пушка в бою перекатывалась расчетом вручную, часто выдвигалась 
для стрельбы прямой наводкой на открытые позиции и сама станови- 
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лась легкой мишенью для немецких танков, отсюда и прозвище ее в 
войсках - «Прощай, РодинаЪ 

Стреляла по вражеским танкам и 76-мм пушка- «полковушка» об- 
разца 1927 г. Правда, уверенно поражала она эти танки только на 
расстоянии до 600 метров, используя с 1943 г. кумулятивный снаряд, 
прожигающий броню до 100 мм толщиной — невелика была началь- 
ная скорость снаряда (390 м/сек). 

Да и главной задачей «полковушки», представительницы большого 
семейства полевой артиллерии (пушки, гаубицы, мортиры) Красной 
Армии было уничтожение живой силы и огневых средств противника, 
что она с успехом делала на расстоянии более 4 километров. 

Эту же задачу решали 76,2-мм пушки- «дивизионки» (УСВ образца 
1939 г. и ЗИС-3 образца 1942г.) с дальностью стрельбы более 13 км и 
скорострельностью 15 выстрелов в минуту. 

Самое же мощное полевое орудие в стрелковой дивизии — гаубица 
М-30 калибра 122 мм, предназначенная для уничтожения открытой и 
находящейся за укрытиями живой силы противника, для разрушения 
батарей, ДОТов, ДЗОТов и других укреплений. Выпущенный по на- 
весной траектории осколочно-фугасный снаряд весом 22 кг на расстоя- 
нии до 12 км разрывался на 1000 осколков, образуя зону сплошного 
поражения диаметром до 60 метров, а при установке взрывателя на 
фугасное действие образовывал в грунте воронку глубиной до | и диа- 
метром до 3 метров. 

К полевой артиллерии, всемерно помогающей матушке-пехоте на 
поле боя, относились и минометы — самое популярное оружие такой 
поддержки. Большая крутизна навесной траектории позволяла вести 
огонь из укрытий, «доставать» противника за скатами высот и город- 
скими зданиями. Подразделялись минометы на ротные (37- и 50-мм), 
батальонные (82-мм) и полковые (120-мм). В качестве боеприпасов для 
этих гладкоствольных орудий применялись оперённые каплеобразные 
мины, не уступающие по мощности снарядам соответствующего кали- 
бра. Отсутствие гильзы (вышибной заряд помещался в стабилизаторе 
мины) значительно увеличивало скорострельность миномета. Нужно 
сказать, что конструкции 82- и 120-мм минометов были настолько со- 
вершенны, что и после войны они еще долгие годы оставались на 
вооружении Советской Армии. 

Вот характеристики 82-мм батальонного миномета образца 1937 
года: максимальная дальность стрельбы — 3000 метров, боевая скоро- 
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стрельность — до 25 выстрелов в минуту, масса мины — 3,1 кг. Вес в 
боевом положении — 56 кг, в бою миномет обслуживался расчетом из 
пяти человек и переносился в заплечных вьюках. 

И последнее. Разработки минометов и противотанковых ружей так 
же, как и пистолетов-пулеметов, были выполнены советскими оружей- 
никами еще до войны. 

Но лишь в 1941г. было начато их массовое производство. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ №3. ФОРМИРОВАНИЯ РККА: 
ОТ ПОДРАЗДЕЛЕНИЯ ДО ОБЪЕДИНЕНИЯ 


Отделение — самое маленькое воинское формирование Красной 
Армии, имевшее штатного командира (ефрейтор или младший сер- 
жант). В артиллерии это был расчет (так, расчет 82-мм батальонного 
миномета — 5 человек), в танковых войсках — экипаж. Численность 
стрелкового отделения 9-13 человек. 

Взвод имел от 2 до 4 отделений, командовал взводом офицер — млад- 
ший лейтенант или лейтенант. Численность взвода — до 45 человек. 

Рота состояла из нескольких взводов, численность стрелковой (мото- 
стрелковой) роты 130-180 человек. В батальоне несколько рот. Но в ба- 
тальон, в отличие от отделения, взвода и роты, входили формирования 
других родов войск. Так, в стрелковом батальоне помимо стрелковых 
рот были минометная батарея, взвод связи и т.д. Батальон уже имел 
свой штаб и в зависимости от рода войск насчитывал от ста до шестисот 
человек. В артиллерии такое формирование называлось дивизионом. 

..Отделение, взвод, рота и батальон — подразделения основных фор- 
мирований Красной Армии — полков. Полк — тактическая (т.е. непосред- 
ственно ведущая бой) часть, имевшая боевое Знамя, самостоятельная в хо- 
зяйственном отношении и состоявшая из подразделений различных родов 
войск. Так, стрелковый полк, кроме 2-3 стрелковых батальонов, мог иметь 
артиллерийский дивизион, танковый батальон, разведроту, медпункт и т.д. 
Численность такого полка до 2-2,5 тысячи человек. Артполк обычно со- 
стоял из трех дивизионов по три батареи в каждом, в батарее 4-6 орудий. 

Бригада — формирование, состоявшее из одного или нескольких 
полков или батальонов и других подразделений. Однополковый состав 
бригад имели, например, 3-й воздушно-десантный корпус и механизи- 
рованные корпуса 2-й гвардейской армии. 

Дивизия — основное тактическое соединение, состоявшее из не- 
скольких полков часто различных родов войск и ряда отдельных под- 
разделений. Именовалась дивизия по преобладающему в ней роду во- 
йск (см. состав 33-й гвардейской стрелковой дивизии в главе «Начало 
пути»). Средняя численность стрелковой дивизии 8-10 тысяч человек. 
Командир дивизии - генерал-майор, но во время Великой Отечественной 
войны дивизиями иногда командовали офицеры в звании полковника, 
даже майора (см. в приложении биографию А.И.Утвенко). 

Корпус — высшее тактическое соединение, включавшее в себя несколь- 
ко дивизий и бригад (так, 1-Й гвардейский стрелковый корпус в период 
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Сталинградской битвы состоял из 24-й, 33-й гвардейских и 98-й стрелковой 
дивизий и других частей). 

Армия (как воинское формирование, а не в значении сухопутных 
войск или Вооруженных сил страны в целом) — крупное объедине- 
ние оперативного назначения. Общевойсковая армия состояла из 6-14 
стрелковых дивизий и 1-2 танковых (или механизированных) корпу- 
сов, отдельных соединений и частей различных родов войск. 2-я гвар- 
дейская армия в момент создания включала в себя два стрелковых 
корпуса (1-й и 13-й гвардейские) и 2-й гвардейский мехкорпус и перво- 
начально насчитывала 90 тысяч человек. 

В ходе Сталинградской наступательной операции в армию были 
дополнительно включены 6-й механизированный, 7-Й танковый и 4-Й 
кавалерийский корпуса, ряд других соединений и частей. Численность 
ее выросла до 120 тысяч человек. В Великую Отечественную войну 
существовали также танковые армии (первые начали формироваться в 
1942 г.), состоявшие из танковых (механизированных) корпусов, а кор- 
пуса, соответственно, из бригад. В главе «Сталинградский рубеж» упо- 
минаются 1-я и 4-я танковые армии, участвовавшие в Сталинградской 
битве. И еще: во главе армии стоит уже не командир, а командующий, 
обычно генерал-полковник. 

Фронт — высшее оперативно-стратегическое объединение, в отличие 
от предыдущих формирований существующее только в военное время 
и включающее общевойсковые, танковые и воздушные армии. Фронты 
вели крупные сражения на континентальных театрах военных действий, 
от результата которых зависел исход всей войны. Такими сражениями 
были, например, Московская, Сталинградская и Курская битвы... 

Следует отметить, что подразделения, части и соединения воору- 
женных сил Германии (вермахта) по численности значительно пре- 
восходили аналогичные советские формирования. Так, средняя чис- 
ленность военнослужащих в полках вермахта 1500-6000 человек, 
дивизиях — до 18000, корпусах — до 60000 человек. 

Современный историк Ю.Веремеев, анализируя численность лич- 
ного состава, техники и вооружения (вплоть до количества лошадей) 
советской стрелковой и немецкой пехотной дивизий, определил такую 
статистическую величину, как вес одного залпа дивизии. Так вот, при 
суммарном соотношении сил и вооружений 1:2,48 в пользу вермахта, 
вес одного залпа стрелковой дивизии РККА в 1941 г. составил 547,8 кг, 
а немецкой пехотной дивизии — 1660,6 кг. 

Разница впечатляет. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ №4 


ПАМЯТИ 33-Й ГВАРДЕЙСКОЙ СТРЕЛКОВОЙ 


ДИВИЗИИ ПОСВЯЩАЕТСЯ 


Суровая быль, все в огне и в дыму. 
Большая излучина Дона... 
Десантники здесь продолжали войну 
В июле сорок второго года. 


Вся степь сплошь покрылась свинцовым градом, 
В небо рвались сполохи жаркие. 

Целый месяц держали под Сталинградом 
Шестую отборную армию. 


Не думал Паулюс, насколько готовы 
Так яростно драться и в битве пасть, 
Что вражьи сумеют разбить оковы 
За Русь святую, за Родину-Мать! 


Земля искорежена, стонет от ран, 
Живые и мертвые рядом. 

И даже Манштейн, покорив много стран, 
Обжегся у стен Сталинграда. 


Осколки снарядов, металла, камней, 
Политые кровью и потом, 

Приказ: «На Ростов!», к Победе смелей, 
Врага не щади, пехота! 


Вернули Цимлянск, Константиновск, Аксай, 
Спасли объекты в Новочеркасске, 

Боев впереди — непочатый край. 

Когда еще будет развязка?.. 
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Матвеев Курган, «Миус-фронт» и Донбасс 

И снова для отдыха времени нет. 

Солдаты опять получают приказ: 

«Цель — только вперед! Промедление — смерть!» 


Все жарче и жарче война бушует, 
Повсюду и копоть, и гарь, и дым. 

Но тридцать третья отважно воюет, 
Сметая фашистов, идет на Крым. 


В финале - Восточная Пруссия. 
Прорвали железобетонную твердь, 
Простые наши ребята русские 
Смогли покорить Кёнигсберг. 


Поклон вам низкий от потомков! Браво! 
Простой солдат, салют тебе! 

Врага разбил ты, брат, не ради славы, 
А ради жизни на земле. 


Татьяна Мажорина, 
член Союза писателей Дона, 
г.Волгодонск 
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СПИСОК ОСНОВНЫХ СОКРАЩЕНИЙ 


А - армия (например, 62А); 

ак — армейский корпус; 

ап — артиллерийский полк; 

бат — батальон; 

БИД - большая излучина Дона; 

бр — бригада; 

ВВС - военно-воздушные силы; 

ВГК - Верховное Главнокомандование; 
ВДБ - Воздушно-десантная бригада; 
ВДК - Воздушно-десантный корпус; 


ВКП(б) —- Всесоюзная Коммунистическая Партия (большевиков); 
ВЛКСМ - Всесоюзный Ленинский Коммунистический Союз Молодежи 
(комсомол), популярная молодежная организация Советского 


Союза; 


ВЦИК - Всероссийский Центральный Исполнительный Комитет, 
высший законодательный, исполнительный и контролирующий 


орган РФ (1917-1936 гг.); 
гв — гвардейский(ая); 
Генштаб — Генеральный штаб; 
гсд - горно-стрелковая дивизия (вермахт); 


иптап — истребительно-противотанковый артиллерийский полк; 


кд — кавалерийская дивизия; 

лпд - легкопехотная дивизия (вермахт); 

мбр — механизированная бригада; 

мк — механизированный корпус; 

мд — механизированная дивизия; 

МО -— Министерство обороны; 

мсбр — мотострелковая бригада; 

отб — отдельный танковый батальон; 

отбр — отдельная танковая бригада; 

пд — пехотная дивизия (вермахт); 

ПО - передовой отряд; 

ПТР - противотанковое ружье; 

РККА - Рабоче-Крестьянская Красная Армия; 
САУ - самоходная артиллерийская установка; 
сд — стрелковая дивизия; 

ск — стрелковый корпус; 

сп — стрелковый полк; 


194 


СССР -— Союз Советских Социалистических Республик; 
ТА - танковая армия; 

тбр — танковая бригада; 

тд — танковая дивизия; 

тгд — танковая гренадерская дивизия (вермахт) 

тк — танковый корпус; 

уд. А - ударная армия; 

УР - укрепленный район. 

х - хутор; 

ЦАМО - Центральный архив Министерства обороны. 
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очка (замыкание) наклеек должна, со- 
держаться внутри Й’. Формулировка леммы сводится к тому, что 
для. любого замкнутого мноэюества и любой его окрестности, экёст- 
юую окружность можно заклеять полностью наклейками, внутри, мяг- 
кой окружности. Если такое условие выполняется, то пространство 
Х нормально. 

Доказательство. Возьмём в пространстве Х два произвольных непе- 
ресекающихся замкнутых множества Аи В. Докажем, что их можно 
погрузить в непересекающиеся окрестности, как и должно быть в [4- 
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отделимых пространствах. 

Любая точка может находиться либо в множестве В, либо в дополне- 
нии к нему Х \ В. Так как все точки множества, А находятся полностью 
вне В, то множество А полностью находится внутри Х \ В: 

АСХ \ В. 

Введём обозначения: 

Е=А, И=Х\ В. 

В этих обозначениях включение А С Х \ В записывается следующим 
образом: 

ЕСИ,. 

Множество И’ = Х \ В является дополнением к замкнутому мно- 
жеству, и поэтому открыто. Получается, что замкнутое множество К 
находится внутри открытого И’, так что выполняется условие леммы, 
в котором сказано, что существует последовательность И, И/5,... от- 
крытых подмножеств пространства Х, такая, что 

ЕС И/, ИСИ’ дляё=1,0,.... 

Подлемма. И; ПВ = ©. 

Доказательство. Мы ввели множество И’ как дополнение к Б: И’ = 
Х \ В. Множество и его дополнение не пересекаются: 

ИпвВ=@0. 

То есть, множество В не имеет общих элементов с множеством ИУ. 
Раз В не имеет общих элементов с множеством И’, то оно не имеет 
общих элементов с внутренностями множества ИУ. 

Включение И’; С И’ означает, что И’; является внутренностью И’, и 
поэтому И’; не пересекается с множеством В: 

И: пВ=®. 

Подлемма доказана. 

Вернём в выражении РЁ С Ц. И’; обозначение Г на А, имеем в итоге 
следующие соотношения для множеств А, Ви И’; 

АСИ, ВПИ, =, 1=1,2..... 

Раньше мы полагали 

Е=А, И=Х \ В, 

а, теперь в качестве множеств Ри И’ возьмём следующие множества: 


ЕЕВ, И=Х\А. 
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То есть, мы поменяли местами А и В. Мы снова можем применить 
к этим множествам условие теоремы и получить соотношения, анало- 
гичные соотношениям 

и 

Только в этот раз нужно поменять множества, Аи В местами, а буквы 
И’ заменить на буквы У, чтобы отличать множества в первом случае 
и во втором случае: 

в У:, А 

Мнемонический комментарий. Мы полностью заклеяли эюкёст- 
кие (замкнутые) множества А и В мягкими (открытыми) наклей- 
ками. На каждое из двух множеств по куче наклеек. Если. эти от- 
крытие наклейки объединить, мы получим. открытые окрестности 
множеств А и В. Но эти окрестности, могут, пересекаться. Чтобы 
создать непересекающиеся окрестности, нужно отрезать от, накле- 
ек мииние куски. Наклейки из одной кучи будем отрезать наклейка- 
ми ‘из другой. В отрезании нам помоэюжет, жёсткая, оболочка наклеек. 
Ведь вычитание из открытого множества замкнутого даёт, откры- 
тое множество. То есть, мы можем вырезать жёсткими, оболоч- 
ками одной кучи мякие наклейки другой. Этим, мы сможем, создать 
непересекающиеся кучи мягких наклеек. Эти кучи дадут, нам, желае- 
мые непересекающиеся открытые окрестносты. 

Процедуру отрезания ллииних частей наклеек можно ‘изобразить 
таким. способом. В каждой куче наклейки. пронумерованы, натиураль- 
ными числами, от, одного до бесконечности. Эти наклейки можно сло- 
лить в баш с бесконечным. количеством, этаркюей. Имеем две баи- 
ни. Каждая наклейка — это этаж. Номер наклейки — номер этажа. 
Принцип отрезания такой: из наклейки данного этажа вырезают- 
ся все нижестоящие этажи противоположной балини. Кроме ниже- 
стоящих ещё вырезается этарю равной высоты, стоящий напротив 
укорачиваемой наклейки. То есть, вылиестоящие этазч, не отрезают 
нижестоящий. Обрезанные этажи будем. называть С; и Н;. 

Положим 

С; = И \ Чузй/) и Н, = И, \ Чу. 


Подлемма. Множества С; и Н; открыты. 
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Доказательство. Объединение конечного числа замкнутых множеств 
замкнуто. Замыкание множества замкнуто. Поэтому множества Ц; ; 
и Ч;<; замкнуты. 

Вычитание из открытого множества замкнутого даёт открытое мно- 
жество, поэтому множества, (и; = И/; \ ЧИ) и НЕМ \ ;=й; от- 
крыты. Подлемма доказана. 

Введём обозначения (далее мы докажем, что эти множества являются 
искомыми непересекающимися окрестностями множеств Аи В): 

[1 == 4. @5 у == Е 

Подлемма. АСОи ВСУ. 

Доказательство. Давайте приведём сводку формул, которые мы уста- 
НОВИЛли: 

с, В 

о о 

3) 6: = И \ аи Н; = И \ Ва, 

Докажем первое включение подлеммы: А С И = 0 С.;. 

Возьмём в множестве А произвольную точку т: 

ЕЛА. 

Из включения А С 0. И/; (первая строчка формул) следует, что 
элемент 5х принадлежит множеству 42 И/;: 

Е ИХ. 

Так как элемент $ принадлежит объединению 2. И/;, то х приналд- 
лежит некоторому множеству из объединения. Обозначим его И: 

хе И\. 

Из непересечения АПУ; = ®, {= 1,2,... (вторая строчка формул) 
следует, что точка у Е А не принадлежит ни одному из множеств И; 
для всех индексов $ = 1,2,...: 

т @\; для всех индексов # = 1,2,.... 

Раз т не принадлежит каждому из этих множеств, то не принадлежит 
их объединению: 

НЙ Е аи 

Итак, элемент х принадлежит множеству И/”,, но не принадлежит 
множеству Ч;<кУх. Следовательно, элемент 1 принадлежит разности 
этих множеств: 
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хе И» \ Ч з<ьУ ;. 

Множество ИХ, \ 9;<кУ; по определению, является множеством С, 
(третья строчка формул), поэтому 

хеЕС.. 

Множество С включается в объединение множеств 1? С’. Раз х 
принадлежит множеству С, то х принадлежит объединению: 

Е 

По определению, объединение 12. С; является множеством 0. Таким 
образом, 

О 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент в множестве А при- 
надлежит множеству О, следовательно все элементы множества, А при- 
надлежат множеству (0, а это означает включение 

АСИ. 

Включение доказано. 

Докажем второе включение: ВСУ =Ц® Н,. 

Возьмём в множестве В произвольную точку 1: 

те Б. 

Из включения В С 4? У; (вторая строчка формул) следует, что эле- 
мент х принадлежит множеству 9. И;: 

Е И, 

Так как элемент 1 принадлежит объединению У И;, то х принадле- 
жит некоторому множеству из объединения. Обозначим его \»: 

хеЕ\У.. 

Из непересечения ВПИ’; = 9, 1= 1.2.... (первая строчка фор- 
мул), следует, что точка 5 Е В не принадлежит ни одному из множеств 
И’; для всех индексов #& = 1,2,... 

т ЕТ’; для всех индексов #& = 1,2,... 

Раз х не принадлежит каждому из этих множеств, то не принадлежит 
их объединению: 

= Чу<ь И ;. 

Итак, элемент т принадлежит множеству У», но не принадлежит мно- 
жеству Чук ИУ в. Следовательно, элемент 5 принадлежит разности этих 
множеств: 
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те У \ Ч; И. 

Множество У). \ Ч;<, И’; по определению (третья строчка формул), 
является множеством Нь, поэтому 

те НЬ. 

Множество Нь включается в объединение множеств 2. Н;. Раз х 
принадлежит множеству Нь, то х принадлежит объединению: 


Е О Ы 

По определению, объединение ЧН; является множеством У. Таким 
образом, 

И: 


Мы пришли к тому, что произвольный элемент в множестве В при- 
надлежит множеству У’, следовательно все элементы множества В при- 
надлежат множеству У, а это означает включение: 

АСУ. 

Включение доказано. Мы доказали оба включения подлеммы. Под- 
лемма доказана. 

Мнемонический комментарий. Далее нужно доказать непересе- 
чение окрестностей. Непересечение окрестностей сводится к непере- 
сеченлио башен. Мы, у каждого этажа одной башни вырезали все ниж- 
ние и равный этажи противоположной башни. Таким образом, каж- 
ды эта не пересекается с нижестоящимич, и. с равными этажами. 
Что касается, вышестоящих этажей, то они тоже не пересекаются 
с нижестоящими, из противоположной башни. Получается, что если 
смотреть ‘из одного этажа, то пересечения нет, ни с нижестоящими, 
ни с вышестоящими, ни с равными. А окрестности складываются, из 
объединения всет этажей небоскрёбов. Отсюда они, не пересекаются. 

Подлемма. ППУ = ©. 

Доказательство. Приведём сводку установленных формул. 

Па; = И \ Чу&Ууи Н; = И \ Чу= 

Рассмотрим формулу 

С; = И’; \ Чу 

Эта формула означает, что множество С; состоит из всех элемен- 
тов, принадлежащих множеству И/;, но не принадлежащих множеству 
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Ч;<" ; Таким образом, множество Су не содержит элементы из мно- 
жества И, а значит не пересекается с ним. Раз С"; не пересекается 
С Чу< И то ("; не пересекается с любой внутренностью Чу<й";. Каж- 
дое множество У; для всех индексов 1 < # является внутренностью в 

Чу<" ;. Следовательно, множество (С; не пересекается с У; для всех 
индексов 7 < #: 

СПУ; И 

Любое множество включается в своё замыкание: У; С У, другими 
словами, множество У); является внутренностью множества У, и по- 
этому не пересекается с множеством С; (для 1 <®: 

С Ми. 

Выпишем определение для множества Н; (первая строчка из сводки 
формул): __ 

Ну= У, \ Чех. 

Эта формула означает, что множество Н; состоит из элементов мно- 
жества У), которые не входят в множество ЧЕ<УЙУЬ. Раз Н; состоит из 
элементов множества У), то Н; является внутренностью множества У). 
Выше мы доказали непересечение С; ПУ); = ©, где 7 < 1. Значит, Ну», 
будучи внутренностью У), не пересекается с множеством С’; 

о о. 

Обратим внимание на то, что формулы в первой строчке сводки сим- 
метричны: 

Па; = И \ Чу&Ууи НН =И\ Ц; 

Симметрия этих формул заключается в том, что одну из них можно 
получить из другой, если заменить буквы С <} Ни\ $ И. 

Раз мы из этих формул смогли получить выражение 

СЫ, = Ре Ь 

то можно прийти также к симметричному выражению (оно получено 
с помощью замены С’ < Н): 

ПС Я ет 

Получается, что множества, С"; и Н; не пересекаются, если индекс при 
С меньше или равен индексу при Н, а также если индекс при С больше 
или равен индексу при Н. То есть, множества С и Н не пересекаются 
при любых индексах: 
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о р о 

Раз С; не пересекается со всеми множествами Н;, то С’; не пересека- 
ется с объединением множеств Ну: 

а (9: ”. Е 

По определению, (>. Н; = У. Следовательно, 

ОИ =98: 

Так как множество У не пересекается со всеми множествами С; для 
всех индексов 1, то У не пересекается с объединением всех множеств 
С: 

(4.43) пу = ©. 

По определению, 0. С; = 0. Следовательно, 

>. 

Подлемма доказана. 

В итоге мы для произвольных непересекающихся замкнутых мно- 
жеств А и В нашли непересекающиеся открытые окрестности ИП и У: 

де, ВИ... ИИ, 

Таким образом, пространство Х удовлетворяет свойству Т4-отдели- 
мости. По условию теоремы, пространство Х также удовлетворяет свой- 
ству Г1-отделимости. Сочетание свойств "- и Т4-отделимости означает 
нормальность. Мы доказали, что пространство Х нормально. Лемма 
доказана. 

Теорема. Каждое счётное регулярное пространство нормально. 

Доказательство. Пусть Х — счётное регулярное пространство. Возь- 
мём в множестве Х произвольное замкнутое множество Ри его произ- 
вольную открытую окрестность И": 

ЕСИ,. 

Пространство Х является регулярным. Регулярное пространство, по 
своему определению, Тз3-отделимо. В параграфе «Тх-отделимость и 
окрестность внутри окрестности» мы доказали свойство Тз-отделимого 
пространства: между любой точкой т и любой её окрестностью И’ су- 
ществует окрестность И» такая, что 

Е, СО, СУ. 

Такую цепочку включений можно составлять для любых точек т Е 
Х. Но нам интересны точки подмножества К. Представим множество 
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Е в виде объединения своих точек: 

Е = нЕ 

Каждое одноточечное множество {1} включается в соответствующее 
множество О,. Рассмотрим объединение множеств И, для всех точек 
ТЕР: 

ЧзеРОх. 

Каждая точка т Ее Ё включается в соответствующее множество (0+, 
а, следом и в объединение „.ерИ.. Следовательно, все точки множества 
Е находятся внутри ЧерИ., что означает включение 

Е С: ЧзегОх. 

По условию теоремы, пространство Х счётно, то есть состоит из счёт- 
ного количества точек. Каждой точке х Е РЁ соответствует одно мно- 
жество И». Следовательно, в объединении Чек, имеется не более чем 
счётное количество открытых множеств (7... 

Таким образом, мы нашли счётное семейство открытых множеств 
{О ск, удовлетворяющее двум свойствам: 

1) выполняется включение РС ЧерИ», 


2) выполняется включение (., С И’ для всех множеств Ц, из семей- 
ства Их} хер. 

Кроме того, пространство Х регулярно и поэтому Т1-отделимо (это 
часть определения регулярности). Это означает, что пространство Х 
удовлетворяет лемме выше. Из этой леммы следует, что пространство 
Х нормально. Теорема доказана. 

Лемма. Пусть Х — Тз-отделимое пространство. Тогда для любой точ- 
ки т и её окрестности И’ существует такое множество В. из базы В, 
что выполняются включения: 

ЕВС В. СИ.. 

Доказательство. В параграфе <«][з-отделимость и окрестность внутри 
окрестности» мы доказали свойство [з3-отделимого пространства; меж- 
ду любой точкой т и любой её окрестностью И’ существует окрестность 
(7, такая, что 

Е, СО, СУ. 

По определению базы, каждое открытое множество является объеди- 
нением множеств из базы. Поэтому множество О, является объедине- 
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нием ЧегВь где { В; ег — некоторое подсемейство множеств из базы 
В. Раз элемент х принадлежит объединению множеств (, = Це! В; то 
т принадлежит некоторому множеству В; из объединения. Для удоб- 
ства обозначим это множество В.. Множество В. содержит в себе хи 
включается в объединение (Л, = Ч;е1В;: 

Е Ве 

Оператор замыкания сохраняет включения, поэтому из включения 
В. С 0, следует включение В. С 0... Кроме того, множество В, вклю- 
чается в своё замыкание В.. Совместим эти включения в одну цепочку: 

Ее... 

Добавим к этой цепочке установленное ранее включение (, С И’: 

геев. сви, СиИ,. 

В этой цепочке множество С, можно убрать, и останется цепочка, 
которая была, заявлена в лемме, и существование которой требовалось 
доказать. Лемма доказана. 

Определение. Вторая аксиома счётности для пространства Х — в 
пространстве Х существует база, В со счётным количеством подмно- 
жеств. 

Теорема. Любое регулярное пространство, удовлетворяющее второй 
аксиоме счётности, нормально. 

Доказательство. Пусть Х — регулярное пространство, удовлетворяю- 
щее второй аксиоме счётности. Вторая аксиома счётности означает, что 
в Х существует база В, состоящая из счётного количества множеств. 

Возьмём в множестве Х произвольное замкнутое множество Ри его 
произвольную открытую окрестность И": 

ЕСИ,. 

Пространство Х является регулярным. Регулярное пространство, по 
своему определению, 13-отделимо. В лемме выше мы доказали, что для 
любой точки т существует такое множество В. из базы, что 

ЕВ. СВ. СИ,. 

Такую цепочку включений можно составлять для любых точек т Е 
Х. Но нам интересны точки подмножества К. Представим множество 
Е в виде объединения своих точек: 
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Каждое одноточечное множество {1} включается в соответствующее 
множество В, из базы В. Рассмотрим объединение множеств В. для 
всех точек те Е: 

ЧзеРБу. 

Каждая точка 1 Е РЁ включается в соответствующее множество Бу, 
а, следом и в объединение Це гВБ.. Следовательно, все точки множества 
Е находятся внутри Ч.ерБу, что означает включение 

Е с ЧзеЕБу. 

Мы вводили базу В так, что она обладает счётным количеством под- 
множеств. Следовательно, в объединении Ц,.сркВБ. может участвовать 
не более чем счётное количество подмножеств. По определению любой 
базы, множества в ней открыты. 

Таким образом, мы нашли счётное семейство открытых множеств 
{В} ск, удовлетворяющее двум свойствам: 

1) выполняется включение РЁ С Ц;ерВ», 


2) выполняется включение В, С И’ для всех множеств В, из семей- 
ства {В еР. 

Кроме того, пространство Х регулярно и поэтому Т1-отделимо (это 
часть определения регулярности). Это означает, что пространство Х 
удовлетворяет лемме из начала параграфа. Из этой леммы следует, что 
пространство Х нормально. Теорема доказана. 
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ГЛАВА 14 


Непрерывные отображения 


Определения. 

Отображение (функция) Х -$ У — это соответствие между элемен- 
тами множеств Х и У, при котором каждому элементу из Х ставится 
в соответствие один элемент из У. 

То есть, в отображении Х -; У должно быть задействовано всё мно- 
жество Х, и имеется однозначность в сторону образа. 

Непрерывное отображение сохраняет открытые множества в сторону 
прообраза, (прообраз открытого множества открыт). 


14.1 Сохранение открытости и замкнутости в 
сторону прообраза 


Теорема. Для отображения эквивалентны следующие два, условия: 

1) отображение сохраняет открытость множеств в сторону прообраза 
(прообраз открытого множества, открыт), 

2) отображение сохраняет замкнутость множеств в сторону прообра- 
за (прообраз замкнутого множества, замкнут). 

Доказательство. Докажем следование 1) = 2). 

Пусть отображение |: Х -» У сохраняет открытость множеств в 
сторону прообраза. Возьмём в пространстве У произвольное замкну- 
тое множество Р. Дополнение к замкнутому множеству открыто, сле- 
довательно множество У \ Г открыто. Прообраз открытого множества, 
открыт, поэтому множество /`"(У \ Е) открыто в пространстве Х. 
Воспользуемся формулой для обратной функции из теории множеств: 
Г ЦА\ В) = ГКА)\ Г (В). В нашем случае это правило имеет вид: 

ГЦУ\ Е) = ГКУ) \ ЦЕ), 

По определению отображения, пространство Х задействуется в отоб- 
ражении полностью. Следовательно, прообразом пространства, У будет 
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всё пространство Х: (У) = Х. Используем это равенство для пре- 
образования формулы выше: 

ГИУ =Х\РЦР) 

Раз множество КУ \ Р) открыто, то равное ему множество Х \ 
Г (Р) открыто. Множество }`\(Р) является дополнением к множеству 
Х \ } (К). Дополнение к открытому множеству замкнуто, следова- 
тельно множество }`"(ЁР) замкнуто. Получается, что прообраз }'(Р) 
произвольного замкнутого множества К замкнут. Отображение сохра- 
няет замкнутые множества в сторону прообраза. Следование 1) = 2) 
доказано. 

Докажем следование 2) = 1). 

Пусть отображение }: Х -} У сохраняет замкнутость множеств в 
сторону прообраза. Возьмём в пространстве У произвольное открытое 
множество О. Дополнение к открытому множеству замкнуто, следо- 
вательно множество У \ О замкнуто. Прообраз замкнутого множества 
замкнут, поэтому множество }`'(У \ О) замкнуто в пространстве Х. 
Воспользуемся формулой для обратной функции из теории множеств: 
Г ЦА\ В) = РКА) \ (В). В нашем случае это правило имеет вид: 

ГЦУ\ 0) = ГКУ \ КО) 

По определению отображения, пространство Х задействуется в отоб- 
ражении полностью. Следовательно, прообразом пространства, У будет 
всё пространство Х: КУ) = Х. Используем это равенство для пре- 
образования формулы выше: 

цу =х\ ЦО). 

Раз множество }`'(У \ О) замкнуто, то равное ему множество Х \ 
Г (О) замкнуто. Множество }`'(О) является дополнением к множе- 
ству Х \ } (О). Дополнение к замкнутому множеству открыто, следо- 
вательно множество }`'(О) открыто. Получается, что прообраз (О) 
произвольного открытого множества О открыт. Отображение сохраня- 
ет открытые множества в сторону прообраза. Следование 2) = 1) до- 
казано. Теорема доказана. 


рта 


14.2 Определение непрерывности функции через 
базу и предбазу 


Определение. База топологического пространства — это такое подсе- 
мейство открытых множеств В = {В.},ев пространства, что любое от- 
крытое множество О является объединением множеств из базы В: 

Е ЕВ Плечо, 

Теорема. Пусть } — отображение топологического пространства, Х в 
топологическое простраство У. Тогда следующие свойства эквивалент- 
НЫ: 

1) функция } непрерывна, 

2) прообраз любого множества из базы открыт. 

Доказательство. Следование 1) = 2). 

Пусть } — непрерывное отображение. Тогда оно сохраняет откры- 
тость множеств в сторону прообраза. Каждое множество из базы от- 
крыто. Следовательно, каждый прообраз множества из базы открыт. 
Следование 1) = 2). Доказано. 

Следование 2) = 1) 

Пусть прообраз любого множества из базы открыт. 

Обозначение. В = {В,},е5 — база прострнаства У. 

Возьмём в пространстве У произвольное открытое множество О. Лю- 
бое открытое множество представляется в виде объединения множеств 
из базы: 

О = ЧЕ Вь, 

где бо — подмножество в множестве индексов 5, соответствующее 
множествам из базы, из которых составляется множество О. Рассмот- 
рим прообраз /`"(О). Заменим множество О его представлением через 
множества, базы: 

1“ (О) = а 

Из теории множеств мы знаем, что обратная функция сохраняет объ- 
единение множеств: 

ХР (ЧьевоВ.) — о В: 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения }`'(О) к выраже- 
нию Чье” (В), следовательно эти выражения равны: 
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10) = Че КВ, 

Мы условились, что прообраз любого множества из базы открыт, а 
значит каждое множество /`"(В.) открыто. Получается, что прообраз 
Г '(О) является объединением открытых множеств Чье” '(В,). По 
определению топологического пространства, объединение любого коли- 
чества открытых множеств открыто, следовательно, множество /^"(О) 
открыто. 

Мы выбирали открытое множество О в пространстве У произвольно, 
а значит, прообраз любого открытого множества открыт, то есть функ- 
ция / удовлетворяет определению непрерывности и поэтому непрерыв- 
на. Следование 2) = 1) доказано. Теорема доказана. 

Определение. Предбаза — это такое подсемейство открытых мно- 
жеств Р = {Р;},е5, что семейство всех конечных пересечений Р., П 

.ПР., является базой. 

Теорема. Пусть } — отображение топологического пространства, Х в 
топологическое простраство У. Тогда следующие свойства эквивалент- 
ны: 

1) функция } непрерывна, 

2) прообраз любого множества из предбазы открыт. 

Доказательство. Следование 1) = 2). 

Пусть Г — непрерывное отображение. Тогда оно сохраняет откры- 
тость множеств в сторону прообраза. Каждое множество из предбазы 
открыто. Следовательно, каждый прообраз множества из предбазы от- 
крыт. Следование 1) = 2). Доказано. 

Следование 2) = 1). 

Пусть прообраз любого множества из предбазы открыт. 

Обозначения. 

В = {В, }.е5 — база пространства У. 

Р = {РНет — предбаза пространства У, при этом семейство всех 
конечных пересечений её множеств является базой В. 

Возьмём в базе В произвольное множество В.. Любое множество из 
базы представляется в виде пересечения конечного числа множеств из 
предбазы: 

а 
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Рассмотрим прообраз /`((В.). Заменим множество В. его представ- 
лением через множества предбазы: 

о 

Из теории множеств мы знаем, что обратная функция сохраняет пе- 
ресечение множеств: 

р В. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения {`"(В.) к выра- 
жению |} "(Р,)п...П} ((Р,), следовательно, эти выражения равны: 

р. г ИР. ей в 

Мы условились, что прообраз любого множества из предбазы открыт, 
а значит каждое множество }`1(Р‚.) открыто. Получается, что прообраз 
Г Э(В.) является пересечением конечного числа открытых множеств 
Г (Р.)п...ОРКР,,). В топологическом пространстве пересечение ко- 
нечного числа открытых множеств открыто, следовательно множество 
Г В.) открыто. 

Мы выбирали множество В. из базы В произвольно, а значит про- 
образ любого множества из базы открыт. В предыдущей теореме мы 
доказали, что из открытости прообраза любого элемента из предбазы 
следует непрерывность функции. Таким образом, функция } непрерыв- 
на. Следование 2) = 1) доказано. Теорема доказана. 


14.3 Определение непрерывности функции через 
окрестности точек 


Определение. Открытая окрестность точки 51 в пространстве Х — это 
открытое множество О, содержащее точку т: 

ЕО. 

Теорема. Пусть / : Х -; У — функция из топологического простран- 
ства Х в топологическое пространство У. Тогда следующие два условия 
эквивалентны: 

1) функция } непрерывна, 

2) для любой точки 1 Е Х выполняется правило: для любой откры- 
той окрестности Оу точки }(5) существует открытая окрестность Ох 
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точки 1 такая, что }(Ох) С Оу. 

Доказательство. Докажем следование 1) = 2). 

Пусть функция } непрерывна. Возьмём в Х произвольную точку т. 
Рассмотрим произвольную открытую окрестность Оу точки {(т). 

Непрерывная функция сохраняет непрерывность в сторону прообра- 
за. Множество Оу С У открыто, следовательно его прообраз (Оу) 
открыт. В прообразе точки }(1) содежится точка х. Точка }(т) нахо- 
дится внутри множества Оу, следовательно, в прообразе множества Оу 
содержится прообраз точки }(5), а в нём элемент х. Получается, что 
Г (Оу) — это открытое множество, содержащее точку т. Это значит, 
что множество (Оу) является открытой окрестностью точки х. 

Все точки прообраза /`"(Оу) отображаются функцией { в множество 
Оу. То есть, 

КУ (Оь)) © Ох. 

В итоге для произвольной окрестности Оу точки }(%) мы нашли 
окрестность Ох = (Оу), для которой верно включение }(Ох) С Оу. 
Следование 1) = 2) доказано. 

Докажем обратное следование 2) = 1). 

Пусть для любой точки т Е Х выполняется правило: для любой от- 
крытой окрестности Оу точки }(т) существует открытая окрестность 
Ох точки х такая, что }(Ох) © Оу. Докажем, что функция } непре- 
рывна. 

Возьмём в пространстве У произвольное открытое множество Оу. 
Г (Оу) — это полный прообраз множества Оу. Возьмём в множе- 
стве } '(Оу) произвольную точку х. Для этой точки существует такая 
окрестность О, что }(О.) © Оу. То есть, все точки множества (О, отоб- 
ражаются в множество Оу. Следовательно, все точки из О. находятся 
в прообразе множества Оу, то есть, множество Ох находится внутри 
прообраза }`'(Оу): 

О. е Е (Оу). 

Мы пришли к тому, что у каждой точки т из прообраза /`"(Оу) 
есть открытая окрестность О. внутри прообраза. Раз все окрестности 
О, всех точек х Е (Оу) находятся внутри /`"(Оу), то объединение 
всех окрестностей О’, тоже находится внутри }` (Оу): 
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Е: 
Чееу-цоу) Оз © Г (Оу). 
Каждая точка х Е } (Оу) содержится в своей окрестности О’, а 
У дер р т) 
значит и в объединении окрестностей Ч»е;-цоу)Ох+. Следовательно, все 
точки из } (Оу) содержатся в множестве Че цоу)Оь, что означает 
включение 
= 
Г (Оу) © ЧерцойОь. 
Из противоположных включений 
=! = 
Чее-цоу) Ох СХ (Одигх (Оу) © Чего) Оз 
следует равенство 
—1 — 

Г (Оу) = Чиер-цор Оз. 

Каждая окрестность О. является открытым множеством. Таким об- 
разом, множество /`((Оу.) является объединением открытых множеств. 
По определению топологического пространства, объединение произволь- 
ного количества открытых множеств открыто. Значит множество }7"( 
Оу) открыто. 

В итоге для функции ] прообраз произвольного открытого множе- 
ства открыт, то есть, открытость множеств сохраняется в сторону про- 
образа. Это означает, что функция } непрерывна. Следование 2) = 1) 
доказано. Теорема доказана. 


14.4 Замыкание при непрерывном отображении 


Теорема. Пусть } — отображение из пространства, Х в пространство У. 
Тогда следующие условия равносильны: 

1) отображение } непрерывно, 

2) для любого множества А С Х верно включение {(А) © К(А) 

3) для любого множества В © У верно включение (В) С} 

Доказательство. Докажем следование 1) = 2). 

Пусть отображение } непрерывно. Докажем, что для любого множе- 
ства А С Х верно включение /(А) С К(А). 

Возьмём в пространстве Х произвольное множество А: 

АСХ. 

Лемма. АС (КА). 
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Доказательство. Любое множество включается в своё замыкание. В 
частности, 


АЕ) 
Подействуем на обе части включения обратной функцией и учтём, 
что обратная функция сохраняет включения: 


АКА) © РУ, 

Каждая точка а Е А имеет образ }(а) в множестве /(А). То есть, 
образ каждой точки а Е А содержится в множестве }(А). Поэтому 
каждая точка а Е А содержится в прообразе множества /(А). Раз все 
точки множества А принадлежат прообразу множества {(А), то мно- 
жество А включается в прообраз множества /(А): 

АСЛККА) 

Из двух включений 

АСЛККА)) и ГЦКА)) © ГО 

следует включение 

АСЛККА). 


Это как раз то включение, которое и нужно было доказать. Лемма 





доказана. 
Лемма. АС Г ({(А)). 
Доказательство. Замыкание сохраняет включения. Поэтому из вклю- 
чения АС } (КА)) следует включение 


ее 


Замыкание является замкнутым множеством, следовательно множе- 


ство /(А) замкнуто. Непрерывное отображение | сохраняет замкну- 





тость в сторону прообраза, благодаря чему множество Р`"(Л(А)) за- 
мкнуто. Замыкание замкнутого множества равно ему самому: 
ИА) = РА). 
Из этого равенства и из включения выше следует включение 
ре 


Лемма доказана. 











Отобразим обе части включения А С } (({(А)) функцией { и учтём, 
что функция сохраняет включения: 
КА) < (А). 
Прообраз /`"(() содержит все точки, которые отображаются в И. То 
т 





есть, все точки множества }`"(И) отображаются в 0, а значит, образ 
множества, /`'(() включается в множество И: } (1 ((0)) С 0. В нашем 
случае мы имеем включение 

ИО) < 

Из двух включений 

ГА) © АРКА) и А-ЧР))) © ТОО 

Следует включение 

ГА) © А) 

Это есть включение из условия 2), которое и нужно было доказать. 

Следование 1) = 2) доказано. 

Докажем следование 2) = 3). 














Пусть для любого множества А С Х верно включение }(А) С {( 





) 
Докажем, что для любого множества В С У верно включение }-"(В) С 
ЕВ 


Возьмём произвольное множество В С У. Рассмотрим замыкание его 





прообраза }-"(В). Отобразим это множество функцией {: 


КЛ %В)). 


Мы условились, что для произвольного множества А выполняется 








включение {(А) С {(А). В нашем случае вместо множества А мы имеем 





выражение }_ (В). Отсюда включение: 


КГц в)е КВ). 


Множество `В) состоит из всех точек, которые отображаются в 





множество В. Другими словами, все точки множества [7"(В) отобра- 
жаются в множество В. То есть, образ множества /`"(В) находится 
внутри ВБ: 

ве в 

Подействуем на обе части включения замыканием и учтём, что за- 
мыкание сохраняет включение: 

КГ (В) с В. 


Из двух включений 


КРЦВ)) © АР-ЦВ)) и КУ-ЦВ)) © В 


следует включение 


КУ ЦВ)) © В. 


Это включение означает, что образ множества }/—1(В) содержится в 
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множестве В. То есть, все точки множества (В) отображаются в 
множество В. Раз какая-то точка отображается в В, значит она лежит 
в прообразе множества В. Поэтому все точки множества (В) нахо- 
дятся в прообразе множества В. То есть, множество /-((В) включается 
в прообраз множества В: 

КВ) < КВ) 

Это и есть то включение, которое нужно было доказать. 

Следование 2) = 3) доказано. 

Докажем следование 3) = 1). 

Пусть для любого множества В С У верно включение (В) С 
Г (В). Докажем, что отображение { непрерывно. 

В вводном параграфе о непрерывных фукнциях мы доказали, что 
сохранение открытости в сторону прообраза эквивалентно сохранению 
замкнутости в сторону прообраза. Поэтому чтобы доказать непрерыв- 
ность функции {, достаточно доказать, что прообраз произвольного 
замкнутого множества замкнут. 

Возьмём в пространстве У произвольное замкнутое множество В. 
Исследуем его прообраз }` (В). 

Лемма. / (В) = КВ). 

Доказательство. Любое множество включается в своё замыкание, в 
том числе множество }`1(В): 

(в) с АКВ) 

Чтобы доказать равенство этих множеств, осталось доказать обрат- 
ное включение (В) с (В). 

По условию второго пункта теоремы, выполняется включение 

РВ) © КВ) 

Замыкание замкнутого множества ничего не меняет: В = В. Поэтому 
множество В в правой части включения можно заменить на В: 

ТВ) < КВ) 

Из противоположных включений 

ЦВ) с АКВ) и РВ) © ГВ) 

следует равенство 

(в) = РВ) 


Лемма доказана. 
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Замыкание множества, является замкнутым множеством. Так как мно- 
жество Р`"(В) совпадает со своим замыканием, значит оно является 
замкнутым множеством. 

Мы пришли к тому, что произвольное замкнутое множество В С У 
имеет замкнутый прообраз, то есть отображение { сохраняет замкну- 
тость в сторону прообраза, что означает непрерывность отображения 
Г. Следование 3) = 1) доказано. 

Мы доказали следования по цепочке 1) = 2) = 3) = 1), значит 
условия 1), 2), 3) эквивалентны. Теорема доказана. 


14.5 Топология, порождённая отображениями 


Напоминание теоремы из параграфа «Определение топологического про- 
странства через базу». Пусть в множестве Х определено семейство под- 
множеств В, для которого выполняются два, свойства: 

1) В является покрытием пространства Х’, то есть любая точка 5 Е Х 
находится в некотором множестве В из базы В, 

2) для любых Ву, Вь Е В между пересечением В1П Во и любой точкой 
х в нём существует множество В из В: 

теЕВЕВ:пПЬ.. 

Определим семейство подмножеств @) следующим образом: семей- 
ство (С) состоит из всех возможных объединений множеств из семейства 
В. Другими словами, множество О принадлежит семейству © тогда и 
только тогда, когда О является объединением подсемейства Ву С В: 

О = ЧБ. 

Тогда множество Х с семейством открытых множеств ©) является 
топологическим пространством. 

Теорема. Пусть 

Х — множество, 

{У} сз — семейство топологических пространств, 

{Ё№}:е5 — семейство отображений, где каждое отображение }, отоб- 
ражает Х — У... 

Тогда семейство всех множеств вида ПП у 1(У,), где И; — открытое 
множество пространства, У, является базой топологии на множестве 
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Х. 

Доказательство. Пусть В — семейство всех множеств вида ПП ].. (У), 
где У; — открытое множество множество пространства У... Чтобы до- 
казать, что семейство В является базой, нужно доказать два свойства, 
приведённые в теореме из напоминания. 

1) Докажем первое свойство, то есть докажем, что семейство В яв- 
ляется покрытием. 

Возьмём какое-нибудь пространство У, с каким-то индексом $ Е 5. 
По условию теоремы, У, — топологическое пространство, а, по перво- 
му свойству топологического пространства, всё множество У. являет- 
ся открытым множеством. Отображение }/! непрерывно, что означает 
сохранение открытости множеств в сторону прообраза. Следовательно, 
множество }`"(У,) открыто. По определению, в отображении должно 
участвовать всё исходное пространство Х. 'То есть, все точки простран- 
ства Х имеют образ в пространстве У, при отображении |. Поэтому 
прообразом пространства У, является всё пространство Х. 'То есть 

10) Хх. 

Раз множество [`((У,) открыто, значит и множество Х открыто. 

Множество }`'(У,) принадлежит к семейству множеств вида п" 
И 1(У,), где И, — открытое множество множество пространства У,, (в 
случае множества }`"(У,) число п = 1, то есть берётся пересечение 
лишь одного множества, а в качестве открытого множества, У! берётся 
множество У,). Следовательно, множество {`"(У,) принадлежит семей- 
ству множеств В. Раз в семействе В есть множество, равное всему про- 
странству Х’, то объединение всех множеств из семейства В равно всему 
пространству Х. Это означает, что семейство В является покрытием. 
Первое свойство базы доказано. 

2) Докажем второе свойство базы, то есть докажем, что для любых 
В1, В е В между пересечением В! П Вь и любой точкой х в нём суще- 
ствует множество В из В: 

хеЕБВеЕВ:пП Бо. 

Возьмём в семействе В два произвольных множества В1 и Въ. Каждое 
из них является пересечением конечного числа прообразов открытых 
множеств из разных пространств У’: 
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ВЕ №. Вей 

где И; — открытое множество в пространстве У’,. Возьмём пересече- 
ние множеств В1 и ВБь: 

Вип В = п (И) По (0. 

В я выражении находятся только пересечения, а их мож- 
но брать в любом порядке. Поместим их под один значок пересечения: 

В п В =п КУ). 

Получается, что множество БП Бо является пересечением конечного 
числа множеств вида ].. Ц(У,), где И; — открытое множество в простран- 
стве У... Следовательно, множество В: П Во принадлежит семейству В. 
Таким образом, пересечение произвольных двух множеств В1 и Во из 
семейства В является множеством В1 П ВЬ из этого же семейства. 

Множество В1П Во находится внутри самого себя. Поэтому мы можем 
утверждать, что между пересечением В1 П В5 и любой точкой 1 внутри 
него существует множество В1 П Вь из семейства В: 

хе вп В. с ВП В. 

Второе свойство базы доказано. 

Мы доказали оба свойства базы, так что из процитированной в этом 
параграфе теоремы следует, что из множеств вида П! 1], 1(,), где И; 
— открытое множество множество пространства У.,, можно построить 
топологическое пространство, если использовать эти множества в ка- 
честве базы. 'Теорема, доказана. 


14.6 Непрерывное отображение сохраняет 
компактность 


Определения. 

Покрытие множества Х — это семейство { А, },е5 подмножеств из Х, 
объединение которых даёт всё множество Х: 

аль 

Открытое покрытие — это покрытие, состоящее из открытых мно- 
жеств. 
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Подпокрытие покрытия — это подсемейство множеств покрытия, са- 
мо являющееся покрытием. 

Компактное пространство — это топологическое пространство Х, в 
котором каждое открытое покрытие содержит конечное подпокрытие. 

Теорема. Пусть / : Х — У — непрерывное отображение топологиче- 
ского пространства Х на топологическое пространство У (пространство 
У полностью задействовано в отображении: }(Х) = У). Тогда если Х 
компактно, то У тоже компактно (непрерывное отображение сохраняет 
компактность в сторону образа). 

Доказательство. Пусть пространство Х компактно. Докажем, что 
пространство У компактно. 

Пусть {0;}‹е5 — произвольное открытое покрытие пространства У. 
Открытое покрытие состоит из открытых множеств. Открытость мно- 
жеств сохраняется непрерывным отображением в сторону прообраза. 
Поэтому все прообразы из семейства {17 '(И,)}ез являются открыты- 
ми множествами. 

Лемма. Семейство множеств {{7'(0.)},е5 является покрытием про- 
странства, Х. 

По определению отображения, в отображении задействовано всё мно- 
жество Х. 'То есть, прообразом всех точек пространства У будет всё 
пространство Х. В покрытии {0х}.е5 содержатся все точки простран- 
ства У, следовательно, в прообразах этого семейства {1 }`1(0.)}‹ез будут 
содержаться все точки пространства Х. Значит, семейство множеств 
РИ.) }. сз является покрытием пространства Х. Лемма доказана. 

Итак, семейство {}`'(0.)}.ез является покрытием пространства Х. 
При этом оно состоит из открытых множеств, а значит является от- 
крытым покрытием. Пространство Х компактно по условию теоремы. 
Следовательно, в открытом покрытии {}'(0.)},е5 имеется конечное 
подпокрытие О а о 

Лемма. Семейство множеств {Из.,...,О+„} является покрытием про- 
странства, У. 

Доказательство. В условии теоремы указано, что функция {| отоб- 
ражает пространство Х на пространство У, то есть }(Х) = У. Это 
значит, что образом всех точек пространства Х будет всё пространство 
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У. Покрытие {1—1(0.),..., РКИ.) содержит все точки пространства 
Х, поэтому его образ {Из,..., Ох, } содержит в себе все точки простран- 
ства У. Это означает, что семейство множеств {Из.,...,О»,„} является 
покрытием. Лемма доказана. 

Множества покрытия {0 ,...,О.„} выбраны из покрытия {0} } сз. 
Следовательно, {Из.,..., Ох, } является подпокрытием покрытия {(% } 55. 
В произвольном покрытии пространства У мы нашли конечное подпо- 
крытие. Это означает, что пространство У компактно. Теорема доказа- 
на. 


14.7’ Замкнутость множества решений уравнения 


Определение. 1>-отделимое (хаусдорфово) пространство — это тополо- 
гическое пространство, в котором для любых двух точек т и у суще- 
ствуют непересекающиеся открытые окрестности: 

тЕО, УЕО, О,ПО, =. 

Теорема. Пусть 

Х, У — два топологических пространства, 

У — хаусдорфово пространство, 

{, 9 — непрерывные отображения пространства Х в пространство У, 

А — множество корней уравнения }(1) = 9(1). (А — множество точек, 
которые отображаются функциями {} и д одинаково: {(1) = 9(1).) 

Тогда множество А замкнуто в пространстве Х. 

Доказательство. Множество точек х Е Х, для которых уравнение 
7(т) = 9(1) удовлетворяется, будем обозначать А (как и в условии 
теоремы), а множество точек, для которых не удовлетворяется, будем 
обозначать В. То есть, 

если }(х) = 9(<), тотЕеА, 

если }(х) = 9(х), тоте В. 

Уравнение }(5) = 9(5%) либо удовлетворяется, либо не удовлетворя- 
ется, поэтому каждая точка х Е Х принадлежит либо А, либо В, то 
есть 


АЧВ=Х, АПВ=О, АЕХ\ В. 
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Докажем, что В является открытым множеством, из этого будет сле- 
довать, что А замкнуто, так как является дополнением к открытому 
множеству: А = Х \ В. 

Возьмём произвольный элемент х Е ВБ. Для него выполняется нера- 
венство }(5) 5^ 9(5). Это неравенство означает, что элемент х Е Х 
отображается в два разных элемента, }(5) и 9(5) из У 

(т), 92) Е У, Лт) 795). 

Пространство У хаусдорфово, следовательно, для двух его элементов 
7(5) и 9(%) существуют непересекающиеся открытые множества Ё`и (1, 
такие, что 

7(т)ЕЕ, 9(т)еа ЕпСс=@6. 

Лемма. Множество /^"(Р) П 9’ "(С) открыто. 

Доказательство. Так как Г и 9 — это непрерывные функции, то про- 
образ открытого множества является открытым множеством. Ри С 
— это открытые множества, а значит (РГ) и 9 (С) тоже откры- 
ты. Пересечение двух открытых множеств открыто, поэтому множество 
 (Р)пад (С) открыто. Лемма доказана. 

Лемма. Множество }^"(Р) П9`'(С) непусто и содержит элемент х. 

Доказательство. Мы определяли множества Ё'и С так, что }(5) Е К, 
9(2) Е С. Значит, элемент х находится в прообразах (ГР) и9"(С). 
Получается, что в множествах (ГР) ид (С) имеется один и тот же 
элемент т, поэтому пересечение }(Р) пд (С) непусто и содержит 
элемент х. Лемма доказана. 

Лемма. Множество }`"(ЁР)П9` (С) целиком лежит внутри множества 
Б: 

-ЦР)по-Ц@) св 

Доказательство. Пересечение /`\(Р) п 9`"(С) включается в каждое 
из пересекающихся множеств: 

ГРП ко СИР, Г КР)п9-Цв) са) 

Функция | отображает множество /`"(ЁР) в множество Г. Так как 
пересечение }`"(Р) пд '(С) находится внутри (Г), то оно тоже 
отображается в Р: 

ЦРТ) СЕ 


Функция 9 отображает множество 9`\(С’) в множество С. Так как пе- 
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ресечение /`\(Р) па’ "(С) находится внутри 9`'(С)), то оно тоже отоб- 
ражается в С: 

(Р-ЦР) п я-а) с 6. 

Таким образом, одно и то же множество }—\(Р)П9`'(С’) отображает- 
ся функцией / в множество ГР, а функцией д в множество С. Множества 
Ки С не пересекаются. Следовательно, всё множество /^"(Р)па (С) 
отображается функциями ] и 4 в совершенно разные множества, у ко- 
торых нет общих элементов. Поэтому для всех элементов у Е Г (ЁР)П 
9 (С) верно неравенство /(у) = 9(у). По определению множества В, 
все такие точки входят в него. Получается, что все точки множества 
Г (Р)па (С) входят в В, то есть 

ГЦРпя цв) св. 

Лемма доказана. 

В итоге, множество /`'(Р) п 9`"(С) содержит элемент 5 и является 
открытым множеством внутри В, то есть является открытой окрестно- 
стью внутри множества ВБ. Мы выбирали точку т внутри множества ВБ 
произвольно, следовательно, все точки в В имеют открытые окрестно- 
сти внутри ВБ. 

Множество В является объединением всех своих точек. Пусть Ох — 
открытая окрестность точки т, находящаяся внутри В. Рассмотрим 
объединение всех окрестностей точек из В: ЧевИ.. Так как в объеди- 
нении Ч’.евОх содержатся все точки из В, то 

В Се ЧлевОх. 

Так как все множества О, содержатся внутри В, то их объединение 
Ч»ев И. тоже содержится внутри ВБ: 

ЧзевОх с В. 

Из противоположных включений 

В с Че вх, ЧзевОх Е В 

следует равенство 

Е 

Таким образом, множество В является объединением открытых мно- 
жеств. А любое объединение открытых множеств в топологическом 
пространстве открыто. Следовательно, множество В открыто. 

А — это дополнение к множеству В: А = Х \ В. Дополнение к откры- 
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тому множеству замкнуто. Следовательно А замкнуто. Теорема дока- 
зана. 
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ГЛАВА 15 


Компактность 


15.1 Определения покрытий и компактности 


Определения. 

Покрытие множества Х — это семейство { А, }‹е5 подмножеств из Х, 
объединение которых даёт всё множество Х: 

еее, 

Открытое покрытие — это покрытие, состоящее из открытых мно- 
жеств. 

Замкнутое покрытие — это покрытие, состоящее из замкнутых мно- 
жеств. 

Подпокрытие покрытия — это подсемейство множеств покрытия, са- 
мо являющееся покрытием. 

Компактное пространство — это топологическое пространство Х, в 
котором каждое открытое покрытие содержит конечное подпокрытие. 
То есть, для каждого открытого покрытия {И.}‹е5 пространства Х 
существует конечное множество индексов 431, 52,...,3%} С 5, такое, 
что 


Е, 


15.2 Определение компактности через 
центрированное семейство множеств 


Определение. Центрированное семейство множеств — это такое непу- 
стое семейство множеств Р = {ЁР;},е5, В котором любое конечное под- 


семейство Р;,,..., В, имеет непустое пересечение: 


В Позы 
Предисловие к теореме. В центрированном семействе множеств каж- 
дое конечное подсемейство имеет непустое пересечение. Но мы не знаем, 
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имеет ли непустое пересечение всё семейство целиком. Может иметь, а 
может и не иметь. 

Теорема. Пусть Х — топологическое пространство. Тогда эквивалент- 
ны следующие два, условия: 

1) пространство Х компактно, 

2) каждое центрированное семейство замкнутых множеств в Х имеет 
непустое пересечение. 

Доказательство. Докажем сначала в одну сторону. Пусть выполняет- 
ся первое условие, то есть Х — компактное пространство. Допустим, 
что второе условие не выполняется, и в Х существует центрированное 
семейство замкнутых множеств с пустым пересечением. Обозначим это 
семейство { Ё.}.св. Условие пустоты его пересечения выглядит следую- 
щим образом: 

РЕа Е 

Рассмотрим дополнения ко всем множествам А,. Обозначим их 0, = 
Х \ Е,. Дополнение к замкнутому множеству является открытым мно- 
жеством, поэтому семейство {И }.е5 — семейство открытых множеств. 

Лемма. Семейство {0% }5е5 является покрытием. То есть, объединение 
всех множеств семейства {0% }.е5 равно всему пространству Х: 

Чзе$з = Х. 

Доказательство. Мы определили множества, 0. как дополнение к мно- 
жествам ЁРь, то есть Ц; = Х \ Е. Подставляя это выражение в объеди- 
нение Ч,е=5О., получаем 

Чзе8 в = Чзез(Х \ В) 

Напоминание теоремы из теории множеств: А\(Гуе1В,) = Це КА\В,. 
То есть, когда выносим знак пересечения из знаменателя, он меняется 
на объединение. В нашем случае эта формула выглядит так: 

Чзе5(Х _ В») =х \ (ПзезЁ). 

В допущении мы указали, что пересечение П\.=5Ё5 является пустым 
множеством, поэтому 

А Ге ВХ ©, 

Вычитание пустого множества ничего не меняет: 

И: 


В итоге мы через цепочку равенств пришли от объединения Це 
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к всему пространству Х, следовательно они равны: 

Чзе$з = Х. 

Это равенство означает, что семейство {П,};е5 является покрытием 
пространства Х. Лемма доказана. 

В условии 1), из которого мы исходим, пространство Х компакт- 
но. В компактном пространстве любое покрытие имеет конечное под- 
покрытие. Значит, покрытие {0.} сз содержит конечное подпокрытие 
А ое. 

И а: 

Заменим в этом выражении множества И, на их определение (. = 
роны. 

Ча, = ЧЕХ \ Е.,). 

Преобразуем это выражение с помощью формулы из теории мно- 
жеств А \ (Пу В, = ЦеКА \ В}: 

ЧЕХ \ Е.) А.А: . (ПЕ 

Через цепочку равенств мы пришли от пространства, Х к выражению 
Х \ (7 Е,,). Следовательно, эти выражения равны: 

ХЕХ\ (ПЕ, 

То есть, если убрать множество ПЕ , Из пространства, Х, то ничего 
не изменится. Откуда вытекает, что Е. в; = ©. 

Мы пришли к тому, что в центрированном семействе {ЁР;}‹е5 за- 
мкнутых в Х множеств конечное подсемейство имеет пустое пересе- 
чение. Но определение центрированного семейства гласит, что любое 
конечное подсемейство в нём имеет непустое пересечение. Мы пришли 
к противоречию. Допущение, что центрированное семейство замкну- 
тых множеств в компактном пространстве имеет пустое пересечение 
(П.сзЁ5 = ©), приводит к противоречию с определением центриро- 
ванного семейства. Следовательно, в компактном пространстве ника- 
кое центрированное семейство замкнутых множеств не имеет пустого 
пересечения, или, что то же самое, все центрированные семейства за- 
мкнутых множеств имеют непустое пересечение. 

В одну сторону теорема доказана, докажем в другую. 

Пусть верно второе условие, то есть любое центрированное семейство 
замкнутых множеств в Х имеет непустое пересечение. Докажем, что 
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Х компактно. Возьмём в Х произвольное покрытие {0.}.е5. Чтобы 
доказать компактность, нужно доказать, что в нём имеется конечное 
подпокрытие. 

Допустим в {0 }.е5 не существует конечного подпокрытия. Это зна- 
чит, что любое конечное подсемейство {Их ,...,О.,} не покрывает про- 

[о 
странство Х, то есть Ц; 1%, = Х. 

Рассмотрим дополнения к множествам +. Обозначим их №; = Х\О.. 
Дополнение к открытому множеству замкнуто, поэтому все множества 
Е, замкнуты. 

Лемма. Семейство {№ };с5 является центрированным, то есть любое 
конечное подсемейство {Ру ,..., Ву, } имеет непустое пересечение: 

[о 

Петь: 72 9. 

Доказательство. Возьмём в семействе { Ё% } ;‚с5 произвольное конечное 
подсемейство {ЁР,...,ЁВ»у,}. Рассмотрим пересечение множеств этого 
подсемейства: пы ‚. Каждое множество РЁ, является дополнением к 

ее | | 
(.. Подставим выражение Ё, = Х \ 0, в пересечение ПР: 
[о АА 

Пал Ев, = Пра(Х \ 05). 

Воспользуемся формулой из теории множеств А \ (Ч;=1В,) = Пе КА\ 
В}: 

[о — р 
ПнасХ \ 0) =Х \ (ЧЕ О,). 
Мы через цепочку равенств пришли от выражения П"_/Ё, к выра- 
[о Е 
жению Х \ (47 0.,), следовательно, они равны: 
[о ИИ [о 

= ХА (0, 

По определению, разность Х \ (0. (,) означает множество всех эле- 
ментов из Х, которые не принадлежат множеству И... Так как 
В 2 Х, то в Х существуют элементы, которые не включаются 

[о [о з 
В НА Поэтому разность Х \ (47 0.,) непуста: 
Х \ (ЧЕ, я ©. 
Из равенства ПА_/ Е, = Х \ (\0.,) следует, что пересечение ПР _| Е», 


непусто: 
[о не 
Мы выбирали подсемейство {РЕ ,..., Ву, } произвольно, поэтому все 


конечные подсемейства в семействе {Р,},с5 непусты, а это означает, 
что семейство { №; }‹с5 центрировано. Лемма доказана. 
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Лемма. Пересечение всех множеств семейства {№} еб пусто: 

аа: 

Доказательство. Каждое множество ЁР. является дополнением к (.: 
Е; = Х \ 0,. Подставим это выражение в пересечение Пе: 

Пе Ёз = Пзе$(Х \ 0). 

Воспользуемся формулой из теории множеств А \ (Ч;=1В,) = Пе КА\ 
В}: 

П:е5(Х ) 1%) =х \ (Чзея0ь). 

Семейство {П0,}:‹е5 является покрытием пространства Х, поэтому 
объединение всех множеств семейства, совпадает со всем пространством: 
Ч:е50, = Х. Наше выражение принимает вид: 

Хх у (Чье) = Х \Х. 

По определению, разность Х \ Х означает множество всех элемен- 
тов в Х, которые не принадлежат Х. Таких элементов быть не может, 
следовательно множество Х’\ Х пусто: 

О, 

В итоге через цепочку равенств мы пришли от выражения П,с5Ё. К 
пустому множеству ©, что означает пустоту пересечения П.е5Ё: 

Пе Ве. 

Лемма доказана. 

Мы доказали, что семейство замкнутых множеств { Ё%}‹е5 центриро- 
вано, и в то же время пусто. Но мы рассматриваем ситуацию второго 
условия теоремы, в котором указано, что любое центрированное семей- 
ство имеет непустое пересечение. Получается противоречие. Допуще- 
ние, что покрытие {0% }.е5 не имеет конечного подпокрытия приводит 
к противоречию со вторым условием теоремы. Следовательно, покры- 
тие {0.};с5 имеет конечное подпокрытие. 

Мы выбирали покрытие {0.}.е5 произвольно, а значит в простран- 
стве Х любое покрытие имеет конечное подпокрытие, что является 
свойством компактности пространства Х. Мы доказали, что из второго 
условия теоремы следует первое. Теорема, доказана, в обе стороны. 
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15.3 Компактность замкнутого подпространства 


Определение. Замкнутое подпространство — это подпространство, об- 
разованное замкнутым множеством. 

Теорема. Каждое замкнутое подпространство компактного простран- 
ства компактно. 

Доказательство. Пусть Х — компактное топологическое простран- 
ство, А — замкнутое подпространство в нём. 

Лемма. Любое замкнутое множество в подпространстве А является 
замкнутым множеством в пространстве Х. 

Доказательство. В параграфе «Замкнутые множества в подпростран- 
стве» доказана, теорема о том, что любое замкнутое множество Ра в 
подпространстве А представляется в виде пересечения Ра = АП РЁ, где 
Е — замкнутое множество в пространстве Х. Пересечение замкнутых 
множеств замкнуто. Множество А является замкнутым множеством в 
пространстве Х, так как А — замкнутое подпространство. Получает- 
ся, что любое замкнутое в подпространстве А множество Рад является 
пересечением двух замкнутых множеств в пространстве Х. Следова- 
тельно, любое замкнутое в подпространстве А множество ЕР является 
замкнутым множеством в пространстве Х. Лемма, доказана. 

Рассмотрим внутри А произвольное центрированное семейство из за- 
мкнутых множеств { 5} сб. 

Замкнутые множества в подпространстве А являются замкнутыми 
множествами в пространстве Х, поэтому все множества в семействе 
{Ре являются замкнутыми, и семейство {Ё;}:‹е5 является семей- 
ством замкнутых множеств в Х. 

В центрированном семействе, по определению, все конечные подсе- 
мейства имеют непустое пересечение. Если какие-то множества, внутри 
А имеют непустое пересечение, то и внутри множества Х они тоже 
будут иметь непустое пересечение. Таким образом, все конечные подсе- 
мейства в семействе { Ру} ‹е5 имеют непустые пересечения внутри про- 
странства, Х. 

В итоге центрированное семейство замкнутых множеств {Ё5}.с5 В 
замкнутом подпространстве А является центрированным семейством 


293 


замкнутых множеств { Ру }‹е9 в пространстве Х. 

Пространство Х компактно, следовательно любое центрированное 
семейство в нём имеет непустое пересечение, в том числе семейство 
{ЕР }ев. Все множества семейства {Ё.}.е5 находятся внутри подпро- 
странства А, а значит и их пересечение тоже лежит внутри А. Таким 
образом, любое центрированное семейство замкнутых множеств в под- 
пространстве А имеет непустое пересечение, а значит замкнутое под- 
пространство А компактно. Теорема доказана. 


15.4 Покрытие компактного подпространства и 
замкнутых множеств 


Определение. Покрытие множества. А — это семейство множеств { В; } 51 
в объединение которых включается множество Д: 

АС Че В.. 

Теорема. Пусть Х — топологическое пространство, К — компактное 
подпространство в Х. Тогда любое открытое покрытие множества Ё 
содержит конечное подпокрытие этого множества. 

Доказательство. Пусть {А; ег — произвольное открытое покрытие 
множества, Ё’, то есть выполняется включение 

РЕВ 

Лемма. Все множества в семействе {РП А; };сг открыты в подпро- 
странстве РГ. 

Доказательство. По определению подпространства, пересечение мно- 
жества Е с любым открытым множеством О из пространства Х яв- 
ляется открытым множеством ЕР П О в пространстве ГР. По условию 
теоремы, покрытие { А; =; открыто, то есть все множества из покры- 
тия открыты. Следовательно, все пересечения {РП А; }; г являются 
открытыми множествами в подпространстве Е. Лемма доказана. 

Лемма. Ё = Че КЕ П Аз. 

Доказательство. Множество РЁ’ включается в объединение своего пол- 
крытия: Ё С Ч;егА;, и включается в само себя: Е С Р, а значит, мно- 
жество Р включается в пересечение КП Ц;егАя 
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ЕС РПЦ А. 

Так как пересечение включается в множества из пересечения, то 

ЕП Це: А, С Е. 

Из противоположных включений следует равенство 

р ПО Ах 

Воспользуемся дистрибутивностью операции пересечения относитель- 
но операции объединения (закон из теории множеств: А П Че! В; = 
Че КА п В;)): 

Е = ЕП Ч;егА; = ЧекКЕ п А;). 

Лемма доказана. 

Из доказанного равенства следует, что семейство множеств {ЕЁ П 
А; };<г является покрытием пространства РЁ. Причём состоит оно из от- 
крытых множеств, а значит является открытым покрытием. Простран- 
ство Ё’ компактно, следовательно, покрытие { ГПА; < 1 имеет конечное 
подпокрытие {ЕП А;,.... ЕПА;}. Объединение множеств покрытия 
пространства равно этому пространству: 

ИЕ п А,,) =. 

Каждое пересечение РП А; включается в член пересечения А;: 

ГПА; С А.. 

Объединим соответствующие части включений, у которых индексы 
являются индексами множеств подпокрытия ({11,...,ш}): 

о й Аь,) с 14, 

Так как Ч (ЕПА,,) = ЕЁ, то мы пришли к включению 

ЕС Аа, 

которое означает, что семейство множеств { Ад,..., Аа } является по- 
крытием пространства Г. Это покрытие конечно. Мы нашли в произ- 
вольном покрытии {А; = множества Ё конечное подпокрытие {Ах, 
.... Ай}. Теорема доказана. 

Следствие. Пусть Х — компактное топологическое пространство. 'То- 
гда любое открытое покрытие любого замкнутого множества содержит 
конечное подпокрытие этого множества. 

Доказательство. В компактном пространстве любое замкнутое под- 
пространство компактно. Любое открытое покрытие компактного под- 
пространства обладает конечным подпокрытием. Следовательно, в ком- 
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пактном пространстве любое открытое покрытие любого замкнутого 
множества, содержит конечное подпокрытие. Следствие доказано. 


15.5 В хаусдорфовом пространстве компактное 
подпространство замкнуто 


Теорема. Пусть Х — хаусдорфово пространство. Тогда любое компакт- 
ное подпространство в нём замкнуто. 

Доказательство. Пусть А — компактное подпространство в простран- 
стве Х. 

Возьмём в пространстве Х произвольный элемент т, находящийся 
вне множества Д: 

твА. 

Пространство Х хаусдорфово, и поэтому для точки т и любого эле- 
мента а Е А существуют непересекающиеся окрестности О, и Од: 

ЕО, аеЕоО., ОпПО,=8. 

Множество А является объединением своих элементов: 

= А{а}. 

Каждая точка а находится внутри своей окрестности: а Е Оз, дру- 
гими словами, одноточечное множество {а} содержится в множестве 
Оз: {а} © О.. Окрестность О’ содержится в объединении окрестностей 
всех точек из множества, Д: 

#7 = ЧаеАОл- 

Так как одноточечное множество {а} содержится в окрестности О, 
то оно содержится в объединении окрестностей: 

{а} С ЧаЕАОл- 

Раз все точки множества А содержатся в множестве ЧиедОа, то объ- 
единение точек тоже содержится в множестве УиЕдОи: 

А = Чаед{а} с ЧаЕАОл. 

Получается, что множество А содержится внутри объединения от- 
крытых множеств ЦелдО.. Это означает, что семейство множеств 
{О асд является открытым покрытием множества А. Мы вводили 
множество А в качестве компактного подпространства. Любое откры- 
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тое покрытие компактного подпространства содержит конечное подпо- 
крытие. Значит, в открытом покрытии {О} ед есть конечное подпо- 
крытиб ОО р 

О ПРО 

Каждую окрестность О., мы определяли в связи с разделением то- 
чек ди ак. То есть, каждой окрестности О’, точки ак соответствует 
окрестность Ох точки т. При этом Ох и О, не пересекаются: 

ОП С = 

Пересечение ОП... П О» содержится в каждом множестве О’ для 
всех индексов К =1,..., п: 

СООТ ЕЕ ат. 

Множество О.„,„ не пересекается с множеством (О, а значит, не пересе- 
кается с любой внутренностью в Ок. Множество ОП... ПО» является 
внутренностью множества (у, следовательно, не пересекается с множе- 
ством О. Такая ситуация верна для всех индексов А = 1,...,П. Так 
как множество ОП... ПО, находится вне каждого множества, О,, то 
оно находится вне их объединения О. Ц... ЦО: 

[ООН (ОО =. 

Раз множество ОП... П О» не пересекается с множеством Оз Ц 
... О Оз, то оно не пересекается с любой внутренностью множества 
Ош оЧ...ЦОа,. Множество А является внутренностью множества О, Ц 
... О О, следовательно множество 01 П... ПО) не пересекается с А: 

(Опеля, 

Пересечение конечного числа открытых множеств открыто, поэтому 
множество 01 П...П О, открыто. Так как каждое множество Ок со- 
держит точку т, то их пересечение О1П...П О» тоже содержит точку 
т 

хеоп...ПО,. 

Таким образом, множество (04 П...ПО» — это открытая окрестность 
точки т, которая не пересекается с множеством А. 

Точку т мы выбирали произвольно вне множества А. Значит, каждая 
точка вне множества А обладает открытой окрестностью, не пересека- 
ющейся с А. Обозначим такую окрестность точки т символом О)... Объ- 
единим все множества (О), для всех точек х Е Х, которые находятся 
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вне множества, А: д & А. Получаем множество 

Че Ох. 

Объединение открытых множеств открыто, следовательно множе- 
ство О.едОх открыто. Так как каждое множество (О), не имеет общих 
точек с множеством А, то объединение Ч,„едО., тоже не имеет общих 
точек с АД: 

(Ч:едОх) ПА = ©. 

При этом все точки т вне множества А содержатся в множестве 
Че дОх. Следовательно, множество Ч.едО. является дополнением к 
множеству Д: 

Че АОх =. \ А. 

Мы уже установили, что множество Ч.е О, открыто. Дополнение к 
открытому множеству замкнуто. А является дополнением к открытому 
множеству Ч.едОх, следовательно, А замкнуто. Теорема доказана. 


15.6 Компактная топология наименьшая среди 
хаусдорфовых топологий 


Определения. 

Пусть Х — топологическое пространство, @) — топология в Х, то есть 
семейство всех открытых множеств. 

О, < 0.5 — топология ©! меньше или равна топологии (@)5 — все 
множества, из семейства @)\ принадлежат семейству ©: 

О < о. = ОС О.. 

Наименьшая топология — это топология О», меньше которой топо- 
логий не существует (если О < От, то О = Отмю). 

Теорема. Пусть Х — компактное топологическое пространство, ©) — 
семейство всех открытых множеств в Х. Тогда любая топология над 
Х, меньшая чем ©), является компактной. 

Доказательство. Пусть О: — топология в пространстве Х, которая 
меньше или равна топологии ©: 

о. 


Тогда семейство ©)1 является подсемейством в ©: 
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ОГ ЕО: 

Возьмём в семействе © произвольное открытое покрытие .А. Так как 
семейство (©) является подсемейством в (), то все открытые множества 
в 01 являются открытыми множествами в О. Покрытие .А состоит из 
открытых множеств в топологии ©, следовательно, все множества, по- 
крытия „А принадлежат топологии ©. То есть, открытое покрытие А 
является открытым покрытием в топологии ©. Топология @) компакт- 
на, любое открытое покрытие в ней имеет конечное подпокрытие, в том 
числе открытое покрытие „А имеет конечное подпокрытие „А“. 

Мы пришли к тому, что произвольное открытое покрытие в тополо- 
гии (| имеет конечное подпокрытие. Это означает, что топология @)1 
компактна. Теорема доказана. 

Теорема. Пусть Х — множество. Тогда среди всех хаусдорфовых то- 
пологий над Х компактная является наименьшей. 

Доказательство. Пусть © — хаусдорфова компактная топология на 
множестве Х. Возьмём произвольную хаусдорфову топологию ©, ко- 
торая меньше или равна ©: 

О: 

В предыдущей теореме мы доказали, что любая топология, менышая 
компактной, является компактной. Следовательно, топология ©’ ком- 
пактна. Таким образом, обе топологии ©) и ©’ являются одновременно 
и компактными, и хаусдорфовыми. Наша, цель — доказать, что эти то- 
пологии одинаковы. В одну сторону включение уже имеется: 

ОС О. 

Осталось доказать обратное включение: 0 С ©. 

Для этого возьмём произвольное открытое множество О из большей 
топологии ©) и докажем, что оно принадлежит меньшей топологии ©), 
из чего будет следовать включение © С ©), а за ним и равенство топо- 
логий Фи ©. 

Обозначение: Ё = Х \ О. 

Е — это дополнение к открытому множеству О в топологии ©), а 
значит Р — замкнутое множество в топологии ©). Замкнутое множество 
в компактной топологии ©) образует компактное подпространство. 

Обозначения. 
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Ог — топология (семейство открытых множеств) в подпространстве 
Е, порождённая топологией ©). 

О, — топология (семейство открытых множеств) в подпространстве 
Е, порождённая топологией ©). 

Раз РЁ с топологией Ор является компактным подпространством, то 
любое открытое покрытие в нём имеет конечное подпокрытие. 

Лемма. О’, С Орк. 

Доказательство. Рассмотрим в подпространстве Ё`топологию О’. По 
определению подпространства, каждое открытое множество в Ё` имеет 
вид ЕП О, где 0 — открытое множество в топологии ©’. Семейство 
множеств (@)” содержится в семействе ©, поэтому открытое множество 
С принадлежит не только (©, нои О. Раз множество И открыто в топо- 
логии @), то множество РПО является открытым множеством в подпро- 
странстве К с топологией Ок. Этим мы доказали, что любое открытое 
множество в подпространстве Рс топологией ©’, является открытым 
множеством в подпространстве Ё`с топологией Ор. Это означает, что в 
подпространстве Ё топология О’, включается в топологию Ор. Лемма 
доказана. 

Лемма. В подпространстве Ртопология ©. компактна. 

Доказательство. Выше мы установили, что Ё`— это подпространство 
с компактной топологией Ор. Также мы установили, что О» С Ок, 
то есть, топология О’ меньше топологии Ор. В предыдущей теореме 
доказано, что если топология меньше компактной, то она компактна. 
Следовательно, топология ©. компактна. Лемма доказана. 

Лемма. Множество РЁ замкнуто в топологии ©. 

Доказательство. Топология О’, получена из топологии ©". То есть О, 
— это индуцированная топология подпространства, Ё' в пространстве Х 
с топологией ©. При этом топология О’, подпространства Ё оказалась 
компактной. 

Таким образом, можно утверждать, что топологии © подпростран- 
ство Ё компактно. При этом мы вводили топологию ©’ в качестве ха- 
усдорфовой топологии. В параграфе «В хаусдорфовом пространстве 
компактное подпространство замкнуто» доказана теорема о том, что 
в хаусдорфовом пространстве любое компактное подпространство за- 
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мкнуто. Следовательно, подпространство Р замкнуто в топологии ©). 
Лемма доказана. 

Мы определяли множество Ё как дополнение к множеству О. Раз К 
замкнуто в топологии ©", то О открыто в топологии ©’. При этом мы 
выбирали множество () произвольно в топологии ©). 

Мы пришли к тому, что произвольное открытое множество О в то- 
пологии (©) является открытым множеством в топологии ©. Следова- 
тельно, все открытые множества в топологии @©) являются открытыми 
множествами в топологии ()'. Это значит, что семейство @) включается 
в семейство ©’: 

Фе ©. 

И в то же время мы определяли топологию ©” как меньшую, чем © 
топологию. То есть, О’ включается в О. Из противоположных включе- 
НИЙ 

ооо 

следует равенство 

О = 

Итак, среди хаусдорфовых топологий мы выбрали произвольную то- 
пологию ©’, которая меньше или равна О. В итоге оказалась, что то- 
пологии О и О’ равны. Следовательно, не существует хаусдорфовой 
топологии, строго меньшей топологиии компакта (©) (компакт — это 
компактное хаусдорфово топологическое пространство). Это означает, 
что топология компакта минимальна среди хаусдорфовых топологий. 
Теорема доказана. 


15.’ Пересечение замкнутых множеств внутри 
открытого 


Теорема. Пусть 
Х — компактное топологическое пространство, 
{Е }.ез — семейство замкнутых множеств, 
( — открытое множество. 
Тогда если пересечение П\,сс<Ё;ез включается в И: 
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Пе зе 5 с О, 
то в семействе { Р; } сз существует конечное подсемейство Ру ,..., у, 


пересечение которого тоже включается в 0: 

па. 

Доказательство. Пусть Пе Ё, © 0. 

Обозначения. 

(И, =Х \ Е, — дополнения к множествам ЁР5. 

А = Х \ 0 — дополнение к множеству 0. 

Дополнение к замкнутому множеству открыто. Ё. — это замкнутые 
множества, поэтому все множества в семействе {0% }.е5 открыты. На- 
оборот, дополнение к открытому множеству замкнуто. 0 — это откры- 
тое множество, поэтому множество А замкнуто. 

Лемма. Семейство {И} является покрытием множества А: 

А те Че. 

Доказательство. Мы условились, что П,с5ЁВ, © И. Возьмём к обе- 
им частям включения дополнение. Из теории множеств мы знаем, что 
дополнение обращает включения: 

Хх \ (Пу. 

По определению, Х \ 0 = А, включение принимает вид 

АСХ \ (ЯъЕА.). 

Воспользуемся правилом из теории множеств: А\ (Пг В;) = Че КА\ 
Ве: 

Хх \ (Пе) — Чзез(Х \ т 

По определению, Х \ Е; = (.. Равенство принимает вид: 

Хх (ПзезЁ3) — Узе8О3. 

Из этого равенства, и включения А С Х \(П,=зЁ5) следует включение 

А С. Че. 

Это включение означает, что семейство множеств {(%};е5 является 
покрытием множества А. Лемма доказана. 

Множество А замкнуто. В параграфе «Покрытие компактного под- 
пространства и замкнутых множеств» доказано следствие о том, что в 
компактном пространстве любое покрытие любого замкнутого множе- 
ства имеет конечное подпокрытие. Следовательно, в покрытии {0%}.е5 
множества А есть конечное подпокрытие {Ох.,...,0.,}. Множество А 
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включается в объединение множеств своего покрытия: 
| 

Возьмём дополнение от обеих частей этого включения и учтём, что 
взятие дополнения обращает включение: 

[о 

(Х\АР(Х АИ, 

А — это дополнение к (0, следовательно, (И — это дополнение к Д: 
И = Х \ А. Произведём соответствующую замену во включении, и 
перевернём его: 

к 

(ХИ ,0.) СИ. 

Воспользуемся правилом из теории множеств: А\ (Ч; В;) = Пе КА\ 
В}: 

| И 

х \ ЧО = ПХ \ 0. ). 

(Г. — это дополнения к множествам Ё., следовательно, Рх — это до- 
полнения к множествам (.: Е; = Х \ 0. Произведём в соответствии с 
этим замену в равенстве выше: 

[о _ ПА 

х \ ЧО = В 

Из этого равенства и включения (Х\ 0/0.) © (0 следует включение 

| 

Таким образом, в семействе замкнутых множеств { №; }‹е5 мы нашли 
конечное подсемейство {Е ,..., В», }, пересечение которого ПР, Е», то- 
же включается в множество (7. Теорема доказана. 


15.8 Компакт нормален 


Определения. 

Т!-отделимое пространство — это топологическое пространство, в ко- 
тором для любых двух точек 1 и у существуют открытые окрестности 
Оги О, такие, что в каждую окрестность входит только одна из двух 
точек ти у: 

веЕОУе О ОО 

Т>-отделимое (хаусдорфово) пространство — это топологическое про- 
странство, в котором для любых двух точек 5 и у существуют непере- 
секающиеся открытые окрестности: 

ЕО... тео» пов, 
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Тз-отделимое пространство — это топологическое пространство, в ко- 
тором для любой точки 1х и любого замкнутого множества Ё (т @ ЕР) 
существуют непересекающиеся содержащие их открытые множества: 

хеО, ЕСОр, О,пОр= 0. 

Регулярное пространство — это - и [3-отделимое пространство. 

Гл-отделимое пространство — это топологическое пространство, в ко- 
тором для любых двух непересекающихся замкнутых множеств Аи В 
существуют непересекающиеся содержащие их открытые множества: 

АСОА, ВСОв, Оп Ов=@®. 

Нормальное пространство — это 71- и 14-отделимое пространство. 

Компакт — это хаусдорфово компактное топологическое простран- 
ство. 

Теорема. Каждый компакт регулярен. 

Доказательство. Пусть Х — компакт. Возьмём в Х произвольную 
точку т и произвольное замкнутое множество Ё такие, что д @ Е. 
Представим множество Р в виде объединения точек в нём: 

Е = ЧуЕЕ{У}. 

Компакт, по своему определению, является хаусдорфовым простран- 
ством, и в нём для точек 1 и у существуют непересекающиеся открытые 
окрестности 

ЕО». ЕО. ФО, 

Объединим все окрестности О, для всех точек уе К, получаем мно- 
жество ЧуерОу,. Каждая точка у Е Е содержится в некоторой окрест- 
ности Оу, а значит, содержится в объединении окрестностей ЧуерОу. 
Следовательно, множество Е включается в объединение: 

Е.Е Шер: 

Это включение означает, что семейство открытых множеств {Оу} хер 
является покрытием замкнутого множества ГР. Так как Х компактно, 
то в покрытии {О,},ер замкнутого множества Ё можно выделить ко- 
нечное подпокрытие {Оз ,..., О}. 

Обозначим Ор объединение множеств О’: 

Ок= Ч 1Ои. 

Объединение любого количества открытых множеств открыто, поэто- 
му множество Ор открыто. То есть, множество Ор является открытым 
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множеством, содержащим множество РГ. 

Каждая окрестность Оу, определялась при отделении точек 2 и у, 
поэтому каждой окрестности О’, соответствует окрестность О; точки 
т, такая, что О; ПО, = ©. Обозначим О пересечение окрестностей 
ПО; точки 2: 

ЕТО 

Так как т содержится в каждом множестве ();, то х содержится в их 
пересечении: 

Е ПП. О:. 

Пересечение конечного количества открытых множеств открыто. Сле- 
довательно, множество О = П!_ О; открыто. Таким образом, множе- 
ство О является открытой окрестностью точки т. 

Лемма. ОПОр = в. 

Доказательство. Пересечение П\"_ О; включается в каждое множество 
из пересечения: 

О=П? О; С О; для всех индексов 1 из множества {1,..., п}. 

Каждое множество ©; не имеет общих точек с множеством О... Так 
как О содержится внутри О;, то оно тоже не имеет общих точек с 
множеством О,,. Получается, что множество О не имеет общих точек 
со всеми множествами О, для всех индексов 7. А значит, множество © 
не имеет общих точек с объединением множеств ЦО, = Ор. То есть, 
множества О и Орг не пересекаются: 

ОпОр= в. 

Лемма доказана. 

Для произвольной точки х и произвольного замкнутого множества, 
Е (т & Е) мы нашли содержащие их непересекающиеся открытые мно- 
жества 

хеЕО ЕСОрк ОпПОр= 8. 

Это означает, что компакт Х является Тз-отделимым пространством. 

По определению, компакт является хаусдорфовым, то есть, Т2-отдели- 
мым пространством. ][>-отделимое пространство является Т1-отделимым 
пространством. Таким образом, компакт Х является одновременно [1- 
и Тз-отделимым пространством, а значит Х регулярен. Теорема дока- 
зана. 
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Теорема. Любой компакт нормален. 

Доказательство. Пусть Х — компакт. Возьмём в Х произвольные 
непересекающиеся замкнутые множества А и В. Представим множе- 
ство В в виде объединения точек в нём: 

В Цев{х}. 

В предыдущей теореме мы установили, что компакт является регу- 
лярным пространством, поэтому в нём для любой точки 1 и замкнутого 
множества А существуют непересекающиеся открытые окрестности: 

хеО, АсоОд ОпоОд= О. 

Объединим все окрестности О. для всех точек 1 Е В, получаем мно- 
жество Ч.евОх. Каждая точка х Е В содержится в некоторой окрест- 
ности О.,, а значит, содержится в объединении окрестностей Ч’евО.. 
Следовательно, множество В включается в объединение: 

В С ЧеевОх. 

Это включение означает, что семейство открытых множеств {Ох } „ев 
является покрытием замкнутого множества Б. Так как Х компактно, 
то в покрытии {О,},ев замкнутого множества В можно выделить ко- 


нечное подпокрытие {О..,...,О.,}. 
Обозначим Ов объединение множеств 00. 
г 7 


Объединение любого количества открытых множеств открыто, поэто- 
му множество Ов открыто. То есть, множество Ов является открытым 
множеством, содержащим множество В. 

Каждая окрестность О, определялась при отделении точки 2; и за- 
мкнутого множества А, поэтому каждой окрестности О’, соответствует 
окрестность О; множества А, такая, что О; ПО., = ©. Обозначим О 
пересечение окрестностей П.О; множества А: 

О =Г? О. 

Так как А содержится в каждом множестве ();, то А содержится в 
их пересечении: 

Ок 

Пересечение конечного количества открытых множеств открыто. Сле- 
довательно, множество О = ПО; открыто. Таким образом, множе- 
ство О является открытой окрестностью множества, А. 
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Лемма. ОПОв = ©. 

Доказательство. Пересечение П\"_ О; включается в каждое множество 
из пересечения: 

О =П? О; С О; для всех индексов 1 из множества {1,...,п}. 

Каждое множество О; не имеет общих точек с множеством О... Так 
как О содержится внутри О;, то оно тоже не имеет общих точек с 
множеством (),,. Получается, что множество О не имеет общих точек 
со всеми множествами (),, для всех индексов 7. А значит, множество © 
не имеет общих точек с объединением множеств 0” О., = Ов. То есть, 
множества О и Ов не пересекаются: 

ОпПОв= в. 

Лемма доказана. 

Для произвольных непересекающихся замкнутых множеств Аи В 
мы нашли содержащие их непересекающиеся открытые окрестности 

дсо; ВС Ов, ‘ОПОв= в; 

Это означает, что компакт Х является [4-отделимым пространством. 

По определению, компакт является хаусдорфовым, то есть, Т2-отдели- 
мым пространством. 1>-отделимое пространство является [1-отделимым 
пространством. Таким образом, компакт Х является одновременно '[1- 
и [4-отделимым пространством, а значит Х нормален. Теорема, дока- 
зана. 


15.9 Расширение отображения в компакт 


Определения. 

Хаусдорфово пространство — это пространство, для любых двух то- 
чек т и у которого существуют непересекающиеся открытые окрестно- 
сти Оги Оу: 

Е О. ЕО. ОпПОЕ.: 

Компакт — это компактное хаусдорфово топологическое простран- 
ство. 

Всюду плотное подмножество — это множество А в пространстве Х, 
замыкание которого совпадает со всем пространством: 

А=Х. 
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Пусть А СХ, {: А У — непрерывная функция. 

Непрерывное продолжение функции [ : А —} У — это непрерывная 
функция Е: Х - У, которая совпадает с { на множестве Д: 

(т) = Е(х) притЕ А. 

Теорема. Пусть 

Х — топологическое пространство, 

У — компакт, 

А — всюду плотное подпространство в Х, 

{ — непрерывное отображение пространства Ав У. 

Тогда следующие два условия эквивалентны: 

1) отображение } можно непрерывно продолжить на Х; 

2) для каждой пары В1, Во непересекающихся замкнутых в У мно- 
жеств замыкания их прообразов }`\(В1) и !`'((В>) в пространстве Х 
не пересекаются: 


(вп КВ) = 2. 

Доказательство. Докажем следование 1) = 2). 

Пусть выполняется первое условие, то есть имеется непрерывная функ- 
ция Ё: Х -} У, являющаяся продолжением отображения {. Возьмём 
в пространстве У два произвольных замкнутых множества Б1 и Бо, 
которые при этом не пересекаются: 

БП ВБ = ©. 

Лемма. Прообразы Е`"(В\) и ЕКВ) не пересекаются. 

Доказательство. Из теории множеств мы знаем, что обратная функ- 
ция сохраняет пересечение: 

ЕКВ) ПЕТКВо) = ЕКВ п В). 

Мы выбрали множества В1 и Въ непересекающимися: В1 П Во = ®. 
Выражение принимает вид: 

ЕКВ п В) = Е ЦВ). 

Никакие элементы в ничто не отображаются, поэтому прообраз пу- 
стого множества, пуст: 

ЕК) = в. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения Е (В) ПЕ-((В») 
к выражению ©, следовательно, эти выражения равны: 


ВВ ГЕЕВ] 9, 
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То есть, множества Р`"(В\) и Е (Во) не пересекаются. Лемма до- 
казана. 

По условию теоремы, функция РЁ определена на множестве Х, функ- 
ция | определена на множестве А С Х. На множестве А функции }Ёи 
Е определены одинаково. Поэтому если мы возьмём прообраз множе- 
ства В1, то те точки, которые даст функция {, также даст и функция 
Е, но при этом функция Ё может дать ещё дополнительных точек, 
потому что она определена шире. Таким образом, все точки прообра- 
за (В!) будут содержаться в прообразе Е`(В!). То есть, прообраз 
Г (В)) включается в прообраз Е-1(В\): 

ВЕ 

Возьмём замыкание от обеих частей включения и учтём, что замы- 
кание сохраняет включение: 

ВЕ Во 

Непрерывная функция сохраняет замкнутость множеств в сторону 
прообраза. Мы выбирали множество В! так, что оно замкнуто, следо- 
вательно его прообраз Е`"(В!) замкнут. Замыкание замкнутого мно- 
жества, ничего не меняет, поэтому: 

ЕКВ!) — ИВ 

Отсюда включение }-КВ,) © Е-ЦВ!) переходит во включение 

УКВ) © РВ, 

Ситуация с В» полностью аналогична. Таким образом, мы имеем два 
включения: 

цв) СЕ (в), РЕВ) < ЕВ). 

Мы установили, что множества Е`'(В1) и Е '(В?>) не пересекаются, 
а множества }-КВ\) и (Во) находятся внутри ЕКВ!) и Е-КВ.). 
Внутренности непересекающихся множеств не пересекаются. Следова- 
тельно, множества ]^ (В) и ГВ») не пересекаются: 

Г. ив КВ, (В: 

От непересечения двух произвольных замкнутых множества, В1 и Во 
мы пришли к непересечению замыкания их прообразов относительно 
функции }, что есть второе условие теоремы. Мы доказали, что из 
первого условия следует второе. Следование 1) = 2) доказано. 

Докажем следование 2) = 1). 
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Пусть выполняется второе условие. То есть для каждой пары Б1, Бо 
непересекающихся замкнутых в У множеств замыкания их прообра- 
зов (В!) и Ё (Во) в пространстве Х не пересекаются: /-1"(В1) П 
Х (Ви =в. 

Докажем, что функцию } можно непрерывно продолжить на всё про- 
странство Х. То есть, докажем, что существует непрерывная функция 
Е: Х - У, которая совпадает с ] на множестве А: {(5) = Е(5) при 
ЕЛА. 

Для каждого т Е Х обозначим через О(5х) семейство всех окрест- 
ностей точки х в пространстве Х, то есть семейство всех открытых 
множеств, содержащих х. Семейство О(х) можно также обозначить 
{Оюсо- 

В условии теоремы мы обозначили буквой А всюду плотное множе- 
ство в пространстве Х. Возьмём пересечение множества А со всеми 
множествами из @0(5), получаем семейство множеств {А П О}оеб(. 
Каждое множество из этого семейства, отобразим функцией [, получа- 
ем семейство {1(АПО)}оео(+). Теперь возьмём замыкание от каждого 
множества из этого семейства, получаем семейство {/(АПО)}оео(. 
Обозначим это семейство Л (5). Таким образом, мы ввели семейство 
множеств 


(т) =Л(АПО)} осо. 

Это семейство состоит из замкнутых множеств пространства У. 

Лемма. Семейство Л(17) центрировано. 

Доказательство. Возьмём в семействе Л (5%) произвольное конечное 
подсемейство {1 (АПО!\),...,}(АПО,)}. 

В семействе О0(5) все множества содержат точку т, и поэтому их 
пересечение непусто. В частности, 

ОО, 

При замыкании множество не уменьшается, то есть И С 0. Поэтому 
замыкание непустого множества непусто: 

О. 

В параграфе о всюду плотном множестве мы доказали теорему, что 
для любого открытого множества Ц и всюду плотного множества А 
верно равенство (| = АПО. Пересечение открытых множеств О П 
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... П Ор открыто, поэтому для этого пересечения тоже выполняется 
равенство: 

Е ОО 9% 

При этом пересечение АПО1П...П О» включается в множество А, а 
значит содержит точки из А. Когда мы берём замыкание, добавляются 
новые точки, старые не исчезают, поэтому в замыкании АПО1П... ПО, 
содержатся точки из А. 

Пересечение множества с самим собой равно ему же, поэтому мы 
можем продублировать множество А с помощью пересечения: 


Ооо ОА ПОС О в == Я содержит 
к 


точки из ДА. 
В пересечении множества можно переставлять местами и результат 
от этого не меняется. Сгруппируем множества следующим образом: 


АПАП...ПАПО,П...ПО; = (АПО) п... П(АПО, # ©, со- 
| 


держит точки из А. 

В параграфе «Замыкание и пересечение» доказана теорема о том, что 
для замыкания пересечения любых множеств выполняется включение: 
Пу; © Пе ПО.. В случае нашего выражения это включение выглядит 
следующим образом: 

(АПО)п...П(АПО, С (АПОШП...П(АПО,. 

Множество (АПО!)П...П(АПО,,) непусто, содержит точки из А, 


и находится внутри множества (АПО!1)П...П(АПО,,). Значит более 
широкое множество (А ПО) П...П(АПО,;,) непусто и содержит точки 


из Д: 

(АПО:)П...П(АПО») 2 ©, содержит точки из А. 

Функция | отображает каждую точку из множества, А в точку мно- 
жества У. Поэтому непустое множество точек из А отображается в 


непустое множество точек из у: 


1 (мпоуг... пап 0) #2. 
Воспользуемся правилом из теории множеств: } (Пе) © Гы (Ир: 


/ (дпоуг... пай 0} <; (под) п...п/((Ий99). 


Внутри множества, } (4 п 07) Ре (а п 23) находится непу- 
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стое множество } (4 поп... п (АП 0») ‚ Следовательно, более ши- 
рокое множество непусто: 


/(ипо)) п... п/(@70,) Ре, 
В параграфе «Замыкание при непрерывном отображении» доказана 
теорема о том, что для любых непрерывных отображений выполняется 


включение }(0) © К(И). Поэтому каждое множество (4 п 03) из 


пересечения включается в множество / (А ПО). Заменяя в пересече- 


нии ] (4 п 0) Ее. (4 п Ох) | меньшие множества, на большие, 
пересечение не уменьшится: 


у (470) Пу (470) ст(АПО)п.. ПР(АПО,. 
Внутри множества } (АПО!:)П...ПУ(АПО,) находится непустое 


подмножество } | (АПО!1) |П...ПЛ [(АПО,, , значит само множество 
непусто: 

АПО Паоло, 

Мы пришли к тому, что в семействе Л(2) = {{(АПО)}оеб(+) произ- 
вольное конечное подсемейство {1(АПО\),..., (АПО»)} имеет непу- 
стое пересечение. Это означает, что семейство о (%) центрировано. Лем- 
ма доказана. 

В компактном пространстве любое центрированное семейство замкну- 
тых множеств имеет нетривиальное пересечение. Поэтому пересечение 
ПУ (1) непусто для каждой точки х Е Х: 

ПУ (1) 22 © для всех т Е Х. 

Обозначение. Ё(5) = П.Л (5) = Пософ (А ПО). 

Соответственно, множество ЁР(1) непусто для каждой точки 1 Е Х: 

Е(т) = © для всех х Е Х. 

Лемма. Для любого х Е Х множество Ё(5) состоит ровно из одной 
Точки. 

Доказательство. Допустим лемма неверна, и для некоторого 1 Е Х в 
множестве Р(5) находятся две разные точки 1/1 и у: 

у 2. 

По условию теоремы, пространство У — компакт. Компакт является 
регулярным пространством. В параграфе «Регулярность и непересече- 
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ние замыканий окрестностей» доказана теорема о том, что в регуляр- 
ном пространстве для двух разных точек 4/1 и у2 найдутся окрестности 
У и \> такие, что 

деи, 42 Е У, У ПУ. = в 

Таким образом, мы имеем два непересекающихся замкнутых мно- 
жества Ути У. Мы рассматриваем ситуацию, когда второе условие 
теоремы выполняется. По этому условию для двух непересекающихся 
замкнутых множеств Ут и У. замыкания их прообразов тоже не пере- 
секаются: 

У 

Подлемма. }-КИ) п }-КУ) = ©. 

Доказательство. Множество включается в своё замыкание: 

ИСУ, ИСУ. 

Обратная функция и замыкание сохраняют включения. Поэтому ко- 
гда мы возьмём от обеих частей включений сначала обратную функ- 
цию, а потом замыкание, то включения сохранятся: 

о ыы 

Так как множества }-1(Ут) и КУ.) не пересекаются, то их внут- 
ренности тоже не пересекаются. Множества }—1(И!) и }_ К(\5) являются 
внутренностями множеств }—1(У1) и }-((У.). Следовательно, они не 
пересекаются: 

ЦИ) п) = 

Подлемма доказана. 

Обозначения: И и И/> — это дополнения к множествам }-—1(\) и 
(У): 

=х\ ЛКИ) =ХАЛЦИ. 

Подлемма. Х = ИОИ.. 

Доказательство. Рассмотрим объединение И” Ц И/5. Подставим в вы- 
ражение вместо И/! И/> их определения: 


инчи = (х\ 71) 9 (х\ 7 ®). 


Воспользуемся правилом из теории множеств: А\ (ВПС) = (А\ В) 


(А\С): 
(хо) (хр) =х\ (т). 
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Пересечение }—1(\!) п /-КУ) в скобках является пустым множе- 
ством, поэтому 


х\ (7) пл) =Х\ 8 

Вычитание пустого множества ничего не меняет: 

О. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения И” Ц И/> к выра- 
жению Х, следовательно они равны: 

ИИ = Х. 

Подлемма доказана. 

Так как в множествах И/| и И/› вместе взятых находятся все точки 
пространства Х, то точка х лежит хотя бы в одном из этих множеств: 

хе И" илитЕ И... 

Обозначим 1 индекс множества, в которое включается т: 

ЕЙ»: (Е = 1 илиё = 2). __ 

Подлемма. ИП Г(А\ {-КУ))) = ©. 

Доказательство. В множестве }`(\;) содержатся все прообразы то- 
чек из У;. Множество }`'(У;) содержится внутри своего замыкания 
Г-КУ)), следовательно, в замыкании }-((У;) содержатся все прообра- 
зы точек из У;. Разность А \ } К\У;) содержит все точки А, которые 
не содержат точки из }-1(\,). То есть, мы вычли из множества А все 
прообразы точек из \,, и поэтому множество А \ }((\;) не содержит 
ни одной точки из прообраза, множества \,. Раз в множестве А\ }((\;) 
нет точек из прообраза \);, значит никакая точка из А\ }1(\;) не отоб- 
ражается в множество \,;. То есть, множество 1(А \ /-К\))) и У; не 
имеют общих точек: 

ИПЛА\ 7 = ©. 

Подлемма доказана. 

Замыкание множества ( можно представить как вычитание из про- 
странства Х всех открытых множеств, находящихся вне 0. Так как 
множество У; открыто, и находится вне множества }(А \ }—((\;)), то 
оно находится вне его замыкания, то есть, не пересекается с ним: 

ИПДА\ Л ЦУ)) = 8. 


Мы вводили множество \; как окрестность точки /;: у; Е И;. Раз мно- 
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жество У, находится вне множества /(А \ }-КУ.)), то точка у;, находясь 


внутри И,, находится вне множества /(А\ /-КУ)): 

и ДА\ЛЦУ)). 

Из теории множеств нам известно правило А \ В = АП(-В) = 
АП(Х \ В). Воспользуемся этим равенством для множества А\ /-1(\;): 

А\ 7-Й) = АП(Х\ РК). 

Мы определяли И/; = Х \ } (У), поэтому можем переписать преды- 
дущее выражение следующим образом: 


А\ }-КУ) = АПИ’. 


Подставим это выражение в непринадлежность у; & (А \ }КУ))): 

и ДАПИ’). _ 

Замыкание }^ КУ.) ;) является замкнутым множеством. Выше мы вво- 
дили множество И/; = Х \ } КУ,)), которое является дополнением к 
замыканию, а значит, открыто. Также мы определили индекс 1 так, что 
тЕЙ’;. Таким образом, И’; — это открытое множество, содержащее т. 

Мы обозначали Ё (2) = ПЛ (5) = Посо()Л(А ПО). Пересечение вклю- 
чается в каждое множество из пересечения. Значит, Ё(т) включается в 
каждое множество }(АПО), где О — открытое множество, содержащее 
т. 

У’; является открытым множеством, содержащим т, значит верно 
включение: 

Е(е) < ПАР) 

При этом мы установили, что у; не принадлежит множеству }(АП И’): 

и ДАПИ”,. 

Раз элемента, у; нет в множестве (АП И/;), то его нет в любых внут- 
ренностях этого множества. Множество Ё(7) является внутренностью 
множества }(АПИ’;), следовательно, в Ё(5) нет элемента, у; 

и Е(з). 

Но мы определяли элемент 4); (где индекс 1 = 1 или 1 = 2) принад- 
лежащим Е(т). Мы пришли к противоречию. Допущение наличия в 
множестве Ё(х) более одного элемента приводит к противоречию, сле- 
довательно, в Е(т) имеется не более одного элемента. Так как выше 
мы доказали, что Р(т) непусто, значит в множестве Ё(х) содержится 
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ровно один элемент. Лемма доказана. 

Поставив в соответствие точке х Е Х ровно одну точку Р(7т), мы 
определили отображение РЁ пространства Х в пространство У. 

Лемма. На множестве А функции ри Г определены одинаково: }(1) = 
Е(т), гетЕ А. 


Доказательство. Возьмём в А произвольную точку т. По определе- 


НИЮ, Е(т) == Аа) == Пософ/(А № О). 

Точка 1 содержится и в каждом множестве О Ее О(5т), и в множестве 
А (по условию леммы). Поэтому т принадлежит их пересечению: 

т Е АПО для всех множеств О Е О(т). 

Раз множество А ПО содержит в себе элемент х, значит множество 
(АПО) содержит в себе элемент }(5). Любое множество содержится 
в своём замыкании: 


(АПО) с К(АПО). 
Так как множество }(А П О) содержит все точки множества }(АПО), 
то оно содержит и точку { (т): 


(1) е ХАПО). 
Таким образом, точка }(х) содержится во всех множествах }(АПО) 
для всех множеств О Е О(5т), а значит, содержится и в их пересечении: 


(1) Е ПософЛ(А ПО) = Е(з). 

Так как в множестве ЁР(т) содержится одна точка, то {(т) = Е(т). 
Точку т мы выбирали в множестве А произвольно, следовательно, на 
всех точках 1 Е А функции Г и ЕЁ определены одинаково. Лемма дока- 
зана. 

Остаётся показать, что функция ЁР' непрерывна. Воспользуемся кри- 
терием непрерывности через окрестности точек. Этот критерий фор- 
мулируется следующим образом: 

для любой точки т Е Х выполняется правило: для любой открытой 
окрестности У точки ЁЕ(5) существует открытая окрестность 0 точки 
т такая, что (0) СУ. 

Возьмём в множестве Х произвольную точку т. Пусть У — произ- 
вольная открытая окрестность точки Ё(7) в пространстве У: 

Р(х) ЕУСУ. 


Вспомним определение для одноточечного множества {РЕ (1)}: 
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{Е(т)} = Покоф (А ПО). 

Получается, что пересечение семейства замкнутых множеств Поео(+) 
Г(АПО) включается в открытое множество У. В параграфе «Пересе- 
чение замкнутых множеств внутри открытого» была доказана теорема, 
что если в компактном пространстве внутри открытого множества У 
находится пересечение семейства замкнутых множеств, то это семей- 
ство имеет конечное подсемейство, которое тоже включается в множе- 
ство У. В нашем случае из включения 


Пософ1(АПО) СУ 

следует, что в семействе замкнутых множеств { (А ПО)}осо() име- 
ется конечное подсемейство { (АП О\1),..., Л(А П Ок) }, пересечение ко- 
торого тоже включается в \: 

АПО)П... ПП К(АПО, СУ. 

Каждое множество О; выбиралось из семейства @0(15) — мы опреде- 
лили это семейство таким, что оно состоит из всех открытых множеств, 
содержащих т. Таким образом, множества О\1,..., Ох — это открытые 
множества, содержащие т. Раз все они содержат т, то их пересечение 
тоже содержит 2: 

хеЕОП...ПО%. 

Пересечение конечного числа открытых множеств открыто. Поэтому 
множество 01 П...П Ох открыто. Введём обозначение: 

И = ОГ ПОв 

Таким образом, множество (И открыто и содержит точку х, то есть, 
является открытой окрестностью точки т. 

Лемма. Р(И) СУ. 

Доказательство. Возьмём в множестве 0 произвольную точку 71’. Эта 
точка, содержится в пересечении О1П...ПОь, и поэтому принадлежит 
каждому из множеств О; 

хе О; глет=1,...,Б. 

Посмотрим, куда отображается элемент х’ функцией Р: 


= 
Р(2’) = осо КАТО), 
Семейство множеств О(х’) по своему определению содержит все от- 
крытые множества, содержащие в себе х’. Среди таких множеств на- 


ходятся множества О\,..., Ок. Поэтому в семействе {/(АПО)}осо(л” 
ВУ 


содержится подсемейство { (АПО!\),...,1(АПО,)}. 


Пересечение Посо(-)/(АПО) включается в каждое множество из 


пересечения, в том числе в множества }(АПО;) из подсемейства 


(апоу,....Мапбн} 

Поеко«) (А п О) | Г(А п О;). 

Раз пересечение включается во все множества }(АПО;) для всех 
индексов 1 =1,..., К, значит, оно включается в пересечение этих мно- 
жеств: 

Посо 1 (АПО) с ДАПОШП...П ДАПО». 

Выше мы установили наличие включения 

АПО)П... П К(АПО, СУ. 


Из этих двух включений следует включение 


Р(') = Посол КАПО) С У. 

Получается, что произвольный элемент из множества (И отобража- 
ется функцией Ё в множество У. Значит, все элементы множества (0 
отображаются в множество У, и мы имеем включение 

Е) СУ. 

Лемма доказана. 

Мы доказали, что для произвольной точки х и произвольной окрест- 
ности У точки Ё(5) существует окрестность И точки х такая, что 
Е(И) СУ. Этим мы выполнили проверку критерия непрерывности 
для функции ГР. Функция РЁ непрерывна. 

Отталкиваясь от условия 2) теоремы, мы нашли непрерывную функ- 
цию Р(1), которая совпадает с }(т) на множестве А. То есть, нашли 
непрерывное продолжение функции }(5). Следование 2) = 1) доказа- 
но. Теорема доказана. 
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ГЛАВА 16 


Паракомпактность 


16.1 Определение паракомпактности 


Семейство множеств А = {А.},с5 вписано в семейство множеств В = 
{ ВЕНет, если каждое множество А, из семейства А находится внутри 
некоторого множества Вх.) семейства В: 

А; © Вко) для всех индексов 8 Е ©. 

Локально конечное покрытие — это такое покрытие, что в любой точ- 
ке пространства существует окрестность (открытое множество, содер- 
жащее эту точку), пересекающаяся лишь с конечным числом множеств 
покрытия. 

Паракомпактное пространство — это топологическое пространство, в 
котором в каждое открытое покрытие можно вписать локально конеч- 
ное открытое покрытие. 


16.2 Компактное пространство паракомпактно 


Определение. Компактное пространство — это топологическое простран- 
ство, в каждом открытом покрытии которого можно выделить конечное 
подпокрытие. 

Теорема. Каждое компактное пространство паракомпактно. 

Доказательство. 

Лемма. Подпокрытие вписано в покрытие. 

Доказательство. Каждое множество подпокрытия принадлежит по- 
крытию. Другими словами, каждое множество подпокрытия равно мно- 
жеству из покрытия. Равенство множеств — это частный случай вклю- 
чения. Следовательно, каждое множество подпокрытия включается в 
некоторое множество из покрытия. Это означает, что подпокрытие впи- 
сано в покрытие. Лемма, доказана. 

Лемма. Конечное покрытие локально конечно. 
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Доказательство. В конечном покрытии количество множеств конеч- 
но. Поэтому в каждой точке пространства любая окрестность пересе- 
кается с не более, чем с конечным числом множеств покрытия. Это 
означает, что конечное покрытие локально конечно. Лемма доказана. 

В компактном пространстве любое открытое покрытие имеет конеч- 
ное подпокрытие, следовательно, каждое открытое покрытие имеет впи- 
санное в него конечное открытое подпокрытие. Каждое конечное по- 
крытие локально конечно, а значит, в компактном пространстве в каж- 
дое открытое покрытие можно вписать локально конечное открытое 
покрытие. Это означает, что компактное пространство паракомпактно. 
Теорема доказана. 


16.3 Линделёфово пространство паракомпактно 


Определение. Линделёфово пространство — это топологическое про- 
странство Х, удовлетворяющее двум условиям: 

1) Х регулярно, 

2) в любом открытом покрытии есть счётное подпокрытие. 





Теорема. Каждое линделёфово пространство паракомпактно. 

Доказательство. Пусть Х — линделёфово пространство. Возьмём в 
Х произвольное открытое покрытие (4. Так как семейство множеств М 
является покрытием, то любая точка 1х содержится в некотором мно- 
жестве Ц» из покрытия (1: 

хе ЕИ. 

В параграфе «Тз-отделимость и окрестность внутри окрестности» до- 
казана, теорема о том, что в Т3-отделимом пространстве для любой точ- 
ки т и любой её открытой окрестности И существует такая открытая 
окрестность У точки т, что выполняется цепочка включений: 

ЕУСУСИЦ. 

По условию теоремы, пространство Х линделёфово. В соответствии 
с определениями, линделёфово пространство регулярно, а регулярное 
пространство ]3-отделимо. Таким образом, наше пространство Х явля- 
ется Тз-отделимым и для него выполняется процитированная теорема. 
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Возьмём в пространстве Х произвольную точку т. Эта, точка содер- 
жится в некотором открытом множестве (, из покрытия М. Между 
точкой т и множеством И. существует открытая окрестность У, точки 
т такая, что выполняется цепочка включений: 

хеЕУ, СУ, С Ц. 

Такие цепочки включений можно записывать для любых точек из 
пространства Х. Следовательно, для всех точек х Е Х существуют 
соответствующие множества И, и (0... 

Семейства множеств {У„}хех и {И }хех являются покрытиями, по- 
тому что любая точка пространства Х содержится в соответствующих 
множествах из этих семейств. Так как все множества У, и 0, открыты, 
то покрытия {У} ех и {И} ех открыты. 

Пространство Х линделёфово. По определению линделёфова, про- 
странства, в любом открытом покрытии существует счётное подпокры- 
тие. Выберем в покрытии {\, }„ех счётное подпокрытие {\,,}°. 

{ИН © {Узаех. 

Каждое множество \,, из покрытия {\,, }°, содержится в соответ- 
ствующем множестве Ц’, из семейства {0% 2? 1. Следовательно, все точ- 
ки из множеств семейства, {\,, } ©, содержатся в точках множеств из 
семейства, {(, }2°/. Семейство {\,, }°, является покрытием и поэтому 
содержит все точки пространства Х, отсюда, семейство {0 }°°, тоже 
содержит все точки пространства Х’, а значит является покрытием. 

Построим на основе покрытий [и 1 и {0,, >. новые множества 
И/;. Каждое множество И/; будем создавать из множества Ц.,, вычитая 
из него все предшествующие множества Уз,..., Их, (предшествую- 
щие в том смысле, что их индексы меньше индекса 1 при множестве 
О...). Запишем эти множества в виде формулы. 

Обозначение. И/; = И, \ (Уно Уьц... Ц Ув), гдеё = 1,2,..., 

Лемма. Множества, И/; открыты. 

Доказательство. Замыкание любого множества является замкнутым 
множеством. Следовательно, множества, У» замкнуты. Объединение 
конечного числа замкнутых множеств замкнуто. Поэтому множество 
Ук 9 ть Аа 9 И замкнуто. Вычитание из открытого множества 
замкнутого множества является открытым множеством. Множество 
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открыто, значит множество 

О ИИ МИ.) 

открыто. Лемма доказана. 

Лемма. Семейство множеств {И/;} 2. является покрытием. 

Доказательство. Возьмём в пространстве Х произвольную точку т. 
Семейство {И}. является покрытием, и поэтому точка 1 принадле- 
жит некоторому множеству из покрытия {П», } 1. Точка х может при- 
надлежать разным множествам из покрытия {0 }°.. Возьмём среди 
этих множеств множество Ц, с наименьшим индексом К. Для всех ин- 
дексов 1, меньших К множества Ц», не содержат точку 5. Раз точки т 
нет в множестве О»., то её нет в любой его внутренности. Множество 
У,, содержится внутри множества И, следовательно множество У’, 
не содержит точку т. Такая ситуация верна для всех индексов 1, мень- 
ших К. Раз все множества Ух, при # < Ё не содержат точку х, то их 
объединение тоже точку 1 не содержит: 

ве 

В итоге точка х содержится в множестве И,,, но не содержится в 
множестве т о Я а Е следовательно, точка х принадлежит 
разности этих множеств: 

о в 

Для произвольной точки 1 из пространства Х мы нашли множество 
И”, из семейства {И”;}°., которому точка х принадлежит. Следова- 
тельно, все точки из пространства Х лежат в множествах из семейства 
{И/’; 1. Это значит, что семейство множеств {И/;} | является покры- 
тием. Лемма доказана. 

Лемма. Покрытие {И/;}°, вписано в покрытие (М. 

Доказательство. Покрытие {0}, состоит из множеств покрытия 
И. То есть, любое множество Ц», из покрытия {0%}. является мно- 
жеством из покрытия (М. 

Любое множество И/; образуется из множества О., из покрытия М с 
помощью вычитания из (,, части точек. Следовательно, всё множество 
И/; содержится внутри множества Ц... Таким образом, каждое множе- 
ство из покрытия {И/;}°°, включается в некоторое множество из по- 
крытия . Это значит, что покрытие {И/;}°°, вписано в покрытие (М. 
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Лемма доказана. 

Лемма. Покрытие {И/;}°°, локально конечно. 

Доказательство. Возьмём в пространстве Х произвольную точку т. 
Так как семейство множеств {\,, }°. является покрытием, то точка 1 
принадлежит некоторому множеству У„, из этого покрытия. 

Каждое множество И/; мы создавали из множества И,,, вычитая из 
него все множества те с индексами 7, предшествующими 1. То есть, 
в множестве И’; не содержатся точки всех множеств И: индексы 7 
которых меньше индекса #: 

ИГ ПУь, = ©, где 1 < $. 

Раз множество Й/; не пересекается с множеством И то оно не пере- 
секается с любой его внутренностью. Множество включается в своё за- 
мыкание. Следовательно, множество У,, является внутренностью мно- 
жества, Ув. Поэтому множество И/; не пересекается с множеством У: 

ИП У,, = ©, где 1 < +. 

Такая ситуация верна для всех индексов {и 71, удовлетворяющих усло- 
вию # > 7. Значит, множество \,, не пересекается со всеми множества- 
ми Й/,, индекс 1 которых больше индекса К. Если индекс 1 меньше или 
равен индексу К, то пересечение множеств И/; и У,, не исключено. Та- 
ким образом, множество индексов &, при которых возможно пересечение 
множеств И/; и \,,, конечно. А значит множество У,, пересекается не 
более чем с конечным числом множеств И/.. 

Для произвольного х Е Х мы нашли открытую окрестность И», 
которая пересекается лишь с конечным числом множеств из покрытия 
{И’,, 221. Это значит, что покрытие {И’,, }°, локально конечно. Лемма 
доказана. 

Для произвольного покрытия И мы нашли вписанное в него открытое 
локально конечное покрытие {И/,, }°.. Это значит, что пространство Х 
паракомпактно. Теорема доказана. 


16.4 Паракомпакт нормален 


Определения. 
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Г-отделимое пространство — это топологическое пространство, в ко- 
тором для любых двух точек т и у существуют открытые окрестности 
Оги О, такие, что в каждую окрестность входит только одна из двух 
точек тит: 

тЕО, у О, УЕО, $ 0,. 

Т>-отделимое (хаусдорфово) пространство — это топологическое про- 
странство, в котором для любых двух точек 5 и у существуют непере- 
секающиеся открытые окрестности: 

гЕОн. чеЕО, Оп о =. 

Тз-отделимое пространство — это топологическое пространство, в ко- 
тором для любой точки т и любого замкнутого множества Ё (т @ Е) 
существуют непересекающиеся содержащие их открытые множества: 

ХЕО, ЕС Ор, О. ПОе=@®. 

Регулярное пространство — это - и [3-отделимое пространство. 

Гл-отделимое пространство — это топологическое пространство, в ко- 
тором для любых двух непересекающихся замкнутых множеств Аи В 
существуют непересекающиеся содержащие их открытые множества: 

АСОА ВСОв, Оп Ов= <. 

Нормальное пространство — это 71- и 14-отделимое пространство. 

Паракомпакт — это паракомпактное хаусдорфово топологическое про- 
странство. 

Теорема. Каждый паракомпакт регулярен. 

Доказательство. Пусть Х — паракомпакт. Возьмём в Х произволь- 
ную точку 5 и произвольное замкнутое множество Р такие, что 

Представим множество Р в виде объединения точек в нём: 

Е = ЧуЕЕ{У}. 

Паракомпакт, по своему определению, является хаусдорфовым про- 
странством, и в нём для точек т и у существуют непересекающиеся 
открытые окрестности 

ЕО». УЕ ОпО=в. 

Объединим все окрестности О’, для всех точек у Е К, получаем мно- 
жество ЧуерО,. Каждая точка у Е Е содержится в некоторой окрест- 
ности Оу, а значит, содержится в объединении окрестностей ЧуерОу. 
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Следовательно, множество Ё включается в объединение: 

ЕС ЧиеРОу. 

Мы определили Ё как замкнутое множество. Значит дополнение к 
нему Х \ РЁ открыто. Объединение множества, и его дополнения равно 
всему пространству: 

о 

Если в этом объединении мы заменим К на ещё большее множество, 
то результат не уменьшится и по-прежнему будет равен Х (Х — это 
наибольшее возможное множество в пространстве Х). Заменим в объ- 
единении РЦ (Х \ Е) множество Е на множество ЧуерОу, в которое Е 
включается. Получаем равенство 

(ЧуегО,) Ч (Х \ Е) =Х. 

Все множества О, и (Х \ К) являются открытыми, и при этом их 
объединение равно всему пространству Х. Следовательно, семейство 
множеств {О ерРУ{Х \ Е} является открытым покрытием простран- 
ства Х. 

Так как пространство Х паракомпактно, то в любое открытое по- 
крытие в Х можно вписать локально конечное открытое покрытие. То 
есть, внутри множеств семейства {О ерРО{Х\Е} имеются подмноже- 
ства, которые вместе составляют открытое локально конечное покры- 
тие. Множества вписанного покрытия, которые находятся внутри мно- 
жеств {О, ег обозначим {О; ег. Множество из вписанного покрытия, 
которое включается в множество Х \ Ё’, обозначим О. (Вообще, внутри 
множества Х\ Ё’ может быть много вписанных открытых подмножеств. 
Но мы их можем объединить и получим одно открытое множество, ко- 
торое находится внутри Х \ Г, и в результате мы всё равно будем иметь 
локально конечное открытое покрытие.) Таким образом, вписанное по- 
крытие имеет вид {О ег Ч {О}. 

Лемма. РЁ С Ц;=!О;. 

Доказательство. Множество Х \ РЁ не имеет общих точек с множе- 
ством Р. Следовательно, вписанное в него множество О С Х \ Г тоже 
не имеет общих точек с К. При этом множество Ё содержится в объ- 
единении покрытия (Ч;еГО;) Ц О. Раз в множестве О точки из Е не 
содержатся, значит они содержатся в множестве Ч;егО;. Таким обра- 
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зом, множество Р включается в объединение ;егО; 

О 

Лемма доказана. 

Объединение открытых множеств открыто. Таким образом, множе- 
ство ЁР’ включается в открытое множество ЦУ;=1О;. 

Лемма. Ч;еГО; == УзеГО:. 

Доказательство. Покрытие {О; }+=/\{О} локально конечно. Это озна- 
чает, что у каждой точки существует окрестность, которая пересекается 
с не более чем конечным числом множеств покрытия. Если мы уберём 
из семейства {О;ег Ц {О} одно множество О, то всё равно окрестно- 
сти точек будут пересекаться с не более чем конечным числом подмно- 
жеств. Следовательно, семейство множеств {О;};<1 является локально 
конечным. 

В параграфе «Замыкание объединения локально конечного семейства 
множеств» доказана теорема о том, что для локально конечного семей- 
ства множеств оператор замыкания сохраняет операцию объединения: 

Че О; = Че 0:. 

Лемма доказана. 

Лемма. Точка т не содержится в множестве Ч;егО;. 

Доказательство. Каждая окрестность О, определялась при отделе- 
нии точек 2 и у. То есть, каждая окрестность О, не должна пересе- 
каться с окрестностью О. точки т, а значит в каждой окрестности Оу 
отсутствует точка, 7: 

0... 

При этом точка х содержится в открытом множестве О, которое 
полностью находится вне множества О, (не пересекается с ним). За- 
мыкание О), можно понимать как вычитание из пространства Х’ всех 
открытых множеств, находящихся вне Оу. То есть, в замыкании О’ не 
содержится ни одной точки внешних к О, открытых множеств. Точка 
т содержится во внешнем к О, открытом множестве, а значит, х не 
содержится в замыкании Оу: 

те0О,. 

Каждое множество О; содержится в некотором множестве Оз(в: О; © 
Оу). Замыкание сохраняет включения, поэтому 
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О; С Об. и 

Точка, т не содержится внутри множества Оу(, и также не содержит- 
ся во внутренностях этого множества. Множество О; является внутрен- 
ностью множества О, следовательно, точка 1 не содержится в Оз: 

Раз точка 1 не содержится в каждом множестве О; для всех индексов 
те Г, то т не содержится в объединении этих множеств: 

2. Е Ч;егО;. 

Мы установили, что множество Ц; О; является объединением замы- 
каний Ч;=гО;. Поэтому предыдущее невключение мы можем переписать 
в виде: 

ый Е Ч;еГО:. 

Лемма доказана. 

Множество Ц;=гО; является замкнутым множеством, следовательно 
дополнение к нему Х \ Ц;=!О; открыто. Раз точка х не содержится в 
множестве Че гО;, то оно содержится в его дополнении: 

хех \ Ч;еГО;. 

Таким образом, произвольная точка х имеет открытую окрестность 
Х \ ЧЕГОр а произвольное замкнутое множество Ё имеет открытую 
окрестность Ч;=!О;. Эти две окрестности не пересекаются: 

Лемма. (Х \ Че ТОР п (ЧО о. 

Доказательство. Множество Ч;сгО; со своими внутренностями нахо- 
дится вне своего дополнения Х \ (Ч;=гО;). Множество Ч;=гО; является 
внутренностью множества Ц;=гО;, и поэтому находится вне множества 
Х \ (ет Оз, то есть, не пересекается с ним. Лемма доказана. 

Мы нашли для произвольной точки т и произвольного замкнутого 
множества Ё непересекающиеся открытые окрестности. Это означает, 
что паракомпакт Х является Тз-отделимым пространством. 

По определению, паракомпакт является хаусдорфовым, то есть, [>- 
отделимым пространством. ]>-отделимое пространство является [1-от- 
делимым пространством. Таким образом, компакт Х является одно- 
временно Т1\- и 13-отделимым пространством, а значит паракомпакт Х 
регулярен. Теорема доказана. 

Теорема. Каждый паракомпакт нормален. 
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Доказательство. Пусть Х — паракомпакт. Возьмём в Х произволь- 
ные непересекающиеся замкнутые множества, А и В. Представим мно- 
жество В в виде объединения точек в нём: 

И Чзев{т}. 

В предыдущей теореме мы установили, что компакт является регу- 
лярным пространством, поэтому в нём для любой точки 1 и замкнутого 
множества А существуют непересекающиеся открытые окрестности: 

хеЕО, АсоОд ОпоОд= О. 

Объединим все окрестности О. для всех точек 5 Е В, получаем мно- 
жество ЧзевОх». Каждая точка х Е В содержится в некоторой окрест- 
ности О, а значит, содержится в объединении окрестностей Ц’евО.х. 
Следовательно, множество В включается в объединение: 

В с ЧзевОх. 

Мы определили В как замкнутое множество. Значит дополнение к 
нему Х \ В открыто. Объединение множества и его дополнения равно 
всему пространству: 

ВЕ Бе 

Если в этом объединении мы заменим В не ещё большее множество, 
то результат не уменьшится и по прежнему будет равен Х (Х — это 
наибольшее возможное множество в пространстве Х). Заменим в объ- 
единении ВО (Х \ В) множество В на множество Ц„евО., в которое В 
включается. Получаем равенство 

[ево ох ВТ =. 

Все множества О, и (Х \ В) являются открытыми, и при этом их 
объединение равно всему пространству Х. Следовательно, семейство 
множеств {О,} „ев {Х \ В} является открытым покрытием простран- 
ства Х. 

Так как пространство Х паракомпактно, то в любом открытом по- 
крытии в нём имеется вписанное локально конечное открытое покры- 
тие. То есть, внутри множеств семейства {О,} ев Ч {Х \ В} имеются 
подмножества, которые вместе составляют открытое локально конечное 
покрытие. Множества вписанного покрытия, которые находятся внут- 
ри множеств {О} ев обозначим {О;};сг. Множество из вписанного по- 
крытия, которое включается в множество Х \ В, обозначим О. (Вообще, 
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внутри множества Х \ В может быть много вписанных открытых под- 
множеств. Но мы их можем объединить и получим одно открытое мно- 
жество, которое находится внутри Х \ В, и в результате мы всё равно 
будем иметь локально конечное открытое покрытие.) Таким образом, 
вписанное покрытие имеет вид {О; г О {О}. 

Лемма. В С Ц;=:О;. 

Доказательство. Множество Х \ В не имеет общих точек с множе- 
ством В. Следовательно, вписанное в него множество О С Х \ В тоже 
не имеет общих точек с В. При этом множество В содержится в объ- 
единении покрытия (\;=1О;) Ц О. Раз в множестве О точки из В не 
содержатся, значит они содержатся в множестве Ч;егО;. Таким обра- 
зом, множество В включается в объединение Ч;=гО;. Лемма доказана. 

Объединение открытых множеств открыто. Таким образом, множе- 
ство В включается в открытое множество Ц;=1О;. 

Лемма. Ч;еГО; И ЕТО: 

Доказательство. Покрытие {О; }+=е/{О} локально конечно. Это озна- 
чает, что у каждой точки существует окрестность, которая пересекается 
с не более чем конечным числом множеств покрытия. Если мы уберём 
из семейства (О; ег Ц {О} одно множество О, то всё равно окрестно- 
сти точек будут пересекаться с не более чем конечным числом подмно- 
жеств. Следовательно, семейство множеств {О;};<1 является локально 
конечным. 

В параграфе «Замыкание объединения локально конечного семейства 
множеств» доказана, теорема о том, что для локально конечного семей- 
ства множеств оператор замыкания сохраняет операцию объединения: 

ЧЕГО; = ЦО: 

Лемма доказана. 

Лемма. Множество А находится вне множества, У;егО; (не пересека- 
ется с ним). 

Доказательство. Каждая окрестность О, определялась при отделе- 
нии точки 1 и замкнутого множества А. То есть, каждая окрестность 
О. не должна пересекаться с окрестностью Олд множества, А, а значит 
каждая окрестность (). не пересекается с множеством Д: 


АПО, = 9. 
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При этом множество А содержится в открытом множестве Олд, ко- 
торое полностью находится вне множества, О, (не пересекается с ним). 
Замыкание О), можно понимать как вычитание из пространства, Х всех 
открытых множеств, находящихся вне Ох. То есть, в замыкании О. не 
содержится ни одной точки внешних к (), открытых множеств. Мно- 
жество А содержится во внешнем к (), открытом множестве, а значит, 
А находится вне замыкания Ох: 

АПО, = ©. 

Каждое множество (); из вписанного покрытия содержится в неко- 
тором множестве О’: О; © Оз. Замыкание сохраняет включения, 
поэтому 

ЕО 

Множество А находится вне множества О (а; и также находится вне 
внутренностей этого множества. Множество О; является внутренно- 
стью множества Ох, следовательно, множество А находится вне мно- 
жества О;, то есть не пересекается с ним: 

АПО; = в. 

Раз множество А находится вне каждого множества О); для всех ин- 
дексов 1 Е Г, то А находится вне объединения этих множеств: 

АП (ЦетОй =), 

Мы установили, что множество Ч;егГО; является объединением замы- 
каний 0;=гО;. Поэтому предыдущее непересечение мы можем перепи- 
сать в виде: 

АП Ц;е:гО; = ©. 

Лемма доказана. 

Множество Ч;=гО; является замкнутым множеством, следовательно, 
дополнение к нему Х \ Ц;<!О; открыто. Раз множество А находится вне 
множества, ;=гО;, то оно находится внутри его дополнения: 

АС (Х \ ЧеО,. 

Таким образом, произвольное замкнутое множество А имеет откры- 
тую окрестность Х \ Ц;Ор а произвольное замкнутое множество В 
имеет открытую окрестность ЧУ;=1О;. Эти две окрестности не пересека- 
ются: 


Лемма. (Х \ Че Ой п (ЧО Е 
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Доказательство. Множество Ч;егО; со своими внутренностями нахо- 
дится вне своего дополнения Х \ (Ч;=гО;). Множество Ч;=гО; является 
внутренностью множества Ц;=гОх;, и поэтому находится вне множества 
Х \ (ШетОз, то есть, не пересекается с ним. Лемма доказана. 

Мы нашли для двух произвольных замкнутых множеств А и В непе- 
ресекающиеся открытые окрестности. Это означает, что паракомпакт 
Х является Т4-отделимым пространством. 

По определению, паракомпакт является хаусдорфовым, то есть, [>- 
отделимым пространством. ]>-отделимое пространство является [1-от- 
делимым пространством. Таким образом, компакт Х является одно- 
временно Т\- и 1[4-отделимым пространством, а значит паракомпакт Х 


нормален. Теорема доказана. 


16.5 Установление паракомпактности через 
вписанное замкнутое покрытие 


Теорема. Пусть в каждое открытое покрытие топологического простран- 
ства Х можно вписать локально конечное замкнутое покрытие. Тогда 
Х паракомпактно. (В каждое открытое покрытие пространства Х мож- 
но вписать локально конечное открытое покрытие.) 

Доказательство. Пусть М — произвольное открытое покрытие про- 
странства Х. По условию теоремы, в открытое покрытие можно впи- 
сать локально конечное замкнутое покрытие. 

Обозначение. „А = {А,}.с5 — локально конечное замкнутое покры- 
тие, вписанное в (1. 

Локальная конечность покрытия А означает, что для каждой точки т 
пространства Х есть открытая окрестность, пересекающаяся не более 
чем с конечным числом множеств из .А. С помощью этого свойства 
определим новое покрытие. 

Для каждой точки т Е Х выберем её открытую окрестность \,, ко- 
торая пересекается лишь с конечным числом элементов покрытия .А. 
Каждая точка х пространства Х содержится в некотором множестве 
У, из семейства {У,},ех. Следовательно, семейство {У„} хех является 
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открытым покрытием пространства Х. 

По условию теоремы, открытое покрытие можно вписать локально 
конечное замкнутое покрытие. 

Обозначение. Л— локально конечное замкнутое покрытие, вписанное 
в открытое покрытие {\, } „сх. 

Лемма. Каждое множество Риз семейства Л` пересекается не более 
чем с конечным числом множеств из семейства .А = {Аз} сб. 

Доказательство. Возьмём произвольное множество Риз семейства У: 

ВЕ. 

Так как семейство Л вписано в семейство {У, хех, то множество ГР 
находится в некотором множестве У, из семейства {У} хех: 

В Е у, = {Ух} хех. 

По своему определению, множество У, пересекается лишь с конеч- 
ным числом множеств из семейства А = {А, } 5, а с остальными мно- 
жествами из А = { А, } сз не пересекается. Если множество У, не имеет 
с какими-то множествами общих точек, то любая внутренность в У, 
тоже не имеет. Множество РЁ находится внутри И,, а значит не пере- 
секается с теми множествами, с которыми не пересекается \,. То есть, 
множество Ё’` не пересекается почти со всеми множествами из семейства 
А ={А, } сз, кроме конечного числа множеств. В итоге, множество А 
пересекается с не более чем конечным числом множеств из семейства 
А ={А, } с5. Лемма доказана. 

Возьмём в множестве индексов 5 произвольный индекс $. Рассмот- 
рим множество А,. Рассмотрим подсемейство всех множеств из семей- 
ства Л’, которые находятся вне А, (не пересекаются с А,). Рассмотрим 
объединение множеств из этого подсемейства: 

ОгеХ, ЕПА,-оЁ. 

Здесь под значком объединения записаны условия, при котором мно- 
жество РЁ может являться членом объединения: оно должно принадле- 
жать семейству Ли должно не пересекаться с множеством А... 

В параграфе «Объединение локально конечного семейства, замкну- 
тых множеств замкнуто» доказана теорема о том, что объединение 
любого подсемейства локального конечного семейства замкнутых мно- 
жеств замкнуто. Отсюда объединение подсемейства множеств из Л яв- 
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ляется замкнутым множеством. 

Рассмотрим дополнение к объединению Орех, Ррд.-=в Е. 

Обозначение. И’, = Х \ Орех, род. =е Е. 

Так как множество Орех, гол.=е Е является замкнутым, то его до- 
полнение И’, является открытым. 

Лемма. А, С И... 

Доказательство. Чтобы получить множество И’., мы вычли из про- 
странства Х все множества ЁР’Е Л’, которые не пересекаются с А.. То 
есть, мы вычли те множества, которые не содержат точек из множества 
А.. Следовательно, после вычитания все точки множества А, должны 
остаться. Результат вычитания — это множество ЙИ’,., и в нём содержат- 
ся все точки множества А.. Это означает включение 

А. СИ... 

Лемма доказана. 

Лемма. Пусть 

$ — произвольный индекс из множества, ©, 

Е — произвольное множество из покрытия Л. 

Тогда следующие два условия эквивалентны: 

ПИПЕ# о, 

2) АП М. 

Доказательство. Докажем следование 1) = 2) 

Пусть множество И’, пересекается с множеством РЁ: 

И. ПЕ 5. 

Мы получили множество И’. вычитанием из пространства Х всех 
множеств из семейства Л’, которые не пересекаются с множеством А.. 
То есть, все множества, в семействе Л’, не пересекающиеся с А,, нахо- 
дятся вне множества И’,. Остальные множества в семействе Л` пересе- 
каются с А.. 

Множество ЁР’ пересекается с множеством И’., а значит мы его не 
вычитали из пространства Х, чтобы получить И’.. Раз мы его не вы- 
читали, то оно является множеством, пересекающимся с А.: 

РО. 

Следование 1) = 2) доказано. 

Докажем следование 2) = 1) 
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Пусть множество А, пересекается с множеством Р’: 

А. ПЕ = ©. 

Это означает, что множество А, имеет общие точки с множеством Р. 
Выше мы установили, что А. содержится внутри множества, И’., то есть, 
все точки множества А, принадлежат множеству И’/., в том числе общие 
точки с множеством ГР. Таким образом, в множестве И’, содержатся 
точки множества Ё`, то есть множества, И’. и Р пересекаются: 

И, ПЕ = ©. 

Следование 2) = 1) доказано. Лемма доказана. 

Мы выбирали покрытие А, = {А }‹е5 таким, что оно вписано в по- 
крытие . Поэтому для любого индекса, $ Е © множество А. находится 
внутри некоторого множества (($) из покрытия (М. 

Обозначение. У, = И/, ПО(5), где ( ($) — множество из покрытия (М, 
в которое включается множество А, из покрытия „А. 

(Для данного множества используется та же буква, что и для мно- 
жеств из семейства У, } хех, определённого в начале доказательства. 
Но теперь мы подразумеваем другие множества, не связаные с этим се- 
мейством. 'То есть, мы вводим старое обозначение для новых множеств. 
Старое семейство {У,}х.ех далее использоваться не будет и поэтому пу- 
таницы не возникнет.) 

Лемма. А, С У\.. 

Доказательство. Выше мы доказали лемму о том, что А, С И’.. Мно- 
жество (($) выбрано таким, что в него включается множество А.. Так 
как множество А, содержится одновременно внутри множеств И’, и 
(($), то оно содержится и в их пересечении: 

А, СИ’, ПИ($) 

Это пересечение является множеством У, по своему определению. В 
итоге 

А, СУ. 

Лемма доказана. 

Лемма. Каждое множество \, из семейства {\, }‹е5 является откры- 
тым. 

Доказательство. Покрытие М мы определяли открытым, то есть, оно 
состоит из открытых множеств. То, что множество И’, является откры- 
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тым, мы доказали выше (оно было дополнением к замкнутому мно- 
жеству). По определению топологического пространства, пересечение 
двух открытых множеств открыто. Следовательно, множество У. = 
И’, пИ(3) открыто. Лемма доказана. 

Лемма. Семейство {У },е5 является покрытием. 

Доказательство. Возьмём в пространстве Х произвольную точку т. 
По определению покрытия, любая точка пространства Х содержится в 
некотором множестве из покрытия. Семейство .А = {А.}.е5 мы ВВОДИЛИ 
в качестве покрытия. Следовательно, точка 1 содержится в некотором 
множестве А, из покрытия Д: 

ЕД... 

В лемме выше мы установили, что А. С \.. Это означает, что все 
точки множества А. принадлежат множеству \,, в том числе точка 2: 

хеЕ\У.. 

Таким образом, произвольная точка 1 из пространства Х содержит- 
ся в некотором множестве У, из семейства {\,}‹е5. Это значит, что 
семейство {\.}.е5 является покрытием. Лемма доказана. 

Лемма. Покрытие {\.};е5 вписано в покрытие (М. 

Доказательство. Каждое множество У. является пересечением И’. П 
( ($). Пересечение находится внутри каждого члена пересечения, в том 
числе члена Ц (3): 

УСО($). 

Таким образом, каждое множество \. из покрытия {\,};е5 включа- 
ется в некоторое множество (($) из покрытия М. Это означает, что 
покрытие {\,};е5 вписано в покрытие М. Лемма доказана. 

Лемма. Покрытие {\.}.е5 локально конечно. 

Доказательство. 

Подлемма. Каждое множество Риз семейства, АР пересекается лишь 
с конечным числом множеств И’, из семейства У\. 

Доказательство. В начале доказательства теоремы мы доказали лем- 
му о том, что каждое множество Р из покрытия Л пересекается лишь 
с конечным числом множеств из покрытия .А. Ещё в одной лемме мы 
доказали, что если множество ЁР’ пересекается с множеством А., то это 
эквивалентно тому, что множество Ё пересекается с множеством ИУ.. 
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Раз множество РЁ пересекается лишь с конечным числом множеств А, 
из семейства .А, то оно пересекается лишь с конечным числом множеств 
И’. из семейства УУ. Подлемма доказана. 

Подлемма. Каждое множество Риз семейства, А пересекается лишь 
с конечным числом множеств У, из покрытия {У, } сз. 

Доказательство. Множество У, является пересечением И/, ПО ($). Пе- 
ресечение содержится в каждом члене из пересечения, в том числе в 
члене И’, 

УСИ... 

Множество Ё' пересекается лишь с конечным числом множеств из се- 
мейства {И/,},с5, С остальными множествами из этого семейства Ё не 
пересекается. То есть, почти все множества из семейства {И/, }‹с5, кро- 
ме конечного числа, не пересекаются с множеством Р'’. Если множество 
И’, с чем-то не пересекается, то его внутренности тоже с этим пересе- 
каться не будут. Множества У. являются внутренностями множеств И... 
Раз почти все множества И’., кроме конечного числа, не пересекаются с 
Е, то почти все множества У., кроме конечного числа, не пересекаются 
с Р. Таким образом, с множеством ЁР’ могут пересекаться не более чем 
конечное число множеств из семейства {\, } ‚сз. Подлемма доказана. 

Мы выбирали покрытие Л’ локально конечным. Это означает, что 
каждая точка х Е Х имеет окрестность О.,, пересекающуюся не более 
чем с конечным числом элементов покрытия Л. 

Подлемма. Окрестность О’, включается в объединение конечного чис- 
ла множеств из покрытия Л: 

АЕ 

Доказательство. Так как Л является покрытием, то все точки про- 
странства Х находятся в множествах из покрытия Л. В том числе, 
все точки окрестности О.. Так как окрестность О. пересекается лишь 


с конечным числом множеств { Ё1,..., Ру} из покрытия Л, то все точки 
множества О, содержатся лишь в конечном числе множеств { Ё1,..., Ру} 
из покрытия Л. То есть, конечное количество множеств { Ё1,..., Рук} из 


покрытия Л является покрытием окрестности О: 
(9 С Е |] рые» ©) . 
Подлемма доказана. 
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Подлемма. Объединение №1 Ц... Ц Рь пересекается лишь с конечным 
числом множеств из семейства, {\, } сз. 

Доказательство. Каждое множество Ё; пересекается лишь с конеч- 
ным числом множеств из покрытия {\.,}‹е5. Возьмём от каждого мно- 
жества РЁ; все пересекающиеся с ним множества У. и сложим их в об- 
щую корзину. Каждое множество РЁ; даст конечный вклад. Количество 
множеств Ё; конечно. Конечное количество конечных вкладов даст кор- 
зину из конечного числа множеств. Каждое множество У. из корзины 
пересекается хотя бы с одним из множеств ЁА;. В корзину попали все 
множества У., которые пересекаются хотя бы с одним из множеств Ё;. 
Все остальные множества У, ни с каким множеством 2Ё; не пересекают- 
ся. 

Пусть {Уз ,....М№,} — это все множества из {\,},е5, которые пере- 
секаются хотя бы с одним из множеств Ё1,..., Ву. Все остальные мно- 
жества из семейства {\,};с5 не пересекаются ни с одним множеством 
Е;. То есть, все остальные множества из семейства не имеют общих то- 
чек ни с каким из множеств Ё1,..., Ву. Раз в каждом из множеств Ё; 
этих общих точек не содержится, то в их объединении тоже этих общих 
точек нет. Таким образом, объединение Ё1 Ч... ЦР не пересекается по- 
чти со всеми множествами из семейства 4, },е5 кроме конечного числа 
множеств {У.,..., У». Другими словами, объединение №1 4... Ц Ёь 
пересекается лишь с конечным числом множеств из семейства, {Уз }зеб. 
Подлемма доказана. 

Итак, объединение №14... Ц Е; не пересекается почти со всеми мно- 
жествами из семейства, {У }.е5, кроме конечного числа. То, с чем не 
пересекается множество №10... ЦР, не пересекается и любая его внут- 
ренность. Множество (О), находится внутри множества № Ц... Ц Рь, 
следовательно не пересекается почти со всеми множествами из семей- 
ства {\.}.с5, кроме конечного числа. Другими словами, множество (О), 
пересекается лишь с конечным числом множеств из семейства, {У} св. 

Таким образом, для произвольной точки х из пространства Х мы 
нашли такую открытую окрестность О),, которая пересекается лишь с 
конечным числом множеств из покрытия {\.}.е5. Это означает, что 
покрытие {У,};е5 является локально конечным. Лемма доказана. 
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В итоге {У {с — это открытое локально конечное покрытие, вписан- 
ное в покрытие М. Мы выбирали открытое покрытие произвольно. 
Таким образом, в пространстве Х в любое открытое покрытие мож- 
но вписать локально конечное открытое покрытие. Это означает, что 
пространство Х является паракомпактным. Теорема доказана. 


16.6 От вписанности произвольными множествами 
к вписанности замкнутыми множествами 


Теорема. Пусть 

Х — Тз-отделимое топологическое пространство, 

в каждое открытое покрытие можно вписать локально конечное по- 
крытие (произвольными множествами). 

Тогда в каждое открытое покрытие можно вписать замкнутое ло- 
кально конечное покрытие. 

Доказательство. Возьмём в пространстве Х произвольное открытое 
покрытие {4 (7, } с. 

Лемма. Существует такое открытое покрытие У\, что покрытие из 
замыканий множеств {И \усу» вписано в покрытие {И} сз. 

Доказательство. Так как семейство {И };с5 является покрытием, то 
каждая точка т пространства Х содержится в некотором множестве 
из покрытия (.. В параграфе «Тз-отделимость и окрестность внутри 
окрестности» мы доказали теорему, что в Т3-отделимом пространстве 
для любой точки т и любой её окрестности И существует такая окрест- 
ность #7 (тЕ И’), что 

ЕЙТСИСОЦ. 

Пространство Х, по условию теоремы, является Тз-отделимым про- 
странством. Поэтому для каждой точки т Е Х и соответствующей 
открытой окрестности Их. из покрытия 40, }.е5 существует открытая 
окрестность И’, такая, что 

И” ИЕ: 

Из этого следует, что существует семейство множеств, определённое 
в следующем обозначении. 
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Обозначение. И”, },ех — семейство всех открытых окрестностей то- 
чек из пространства Х, замыкание которых лежит в соответствующем 
множестве И’ (х). 

Каждая точка 1х находится в множестве И’, из этого семейства, сле- 
довательно, семейство И’, }„есх является покрытием пространства Х. 

Каждое множество И”, мы вводили открытым, следовательно, по- 
крытие {И’,}‚ех открыто. 

Любое множество включается в своё замыкание: И/, С И’... Раз каж- 
дая точка т Е Х находится соответствующем в множестве И’,, то она 
находится также в соответствующем замыкании ИЙ’,. Таким образом, 
семейство множеств {И/,}„ех является покрытием пространства Х. 

Мы установили, что замыкание И’, каждого множества И’, включа- 
ется в соответствующее множество Их из покрытия {+ }‹с5. Это значит, 
что покрытие {И’,},ех вписано в покрытие {И.},с5. 

Мы нашли открытое покрытие УЙ = {И/,} „сх такое, что покрытие 
из замыканий множеств {И/’,}.есх вписано в покрытие {(/,};с5. Лемма 
доказана. 

По условию теоремы, в открытое покрытие {И/,} „сх можно вписать 
локально конечное покрытие (произвольными множествами). 

Обозначение. {А+ }+ст — локально конечное покрытие из произволь- 
ных множеств, вписанное в покрытие {И/, „сх. 

Лемма. Покрытие {А+ лет вписано в покрытие {(,} сб. 

Доказательство. Возьмём в покрытии { А, }+ет произвольное множе- 
ство А;. Ему соответствует множество А;. Так как покрытие {А ет 
вписано в покрытие {И/, „сх, то множество А+ находится внутри неко- 
торого множества, И/(Ё) из покрытия {И/,},сх: 

Аг С И’(®. 

Замкнём обе части этого включения и учтём, что операция замыка- 
ния сохраняет включение: 


Аз С И7(®. 


Покрытие {И/,}„ех вписано в покрытие {(. };с5, следовательно мно- 





жество И/(Ё) находится внутри соответствующего ему множества И(»: 
Из двух полученных включений А; © И/(® и И/’(8) © Озь следует 
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включение 

Аз С Оз. 

Мы выбирали множество А+ из семейства { А’ лет произвольно. По- 
лучается, что произвольное множество из покрытия {Аст можно 
вписать в множество из покрытия {0%.}.е5. Это значит, что покрытие 
{ АЙст вписано в покрытие {| ‚сз. Лемма доказана. 

В параграфе «Замыкание локально конечного семейства локально 
конечно» доказана, теорема о том, что семейство, состоящее из замыка- 
ний локально конечного семейства множеств, само является локально 
конечным. Раз семейство {А+ ет локально конечно, то семейство из 
замыканий { А, ет тоже локально конечно. 

Таким образом, для произвольного открытого покрытия {0 }е5 мы 
нашли вписанное в него локально конечное замкнутое покрытие {А+ ист. 
Теорема доказана. 


16.7 В о-локально конечное открытое покрытие 
можно вписать локально конечное покрытие 


Определение. о-локально конечное семейство — это объединение счёт- 
ного количества, локально конечных семейств. 

Теорема. Пусть Х — топологическое пространство. Тогда в каждое 
открытое о-локально конечное покрытие }) можно вписать локально 
конечное покрытие (произвольными множествами). 

Доказательство. Пусть У — произвольное открытое о-локально ко- 
нечное покрытие. По определению, о-локально конечное семейство яв- 
ляется объединением счётного количества локально конечных семейств. 
Обозначим каждое из этих семейств }/;. Таким образом, покрытие У яв- 
ляется объединением семейств \;: 

у — ОУ 

Множества в каждом семействе }; проиндексируем множеством ин- 
дексов 5; 

У = {Уве 


Все множества индексов 5; подразумеваются полностью различными, 
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или, если говорить иначе, все множества 5; не пересекаются друг с 
другом: 

ЕЕ ИрИ =. 

Объединение множеств из семейства У; можно записывать следую- 
щим образом: 

Ц; = Чзе$, Из. 

Объединение всех множеств в первых п семействах У; можно запи- 
сать следующим образом: 

О а 

Далее определим новое семейство множеств А = {А,},е5, где 5 — 
совокупность всех индексов во всех множествах 5; 

Е ы а 

При построении семейства А используются все семейства )/;. 

Обозначение. А, = У, \ ТЫ У, гдезЕ 5, 

Чтобы лучше осмыслить новое обозначение, можно разбить семей- 
ство А = {А,},е5 на счётное количество подсемейств „А„ = { А; },сб,. 
Каждое подсемейство „А, = {А, зе, строится из соответствующего се- 
мейства )/„, а именно для построения множества А, Е А,» берётся мно- 
жество У. Е \, и вычитаются объединения множеств во всех предыду- 
щих семействах У; (1 < п). То есть, каждое семейство „А„ не содержит 
точек из предшествующих семейств У); (1 < п). 

Эту картину можно представить ещё следующим образом. Мы скла- 
дываем покрытие \ из счётного количества семейств У. Семейства У, 
можно добавлять в общую корзину одно за другим. При каждом но- 
вом добавлении нового семейства \/„, добавляется какой-то новый слой 
точек. Каждое семейство „А»„ как раз содержит этот новый слой точек 
(семейство А» содержит все точки нового семейства, У, за исключением 
всех старых точек из предыдущих семейств \/;). В итоге все такие слои 
должны заполнить всё пространство Х, потому что У — покрытие. 

Лемма. Семейство „А = {А,},е5 является покрытием. 

Доказательство. В рассуждениях выше, которые мы дали ради луч- 
шего представления картины семейств, мы уже подошли к выводу, что 
объединение множеств во всех подсемействах „А„ = {А.}.е5, (слоёв то- 
чек) должно дать всё пространство Х. И всё же, далее докажем этот 
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факт в более строгой форме. 

Рассмотрим подсемейство множеств „А, = {А,}зе5, С индексами из 

множества, ©„. Раскроем определение множеств из этого подсемейства: 
п—1 

Таким образом, множества А, с индексами $ Е ©, — это множества 
У, из семейства и из которых вычтено объединение множеств первых 
п — 1 семейств ИИЦ. 

Подлемма. ЦА» = Ц, \ ТНУ, 

Доказательство. ре все множества из подсемейства „А» 
{Аз} зев,: 

ЧА» — заза. Аа 

Подставим вместо множеств А, их определение У, \ О В, 

РА п-—1 

зе, == зе, (У \ 1 © №). 

Воспользуемся формулой для разности из теории множеств: Це (А; \ 
В) = (ег Ад \ В: 

Пзез (Уз ты У.) = (Цьез, У) Ч НИ. 

Семейство множеств И. с индексами из множества ©„ — это семейство 
У„, поэтому объединение Ч.ез, И; = Ц\,. Воспользуемся этим выраже- 
нием для Е ОСНОВНОЙ р: 

(Ее =, ОИ, 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения Ч.А„ к выражению 
БК м Ш ео эти выражения равны: 

ЦА, = ОУ, ОА. 

Таким образом, о а множеств из подсемейства А, = А, } еб, 
равно объединению множеств семейства У,„, из которого вычтены все 
точки из предыдущих семейств 1); (1 < п). 

Подлемма доказана. 

п Ре п 

Подлемма. Чр_| Ц Ах = ЧИ №. 

Доказательство по индукции. Рассмотрим случай п = 1. Запишем 
частный случай общей формулы для объединения подсемейства, „Ал: 

г — 0 

Брать объединение множеств с индексами, начинающимися от 1 и за- 
канчивающиеся 0 (при возрастающем порядке счёта) невозможно, сле- 
довательно, такое объединение пусто: Вы ЧУ; = ©. Выражение для 


342 


объединения семейства „Ат принимает вид 

ЦА: = 9 \ © = 9. 

То есть, для случая п = 1 подлемма выполняется. 

Допустим, что подлемма выполняется для случая п— 1. Докажем, что 
из этого следует, что подлемма выполняется для случая п. Рассмотрим 
объединение всех множеств из первых п семейств А»: 

а А+. 

Объединение множеств из 7 семейств можно представить как объеди- 
нение двух множеств: объединения множеств из первых п — 1 семейств 
т Ч Л; и объединения множеств из п-го семейства, Ч.А»: 

а 

Для объединения я ЧА; лемма выполняется, и оно равно м. ЧУ. 
Сделаем соответствующую замену в формуле: 

И и 

В и подлемме мы доказали равенство ЧА, = Ц, \ и, ©) 
у;. Подставим его в формулу: 

(Чу У) ЦА = (У УЦ, \ ЧЕН. 

Проинтерпретируем выражение (И 0, (6, ТЫ). В пра- 
вой скобке мы видим разность множеств ЧУ, и ЦТУ. В левой скобке 
находится такое же множество И ЧУ, что и то, которое мы вычита- 
ли. Получается, что из множества Ц), мы сначала вычитаем множество 
И: а, затем прибавляем это же множество ЕВ (Порядок опе- 





раций определяется скобками: сначала надо делать операции в скобках, 
а затем вне скобок). После вычитания из множества Ц), и прибавления 
к нему одного и того же множества, множество Ц), не должно изме- 
ниться. Но в конце мы прибавляли множество О ЧУ, и поэтому оно 
должно присутствовать в те 
п—1 —1 
(Ч © У.) (оу, \ уж. © = (ЧА — © У) © ЧУ... 
Объединение множеств Ц"` р т И Ол мы можем записать под одним 
значком объединения: 
п—1 Дор 
а 
Через пепочку равенств мы пришли от выражения Ш”, Ц А, к вы- 
К=1 К 
и А тЫ 6 Следовательно, эти выражения равны: 
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Таким образом, подлемма для случая п выполняется. Мы доказали 
подлемму для случая п = 1 и доказали, что из верности случая п — 1 
следует верность случая п. Этим мы доказали по индукции верность 
формулы подлеммы для всех чисел п. Подлемма доказана. 

Рассмотрим бесконечные объединения 97 Ц Ари 0 Ц. 

К объединению 1 Ц.А, можно прийти через цепочку множеств 

К=1 К 
1 2 т 

1 © Ау, 1 © Ах, 9 1 © Ау, 

Если объединить все множества в этой цепочке, то мы получим 90 
Дь, то есть 

со 7 че со 

рт И ЧА» == т в А+. 

Аналогична ситуация с множеством 91 Ц У»: 

со у Ра, со 

О и Ч == Ч. ©) у... 

Так как для разных чисел п элементы цепочек одинаковы: Ур. Ч 
А = Ч Ц У, то объединение обеих цепочек тоже одинаково: 

со к со 
1 № А, — Чу [5 у... 
Раз семейство У = 94° М, является покрытием. то объединение всех 
ЙЕ ) 
его множеств Ч, ОУ равно всему пространству Х. Следовательно, 
равное ему объединение (7?, Ц А; тоже равно всему пространству Х: 
со ние 
2—1 ® А+ —= Х. 

То, что объединение всех множеств из семейства „А равно всему про- 
странству, означает, что семейство „А является покрытием. Лемма, до- 
казана. 

Лемма. Семейство „А = {А,},е5 вписано в покрытие У. 

Доказательство. Выпишем ещё раз определение множества А., ин- 
декс $ которого принадлежит множеству ©: 

= п—1 

Это множество получается из множества И. вычитанием из него неко- 
торых элементов. Следовательно, все элементы множества, А, находят- 
ся внутри множества \,;: 

А, СУ.. 

Такая ситуация касается любых индексов из множества 5 = 91 95:. 
Это означает, что покрытие „А вписано в покрытие У. Лемма доказана. 





Лемма (данная лемма не обязательна для доказательства, можно ид- 
ти другим, более коротким путём, но эта лемма даёт ясную картину 
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системы множеств, а это подходит под цель книги). Пусть Аж и А», 
где 1 = п — разные подсемейства в семействе АД. Тогда множества 
семейства А» не содержат общих точек с множествами семейства „Аи. 
Другими словами, объединения семейств Ат и А», не пересекаются: 

ЧАт ]9.А, = ©. 

Доказательство. Рассмотрим произвольное подсемейство А». Запи- 
шем определение множества А, из подсемейства А»: 

д О 

Подлемма. Множества, из семейства „.А„ не имеют общих точек с мно- 
жествами из предыдущих семейств 1 (1 < п). 

Доказательство. Множество А. из семейства „А„ получено из мно- 
жества У. из семейства \У„ вычитанием из него объединений множеств 
из всех предыдущих семейств У; (1 < п). Объединения множеств этих 
предыдущих семейств содержат все точки всех множеств из этих се- 
мейств. Таким образом, мы получили множество А, из множества У. 
вычитанием всех точек из предыдущих семейств }/; (1 < п). Это значит, 
что множество А, из семейства А» не имеет общих точек с множества- 
ми из предыдущих семейств 1; (1 < п). Такая ситуация характерна для 
всех множеств А, из семейства А». Поэтому все множества из семей- 
ства „.А„ не имеют общих точек со всеми множествами из предыдущих 
семейств 7); (1 < п). Подлемма доказана. 

Подлемма. Множества, из семейства „А»„ не имеют общих точек с мно- 
жествами из предыдущих семейств .А; (1 < п). 

Доказательство. Возьмём в семействах „А„ и .А; (1 < п) произвольные 
множества А. и А+: 

А. ЕД, А ЕД. 

Любое множество А; из семейства, А; содержится в некотором множе- 
стве У; из семейства }/;. Мы знаем, что любые множества из семейства 
А» не пересекаются с любыми множествами из семейств У, где? < п, 
в том числе множества А; Е Аки, Е У, не пересекаются: 

А; ПИ = в. 

Если множество \) не пересекается с чем-то, то и любая внутренность 
в И, не пересекается с этим. Множество А; находится внутри \,. Раз 
множество И; не пересекается с множеством А. то множество А; не 
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пересекается с множеством А.: 

А. п А; = 

Мы выбирали множества А; и А; произвольно в соответствующих 
семействах А, и .А;, где 1 < п. Следовательно, никакое множество из 
семейства „А, не имеет общих точек ни с каким множеством из ниже- 
стоящего семейства, „А;, где 1 < п. Подлемма доказана. 

Подлемма. Множества, из семейства „.А„ не имеют общих точек с мно- 
жествами из вышестоящих семейств .А; (1 > п). 

Доказательство. Для индекса 1 > п мы можем сказать, что мно- 
жества из семейства „А; не пересекаются с множествами из семейства, 
А», так как индекс п предшествует индексу 1. Этим мы доказали, что 
множества из семейства „.А»„ не имеют общих точек с множествами из 
вышестоящих семейств А; (1 > п). Подлемма доказана. 

В итоге множества семейства .А„ не имеют общих точек с множества- 
ми из любых других семейств .А;. Лемма доказана. 

Лемма. Семейство „А = { А; };е5 локально конечно. 

Доказательство. (Доказательство, приведённое ниже, можно значи- 
тельно укоротить. Но в коротком варианте сливаются несколько аспек- 
тов системы, что затрудняет восприятие. В длинном варианте разные 
аспекты рассматриваются отдельно. Кроме того, длинный вариант со- 
держит в себе логику исследования. В итоге я решил оставить длинный 
вариант. Он длинный, но зато проще для восприятия.) 

Возьмём в пространстве Х произвольную точку т. 'Так как семейство 
А является покрытием, то точка 1 принадлежит некоторому множеству 
А; из покрытия А. Разные подсемейства „А; не имеют общих точек. 
Поэтому точка 1 должна принадлежать множествам только одного из 
подсемейств. Обозначим это подсемейство „А». 

Каждое семейство множеств \/; является локально конечным, в том 
числе семейство множеств У. Это означает, что у точки 1 есть откры- 
тая окрестность О,, пересекающаяся лишь с конечным числом мно- 
жеств в \,. 

Каждое множество А, из семейства „.А„ содержится внутри множества 
У, из семейства \/„. Так как точка т содержится в некотором множестве 
А; из семейства „А„, то она содержится внутри некоторого множества 


346 


У, из семейства У». Раз точка т содержится одновременно в множествах 
Оги\., то она содержится в их пересечении: 

хеЕО, ПУ. 

Подлемма. Множество О. ПУ. открыто. 

Доказательство. Покрытие У мы выбирали открытым, следовательно 
все его множества открыты, в том числе множество \.. Окрестность (), 
тоже открыта. По определению топологического пространства, пересе- 
чение двух открытых множеств открыто, поэтому множество О. ПУ, 
открыто. То есть, множество О. ПУ, является открытой окрестностью 
точки т. Подлемма доказана. 

Подлемма. Множество О, ПУ, (У, Е \,) пересекается лишь с конеч- 
ным числом множеств из семейства У. 

Доказательство. Мы установили, что окрестность О„ пересекается 
лишь с конечным числом множеств из семейства \/,. Другими словами, 
множество (), не пересекается почти со всеми множествами из семей- 
ства У», кроме конечного числа. Если (), с чем-то не пересекается, то 
и внутренность в О, с этим не будет пересекаться. Пересечение О, ПУ, 
находится внутри множества (),, следовательно, не пересекается почти 
со всеми множествами из семейства, У», кроме конечного числа. Други- 
ми словами, множество (О), ПУ. пересекается лишь с конечным числом 
множеств из семейства У,„. Подлемма доказана. 

Подлемма. Множество О, ПУ. (У, Е \,,) пересекается лишь с конеч- 
ным числом множеств из семейства „Ав. 

Доказательство. Каждое множество А; определяется через множе- 
ство У; с помощью вычитания из У, некоторых точек. Значит, каждое 
множество А; является внутренностью соответствующего множества 
у. 

Если множество О). Г У. не пересекается с множеством \», то оно не 
пересекается с множеством А,, являющееся внутренностью в \,. Раз 
множество О), ПУ. не пересекается почти со всеми множествами из се- 
мейства У„, кроме конечного их числа, то оно не пересекается почти со 
всеми множествами из семейства А», кроме конечного числа. Подлемма 
доказана. 

Подлемма. Множество О. ПУ, (У, Е У,) не пересекается со всеми 
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множествами из семейств „А; выше п (# > п). 

Доказательство. Любое множество А, из семейства „А; составляется 
из множества У, из семейства У; с помощью вычитания из него всех 
точек множеств из предыдущих семейств }/; (К < ®). Таким образом, 
любое множество А; из семейства „А; не пересекается ни с каким мно- 
жеством У, из предыдущих семейств }/; (К < ®. Поэтому множество У, 
из семейства )/, не пересекается ни с каким множеством А; из выше- 
стоящих семейств .А; (1 > п). 

Если множество У, с чем-то не пересекается, то любая внутренность 
в И; сэтим тоже не пересекается. Пересечение О,ПУ, находится внутри 
каждого члена пересечения, в том числе внутри множества, У,. Следо- 
вательно, множество О, ПУ, не пересекается ни с каким множеством 
А; из вышестоящих семейств А; (1 > п). Подлемма доказана. 

Множество О, ПУ, (У, Е У),) не пересекается со всеми множествами 
из семейств „А; выше п (1 > п), но О, ПУ, (У, Е \,,) может пересекаться 
с множествами из семейств А; ниже п (1 < п). Множества, из семейств 
А; образуются через урезание множеств из семейств У;. Поэтому, чтобы 
исследовать пересечение с множествами из семейств .А; (1 < п), нужно 
исследовать пересечение с множествами из семейств }/; (1 < п). 

Каждое семейство ); локально конечно. Поэтому для точки 1 суще- 
ствует открытая окрестность О;, которая пересекается лишь с конеч- 
ным числом множеств из семейства, /;. Нас интересуют только семей- 
ства У; с индексами 1 < п, поэтому возьмём пересечение первых п — 1 
окрестностей О; 

ОП... ПО. 

Подлемма. Множество О1П...П О„_1 является открытой окрестно- 
стью точки т. 

Доказательство. Пересечение конечного числа открытых множеств 
является открытым множеством, поэтому множество ОП... П От 
является открытым. 

Каждое множество ©); является открестностью точки х. Раз точка, х 
содержится во всех множествах, то она содержится в их пересечении: 

хеоп... ПО 1. 

Таким образом, множество 01 П...ПО»„_1 является открытой окрест- 
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ностью точки х. Подлемма доказана. 

Подлемма. Множество О1П...ПО,„_1 пересекается лишь с конечным 
числом множеств из семейства }/; (1 = 1,2,....в-—1). 

Доказательство. Каждое множество О; пересекается лишь с конеч- 
ным числом множеств из семейства, /;. Другими словами, каждое мно- 
жество (); не пересекается почти со всеми множествами из семейства )/;, 
кроме конечного числа. Если множество О; с чем-то не пересекается, 
то любая его внутренность тоже с этим не будет пересекаться. Пересе- 
чение ОП... ПО„_1 находится внутри каждого члена из пересечения, 
в том числе в множестве О);. То есть, множество ОП... П Оп яв- 
ляется внутренностью множества, ();, и поэтому не пересекается почти 
со всеми множествами из семейства, )/;, кроме конечного числа. Други- 
ми словами, множество От П...П О„_1 пересекается лишь с конечным 
числом множеств из семейства );. Подлемма доказана. 

Подлемма. Множество ОП... П О,„_1 пересекается лищь с конеч- 
ным числом множеств из всех семейств ); (1 = 1,2,...,п-— 1) (отличие 
от предыдущей леммы в том, что в ней мы рассматривали каждое се- 
мейство У); по отдельности, а теперь рассматриваем семейства вместе 


взятые). 
Доказательство. Множество ОП... П О„_1 пересекается с конеч- 
ным числом множеств в каждом семействе )/; (1 = 1,2,...,п- 1). Та- 


ких семейств конечное число. Объединим подсемейства множеств \,,, 
которые пересекаются с ОП... П О,_1. Объединение конечного чис- 
ла подсемейств с конечным числом множеств даст семейство с конеч- 
ным числом множеств (сложение конечного числа натуральных чисел 
даёт натуральное число). Таким образом, множество ОП... П От 
пересекается лишь с конечным числом множеств из всех семейств У; 
(1=1,2,...,п — 1). Подлемма доказана. 

Подлемма. Множество О1П...ПО,„_1 пересекается лишь с конечным 
числом множеств из всех семейств семейств .А; (1 = 1,2,...,п-1). 

Доказательство. Каждое множество из семейства „А; образуются из 
множеств семейства }/; вычитанием некоторых точек. То есть, каждое 
множество А. является внутренностью соответствующего множества 
У,. Если какое-то множество У, не пересекается с множеством О1П...П 
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О„_т, то множество А. тоже с О1П...ПОн—1 не пересекается. Мы знаем, 
что почти все множества, У, из всех семейств \; (1 = 1,2,...,п- 1) не 
пересекаются с множеством О1П...ПО,„_1. Следовательно, почти все 
множества А, из всех семейств .Д; (1 = 1,2,...,п-— 1) не пересекаются с 
множеством О1П...ПО»„_1. Другими словами, множество 01 П...ПОн-1 
пересекается лишь с конечным числом множеств из всех семейств .А; 
(1=1,2,...,п — 1). Подлемма доказана. 

Теперь рассмотрим пересечение множеств О, ПУ, (У, Е Ури ОП 
а От: 

О. ПИ. ПОП... П Ол, где У, Е \,. 

Подлемма. Множество О, ПУ ПОП... П О,-1 является открытой 
окрестностью точки х. 

Доказательство. Множества, О, ПУ, (У; Е \,) и О1П...ПО„-1 явля- 
ются открытыми окрестностями точки х. Пересечение двух открытых 
множеств открыто. Если точка, у содержится в обоих множествах, то со- 
держится в их пересечении. Поэтому множество О.ПУПО1П... ПО 
является открытой окрестностью точки т. Подлемма доказана. 

Подлемма. Множество О, ПУ ПОП... ПО, пересекается лишь с 
конечным числом множеств из всех семейств „Ах, где = 1,2,...,п. 

Доказательство. Мы знаем, что множество О, ПУ, (У, Е У, не пере- 
секается почти со всеми множествами семейства „А„, кроме конечного 
числа множеств. Также мы знаем, что множество ОП... ПО, не пе- 
ресекается почти со всеми множествами из всех нижестоящих семейств 
Л; (1 < п), кроме конечного числа множеств. Если множество с чем- 
то не пересекается, то его внутренность тоже с этим не пересекается. 
Пересечение О, ПУ, ПОП... П О является внутренностью мно- 
жеств О, ПУ, (У, Е У,) и О! П... ПО, 1, следовательно, множество 
О. ПИ. ПОП... П От не пересекается почти со всеми множества- 
ми из семейства А», кроме конечного числа множеств, и не пересека- 
ется почти со всеми множествами из всех нижестоящих семейств „А; 
(1 < п), кроме конечного числа множеств. Другими словами, множе- 
ство О. ПУ ПОП... П О’ пересекается лишь с конечным числом 
множеств в семействе А», и лишь с конечным числом множеств в се- 
мействах А; (1 < п). В итоге во всех семействах „А; (1 = 1,2,...,п) 
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вместе взятых найдётся лишь конечное число множеств, которые пере- 
секаются с множеством О, ПУ ПОП... ПО, _1. Подлемма доказана. 

Подлемма. Множество О, ПУ, ПОП... ПО не пересекатеся ни с 
одним множеством из вышестоящих семейств .А;, где? > п. 

Доказательство. Множество А, из семейства, А; образуется из множе- 
ства, У; из семейства, /; после вычитания всех точек из всех предыдущих 
семейств \+., где А < 1. То есть, множество А, из семейства, „А; не имеет 
общих точек ни с одним множеством У, из семейства У», где > п. 

Если множество У, с чем-то не пересекается, то его внутренность с 
этим не пересекается. Пересечение О. ПУ, ПОП... П Ор-1 находится 
внутри каждого члена, пересечения, в том числе внутри множества \.. 
Раз множество У, из семейства У, не пересекается с любым множеством 
А; из вышестоящего семейства, „Ах, где > п, то множество О,ПУ.ПО1П 
... П От не пересекается с любым множеством А; из вышестоящего 
семейства, „Д;, где 1 > п. Подлемма доказана. 

Подлемма. Множество О. ПУ, ПОП... ПО, пересекается лишь с 
конечным числом множеств из семейства .А. 

Доказательство. Множество О, ПУ. ПОП... П О’ пересекается 
только с множествами из семейств .А;, где 1 = 1,2,...,п, причём лишь 
с конечным числом множеств из этих семейств вместе взятых. Поэтому 
можно сказать, что среди всех множеств во всех семействах „А; для 
всех индексов 1 множество О. ПУ, ПОП... ПО„-1 пересекается лишь 
с конечным числом множеств. Все множества во всех семействах „А; 
являются семейством .А. Таким образом, множество О. ПУПО1П...П 
О„_1 пересекается лишь с конечным числом множеств из семейства, .А. 
Подлемма доказана. 

Мы нашли открытую окрестность О, ПУ ПО: П... П О,-1 точки 
х такую, что она пересекается лишь с конечным числом множеств из 
покрытия .А. Точку х Е Х мы выбирали произвольно. Это значит, что 
покрытие .А является локально конечным. Лемма доказана. 

Для произвольного о-локально конечного открытого покрытия У мы 
нашли вписанное в него локально конечное открытое покрытие „А. Тео- 
рема доказана. 
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16.8 Гранзитивность вписанности 


Теорема. Пусть семейство множеств С вписано в семейство множеств 
В, а семейство множеств В вписано в семейство множеств .А. Тогда 
семейство множеств С вписано в семейство множеств .А. 

Доказательство. Так как С вписано в В, то каждое множество С’ из 
семейства С находится в некотором множестве В из семейства В. 

Так как В вписано в .А, то каждое множество В из семейства В на- 
ходится в некотором множестве А из семейства .А. 

Получается, что каждое множество С’ из семейства С находится в 
некотором множестве В из семейства В, а это множество В из семейства 
В находится в некотором множестве А из семейства А. Получается 
цепочка включений 

ССВСА, 

из которой следует включение С С А. То есть, каждое множество 
С из семейства С находится в некотором множестве А из семейства .А. 
Это значит, что семейства, С вписано в семейство В. Теорема доказана. 


16.9 Паракомпактность в регулярном пространстве 


Теорема. Пусть Х — регулярное пространство. Тогда следующие усло- 
вия равносильны: 

1) пространство Х паракомпактно, 

2) в каждое открытое покрытие пространства Х можно вписать от- 
крытое о-локально конечное покрытие, 

3) в каждое открытое покрытие пространства Х можно вписать ло- 
кально конечное покрытие (произвольными множествами), 

4) в каждое открытое покрытие пространства Х можно вписать зал 
мкнутое локально конечное покрытие. 

Доказательство. Следование 1) = 2). 

Лемма. Локально конечное покрытие является о-локально конечным 
покрытием. 

Доказательство. Возьмём произвольное локально конечное покры- 
тие. Объединим его с самим собой счётное число раз. От такого объ- 
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единение ничего не изменится, останется то же самое покрытие. Но при 
этом, по определению, о-локально конечное покрытие — это объедине- 
ние счётного количества локально конечных семейств. Раз локально ко- 
нечное покрытие является объединением с самим собой счётное число 
раз, то оно является о-локально конечным покрытием. Лемма доказа- 
на. 

Пусть пространство Х паракомпактно. По определению параком- 
пактности, в любое открытое покрытие пространства Х можно вписать 
локально конечное открытое покрытие. Локально конечное покрытие 
является о-локально конечным покрытием. Следовательно, в любое от- 
крытое покрытие пространства Х можно вписать о-локально конечное 
покрытие. Следование 1) = 2) доказано. 

Следование 2) = 3). 

Пусть в каждое открытое покрытие А пространства Х можно впи- 
сать открытое о-локально конечное покрытие В. В параграфе <В о- 
локально конечное открытое покрытие можно вписать локально конеч- 
ное покрытие» мы доказали соответствующую его названию теорему. 
Следовательно, в о-локально конечное открытое покрытие В можно 
вписать локально конечное покрытие С. 

Получается, что покрытие С вписано в покрытие ВБ, а покрытие В 
вписано в покрытие А. Вписанность является транзитивным отноше- 
нием. Следовательно, покрытие С вписано в покрытие .А. 

Таким образом в каждое открытое покрытие можно вписать локаль- 
но конечное покрытие. Мы пришли к условию 3). Следование 2) = 3) 
доказано. 

Следование 3) = 4). 

Пусть в каждое открытое покрытие пространства Х можно впи- 
сать локально конечное покрытие (произвольными множествами). До- 
кажем, что в каждое открытое покрытие пространства Х можно впи- 
сать замкнутое локально конечное покрытие. 

В параграфе «От вписанности произвольными множествами к впи- 
санности замкнутыми множествами» мы доказали теорему, которая 
гласит, что для Тз-пространств имеется как раз то следование, которое 
нам нужно доказать (в таких же формулировках). В теореме, которую 
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мы доказываем, рассматривается случай регулярных пространств. Ре- 
гулярные пространства, по определению Тз-отделимы. Это значит, что 





теорема из процитированного параграфа подходит для случая нашей 
теоремы. Следование 3) = 4) доказано. 

Следование 4) = 1). 

Пусть в каждое открытое покрытие пространства Х можно вписать 
замкнутое локально конечное покрытие. Докажем, что пространство Х 
паракомпактно. 

Данный факт доказан в параграфе «Установление паракомпактности 
через вписанное замкнутое множество». Следование 4) = 1) доказано. 
Теорема доказана. 

Теорема, которую мы только что рассмотрели, даёт ещё одно дока- 
зательство паракомпактности линделёфового пространства. 

Определение. Линделёфово пространство — это регулярное простран- 
ство, в котором в любом открытом покрытии есть счётное подпокрытие. 





Следствие. Каждое линделёфово пространство паракомпактно. 

Доказательство. Линделёфово пространство регулярно, поэтому для 
него можно применять основную теорему данного параграфа. 

Возьмём в линделёфовом пространстве произвольное открытое по- 
крытие. Так как пространство линделёфово, в этом покрытии есть счёт- 
ное подпокрытие. Каждое множество подпокрытия включено в само 
себя, и в то же время является множеством из основного покрытия. 
Поэтому можно утверждать, что каждое множество из подпокрытия 
включено в соответствующее множество из основного покрытия. То 
есть, подпокрытие вписано в основное покрытие. 

Вписанное покрытие открыто, потому что оно является подпокрыти- 
ем открытого покрытия. В открытом покрытии все множества откры- 
ты, поэтому в подпокрытии тоже все множества открыты. 

Счётное покрытие можно составить из счётного количества одноэле- 
ментных семейств. 'Го есть, каждое множество счётного покрытия мож- 
но считать одноэлементным семейством множеств. Каждое одноэле- 





ментное семейство, очевидно, локально конечно. Таким образом, счёт- 
ное покрытие является объединением счётного количества локально ко- 
нечных семейств. Это означает, что счётное покрытие о-локально ко- 
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нечно. 

В итоге мы установили, что в произвольное открытое покрытие мож- 
но вписать о-локально конечное открытое покрытие. В основной тео- 
реме этого параграфа мы доказали, что данное условие эквивалентно 
условию паракомпактности. Значит, линделёфово пространство пара- 
компактно. Следствие доказано. 


16.10 Звезда 


Определения. 

Пусть А = {А,}зез — покрытие пространства Х. 

56(%, А) — звезда точки 1х относительно покрытия „А — это объеди- 
нение всех множеств из покрытия А, которые содержат точку 1: 

Эх, ) = Ч: Е5, зеА, Ав. 

56(М,.4) — звезда множества М © Х относительно покрытия А — 
это объединение множеств из покрытия „А, пересекающихся с множе- 
ством Л: 

ЭКМ, 4) =: 5, МПА, Ав. 

Утверждение. Точка содержится в своей звезде. 

Доказательство. Звезда точки т является объединением множеств, 
содержащих её. Раз члены объединения содержат точку 1, то само объ- 
единение, то есть звезда, тоже её содержит. Утверждение доказано. 

Утверждение. Множество включается в свою звезду. 

Доказательство. Пусть @ — покрытие, М — произвольное множество. 
Покрытие содержит все точки пространства, в том числе все точки лю- 
бого множества. Поэтому каждая точка любого множества, в том числе 
множества, /{ находится в некоторых подмножествах из покрытия М. 
Из всех множеств покрытия 4, которые имеют общие точки с множе- 
ством М мы собираем звезду. Таким образом, все точки множества М 
находятся в его звезде, то есть, множество М включается в свою звезду 
относительно покрытия: 

М с (М, [). 


Утверждение доказано. 
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16.11 Звёздные вписанности 


Определения. 

Пусть В = { В, ет — покрытие пространства Х.. 

Покрытие В звёздно вписано в покрытие „А — это означает, что для 
каждой точки х Е Х звезда точки 954(х, В) включается в некоторое 
множество А,(».) из покрытия Л: 

(т, В) < Е 

Покрытие 8 сильно звёздно вписано в покрытие „А — это означа- 
ет, что для каждого множества В, из покрытия В звезда множества 
5(В+, В) включается в некоторое множество А,(+) из покрытия .Д: 

ЭКВ,, В) © Ав. 

Утверждение. Из звёздной вписанности вытекает вписанность. 

Доказательство. Пусть покрытие В звёздно вписано в покрытие „А. 
Возьмём в покрытии В = { В, ист произвольное множество В,. Возьмём 
внутри множества В, какую-нибудь точку 2: 

фе В;. 

Так как покрытие В звёздно вписано в покрытие .А, то звезда точки 
х относительно покрытия В находится внутри некоторого множества 
А, (г) из покрытия .Д: 

(т, В) Е А). 

По определению, звезда 5(х, В) является объединением всех мно- 
жеств из покрытия В, которые содержат точку 2: 

Эх, В) = нЕт, геВ„ Вы. 

Так как множество В, содержит точку т, то оно является членом объ- 
единения Оиет, .ев,Ви. Каждое множество из объединения находится 
внутри объединения, в том числе множество В, находится внутри объ- 
единения ОнеТ, гев„Ви. Это объединение является звездой точки х, сле- 
довательно В, находится внутри звезды точки 2: 

Из двух включений 

ра ЩЕ. В) И 5% (1, В) Е Аз (г) 

следует включение 
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Получается, что произвольное множество В, из покрытия В нахо- 
дится внутри соответствующего множества А,(„) из покрытия Д. Это 
значит, что покрытие В вписано в покрытие .А. Утверждение доказано. 

Утверждение. Из сильной звёздной вписанности следует звёздная 
вписанность. 

Доказательство. Пусть покрытие В сильно звёздно вписано в покры- 
тие А. Возьмём в пространстве Х произвольную точку т. Так как се- 
мейство В является покрытием, то точка х находится внутри некото- 
рого множества В, из покрытия В: 

те В, Е ВБ. 

Покрытие В сильно звёздно вписано в покрытие .А. Это означает, что 
звезда множества ВБ, находится внутри некоторого множества Аз) из 
покрытия .Д: 

ЭКВ,, В) © Аз. 

Звезда 54 (В;, В) является объединением всех множеств из семейства 
В, которые пересекаются с множеством В+: 

ЭК(Вь, В) = Оьет, в,пвыра Вы. 

Точка х содержится в множестве Б,. Если мы возьмём другое мно- 
жество, содержащее точку т, то это множество и множество В, будут 
иметь общую точку т, то есть, они будут пересекаться. Таким образом, 
любое множество, содержащее точку т, пересекается с множеством В;. 
Звезда точки 1 является объединением всех множеств В» из покрытия 
В, которые содержат точку т: 

Ух, В) = ЧееТаев, Бы. 

Все члены объединения Чистлев,„ Ви содержат точку х, а значит пере- 
секаются с множеством В+, и поэтому являются членами объединения 
Чиет, в,пвьёе Ви. Следовательно, объединение Чиет»ев,Ви включается 
в объединение Чнет, випвье Би: 

Чеетлев,Ви © Чет, в,пве Вы. 

Слева стоит звезда точки т относительно покрытия В, справа стоит 
звезда множества В, относительно покрытия .А. Заменим соответству- 
ющим образом выражения в левой и правой частях этого включения: 

56(т, 8) © 55 В», В). 


Из двух включений 
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(т, В) Е 5 (Вь, В) И 56 (ВЬь, В) С Аз (г) 

следует включение 

(т, В) с А, (5. 

Получается, что звезда произвольной точки 1х относительно покры- 
тия В включается в некоторое множество из покрытия А. Это означает, 
что покрытие В звездно вписано в покрытие д. Утверждение доказано. 


16.12 Связь звезды точки и звезды множества 


Теорема. Пусть А = {А.}.е5 — покрытие. Тогда звезда множества 
А, относительно покрытия .А является объединением звёзд всех точек 
внутри А. 

(А, А) = ед. Эт, А). 

Доказательство. 


Звезда точки — это объединение некоторых множеств из покрытия 
А. 

Объединение звёзд точек — это объединение объединений некоторых 
множеств из покрытия .А. 

Объединение объединений множеств является объединением множеств. 
Следовательно, объединение звёзд точек является объединением неко- 
торых множеств из покрытия. Звезда множества тоже является объ- 
единением некоторых множеств из покрытия. Таким образом, звезда 
множества, и объединение звёзд точек имеют похожее устройство — и 
там и там объединяется некоторое подсемейство из покрытия .А. Что- 
бы доказать равенство звезды множества 54(А., А) и объединения звёзд 
точек Цхел.5%(т,.А), достаточно доказать, что и то, и другое является 
объединением одного и того же подсемейства множеств из покрытия. 

Обозначения: 

В — это подсемейство множеств из покрытия „А, из которых склады- 
вается звезда множества 5(А., .А), 

С — это подсемейство множеств из покрытия .А, из которых склады- 
вается объединение звёзд точек Ч.ед.5(х, .А). 

Мы докажем равенство 5 (А., .4) = Члед.5 (т, А), если докажем ра- 
венство подсемейств В = С. 
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Звезда множества А. относительно покрытия .А является объедине- 
нием всех множеств из покрытия .А, с которыми пересекается множе- 
ство А.. Таким образом, 

В — это семейство всех множеств из покрытия .А, которые пересека- 
ются с множеством Д.. 

Звезда точки х — это объединение всех множеств из покрытия .А, 
которые содержат точку т. Объединение звёзд точек из множества А, 
— это объединение объединений множеств, содержащих какую-нибудь 
точку из А.. То есть, каждое множество из этого объединения содержит 
некоторую точку из множества А.. Таким образом, 

С — это семейство всех множеств, которые содержат точку из мно- 
жества Д.. 

Для любого множества И следующие два свойства эквивалентны: 

1) 0 пересекается с множеством А., 

2) множество И содержит точку из множества А.. 

В семейство В входят все множества из покрытия „А со свойством 
«пересекается с А.». 

В семейство С входят все множества из покрытия „А со свойством 
«содержит точку из А.>. 

Так как эти два, свойства эквивалентны, то и в семейство В, и в семей- 
ство С входят множества с одинаковыми определяющими свойствами. 
Следовательно, семейства, В и С совпадают друг с другом: 

В 

Звёзды 5(А,,.4) и Чел, (т,.А) являются объединениями соответ- 
ственно семейств В и С. Так как эти семейства равны, то и звёзды тоже 
равны: 

56(А,,.А) = Чел. 3х, А). 


Теорема доказана. 


16.13 Звезда сохраняет операцию объединения 


Теорема. Пусть .А = {А.}.е5 — покрытие. Тогда звезда объединения 
семейства множеств {( ет относительно покрытия А является объ- 
единением звёзд множеств {+} ет относительно этого же покрытия: 
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(Ч етОЬ д) —= Чет ИЬ ). 

Доказательство. 

Звезда множества Чет» относительно покрытия „А — это объедине- 
ние некоторых множеств из покрытия „А. 

Объединение звёзд множеств (Л относительно покрытия „А — это объ- 
единение объединений некоторых множеств из покрытия .А. 

Объединение объединений множеств является объединением множеств. 
Следовательно, объединение звёзд множеств является объединением 
некоторых множеств из покрытия. Звезда множества тоже является 
объединением некоторых множеств из покрытия. Таким образом, и 
звезда множества, и объединение звёзд множеств имеют похожее устрой- 
ство — и там, и там объединяется некоторое подсемейство из покрытия 
Л. Чтобы доказать равенство звезды множества 5%(\ет0+, .А) и объ- 
единения звёзд множеств Чет (0, .А), достаточно доказать, что и то, 
и другое является объединением одного и того же подсемейства мно- 
жеств из покрытия. 

Обозначения: 

В — это подсемейство множеств из покрытия „А, из которых склады- 
вается звезда множества 56 (\етОь А), 

С — это подсемейство множеств из покрытия .А, из которых склады- 
вается объединение звёзд множеств Чет (1, .А). 

Мы докажем равенство 5% (ЦкетОь, А) = Чет (ОЬ, .А), если докажем 
равенство подсемейств В = С. 

Звезда множества, Чет! относительно покрытия .А является объеди- 
нением всех множеств из покрытия .А, с которыми пересекается мно- 
жество ЧетО+. Таким образом, 

В — это семейство всех множеств из покрытия .А, которые пересека- 
ются с множеством Чет0:. 

Звезда множества (+ — это объединение всех множеств из покрытия 
А, которые пересекаются с множеством (+. Объединение звёзд мно- 
жеств 0+ для всех индексов ф Е Т — это объединение объединений мно- 
жеств, которые пересекаются хотя бы с одним множеством из семейства 
{И ет. То есть, каждое множество из этого объединения пересекается 
хотя бы с одним множеством из семейства {+ }иет. Таким образом, 
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С — это семейство всех множеств из покрытия А, которые пересека- 
ются хотя бы с одним множеством из семейства {И лет. 

Для любого множества А следующие два свойства эквивалентны: 

1) А пересекается с множеством лет, 

2) А пересекается хотя бы с одним множеством из семейства {И} ет. 

В семейство В входят все множества из покрытия „А со свойством 
«пересекается с ЦетО». 

В семейство С входят все множества из покрытия „А со свойством 
«пересекается хотя бы с одним множеством из семейства {0 }ет.>. 

Так как эти два, свойства эквивалентны, то и в семейство В, и в семей- 
ство С входят множества с одинаковыми определяющими свойствами. 
Следовательно, семейства, В и С совпадают друг с другом: 

БЕ 

Звёзды 56 (ЧетОь .А) и Чет КО, А) являются объединениями соот- 
ветственно семейств В и С. Так как эти семейства равны, то и звёзды 
тоже равны: 

5(Чет0Ь д) => Чет К ИЬ ). 

Теорема доказана. 

Следствие. Пусть А = {А, {сз — покрытие. Тогда звезда множества 
А; относительно покрытия .А является объединением звёзд всех точек 
внутри А. 

56(А., .А) = Це, 3х, .А). 

Доказательство. Точку можно 1 рассматривать как одноточечное мно- 
жество {1}. В таком случае множество А, является объединением од- 
ноточечных множеств, находящихся внутри А; 

А; = ЧесА 5}. 

Мы можем воспользоваться доказанной выше теоремой, что звезда, 
сохраняет операцию объединения: 

(ОА, А) = Це С.А). 

Слева мы имеем звезду множества А, относительно покрытия .А. В 
правой части равенства звезда множества {т} — это то же самое, что 
звезда точки х. Следовательно, 

5((А,, А) = Чел, 8х, .А). 


Следствие доказано. 
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16.14 Звезда сохраняет включение 


Теорема. Пусть .А — покрытие, множество 0 включается в множество 
у: 

СУ. 

Тогда звезда множества ( относительно покрытия А включается в 
звезду множества, У относительно покрытия .Д: 

(С, 4) © КИ, А). 

Доказательство. Звезда множества И относительно покрытия .А яв- 
ляется объединением всех множеств А из покрытия А, которые пере- 
секаются с множеством И: 

56, А) = Чдед, доб е А. 

Возьмём произвольное множество А, являющееся членом объедине- 
ния Одед, дпо+еА. Каждый член объединения Удел, дпи%еА пересека- 
ется с множеством И, в том числе, множество А: 

АПИ = ©. 

Множество У содержит в себе множество (7, то есть, множество У 
содержит в себе все точки множества И. Раз множество И имеет в себе 
некоторые точки из А, то множество У тоже имеет эти точки. Таким 
образом, множества, А и У пересекаются: 

АПУ = ©. 

Получается, что любое множество А из объединения Цдед, дто#еА 
пересекается с множеством И, и поэтому является членом объединения 
ЧАеА, АПУ в А. "То есть, все члены объединения Чделд, дпо+в.А являются 
членами объединения Чделд, дпухеА. Это значит, что первое объедине- 
ние включается во второе: 

ЧАеА, АПов.А С ЧАЕА, АПУ А. 

В этом включении слева стоит определение звезды множества ( от- 
носительно покрытия .А, а справа, стоит определение звезды множества 
У относительно покрытия .А. Перепишем соответствующим образом 
включение: 

(С, 4) © КУ, А). 

В итоге из включения И С У следует включение 5%(0, .А) © 56, А). 
Теорема доказана. 
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16.15 Усиленная транзитивность звёздной 
вписанности 


Теорема. Пусть 

Х — множество 

под покрытиями подразумеваются покрытия множества, Х,, 

семейства .А = {А, } сз, В = { Вёнет, С = {Сер являются покры- 
Тиями, 

покрытие .А звёздно вписано в покрытие В, 

покрытие В звёздно вписано в покрытие С. 

Тогда .А сильно звёздно вписано в С. 

Доказательство. Возьмём в покрытии .А = {А,}‹е5 произвольное 
множество А,. Рассмотрим звезду множества А. относительно покры- 
тия Д: 

56 (А.,.А). 

В параграфе «Звезда сохраняет операцию объединения» доказано 
следствие о том, что звезда множества является объединением звёзд 
всех точек этого множества (все звёзды рассматриваются относитель- 
но одного и того же покрытия). В нашем случае это следствие звучит 
следующим образом: звезда множества А, относительно покрытия А 
равна объединению звёзд всех точек множества А, относительно по- 
крытия .Д: 

5(А,, А) = ед. т,.А). 

По условию теоремы, покрытие А вписано в покрытие В, следовал 
тельно звезда точки х относительно покрытия А находится внутри 
некоторого множества Ву.) из покрытия В: 

(т, А) С Ви». 

Данное выражение верно для всех точек х в пространстве Х. Нас 
интересуют точки внутри множества А,. То есть, мы имеем множество 
включений 54(т, А) С В\.:) для каждой точки т Е А.. Объединим все 
левые части этих включений, а потом все правые части включений. 
Каждый член из левого объединения включается в каждый член из 
правого, поэтому левое объединение включается в правое: 

Чел, 5х, 4) С Чтед,Виз)- 
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Выше мы установили равенство 5%( А,, .А) = Ц.ед.5х, .А), с помощью 
которого можно заменить левую часть включения: 

ЭК А, 4) С Че л,Вкз)- 

Лемма. Множество А. находится внутри каждого множества Вку) 
для всех точек т Е А.. 

Доказательство. Когда мы вводили множество Вц,), то подразумева- 
ли, что в него включается звезда 54(т, А): 

(т, А) @ Ву»). 

Звезда 5(т,.А) является объединением всех множеств из семейства 
А, которые содержат точку т. Так как мы выбираем точку т такой, 
что она принадлежит множеству А., то множество А, является множе- 
ством, содержащим точку т, и поэтому является членом объединения 
в определении звезды. Каждый член объединения включается во всё 
объединение, следовательно, множество А, включается в объединение 
множеств из покрытия .А, содержащих точку т. То есть, множество А. 
включается в звезду: 

А, С 54 (т, А). 

Из двух включений 

А. СО (т,.А) и Эх, А) С Вит) 

следует включение 

А; С Вкг)- 

Лемма доказана. 

Из доказанной леммы следует, что все множества Вь,) (т Е А,) со- 
держат все точки множества А.. В частности, мы можем утверждать, 
что все множества Вик.) (т Е А,) содержат некоторую точку хо из 
множества А,. Следовательно, все множества Ви.) (т Е А,) являют- 
ся членами объединения в звезде точки 10 относительно покрытия В. 
Раз множества В») (5 Е А.) являются членами объединения, значит 
включаются в него, то есть, включаются в звезду: 

Виз) е 56(5%0, В). 

Раз все множества Вх) (т Е А.) включаются в звезду 54 (то, В), зна- 
чит их объединение тоже в неё включается: 

Узел, Вит) с 5(20, В). 

Перед леммой мы установили включение 54(А.,.4) © Це д,Виз). Из 
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двух включений 

УКА., л) с Чзел,Вкг) И Чзед,Виз) с 58(50, В) 

следует включение 

56 (А., А) С В (то, В). 

Покрытие В звёздно вписано в покрытие С. Это значит, что звезда 
точки 10 относительно покрытия В находится внутри некоторого мно- 
жества, С. из покрытия С: 

56 (0, В) те (= 

Из двух включений 

5(А., А) ее 56 (0, В) И 56(5%0, В) а С. 

следует включение 

56 (А,,.4) СС... 

Получается, что звезда произвольного множества А, из покрытия „А 
находится внутри некоторого множества С’. из покрытия С. Это озна- 
чает, что покрытие .А сильно звёздно вписано в покрытие С. 

Чтобы окинуть взглядом общий ход доказательства, выпишем всю 
цепочку формул, через которые мы пришли от звезды 5 (А,, .А) к мно- 
жеству С»: 

56 (А., А) = Че д.5 (т, А) с Чзед,Виз) в 56 (0, В) Се 


Теорема доказана. 


16.16 От вписанности замкнутого локально 
конечного покрытия к звёздной вписанности 
открытого покрытия 


Теорема. Пусть 

Х — топологическое пространство, 

в открытое покрытие (( можно вписать замкнутое локально конечное 
покрытие. 

Тогда, в покрытие (( можно звёздно вписать открытое покрытие. 

Доказательство. 

Обозначение. Л = { ет — замкнутое локально конечное покрытие, 
вписанное в 4 = {0.};с5. 
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Вписанность покрытия Л в покрытие (4 означает, что каждое множе- 
ство ЁР+ из покрытия Л находится внутри соответствующего множества 
0(,) из покрытия И: 

А С: 

Лемма. Любая точка т находится лишь в конечном числе множеств 
из покрытия Л. 

Доказательство. Мы вводили семейство Л’ локально конечным. По 
определению локальной конечности, у каждой точки т существует та- 
кая окрестность О,, которая пересекается лишь с конечным числом 
множеств из покрытия Л. С остальными множествами из покрытия АР 
окрестность О). не пересекается. Раз множество (О), находится вне по- 
чти всех множеств из покрытия Л’, кроме конечного числа, то любая 
точка внутри О, находится вне почти всех множеств из покрытия ЛР, 
кроме конечного числа. В том числе, точка т. Таким образом, точка 
т находится внутри лишь конечного числа множеств из покрытия Л. 
Лемма доказана. 

Каждое множество Ё} из семейства Л = {Ест имеет свой индекс 
ЕТ. В связи с этим введём следующее обозначение. 

Обозначение. Т(1) — множество индексов всех множеств из семейства 
Л ={ЕНст, которые содержат точку т. 

Так как любая точка 5 содержится лишь в конечном числе множеств 
из семейства Л, то множество индексов Т(5) конечно. 

Обозначение У, = (Пет О) п (Хх й Чето В). 

Лемма. Множество И, открыто при всех т Е Х. 

Доказательство. В параграфе «Объединение локально конечного се- 
мейства замкнутых множеств замкнуто» доказана теорема о том, что 
объединение локально конечного семейства замкнутых множеств за- 
мкнуто. В этом же параграфе доказано следствие о том, что то же 
самое касается любого подсемейства локально конечного семейства, за- 
мкнутых множеств. 

Покрытие ЛР локально конечно и замкнуто, то есть, состоит из за- 
мкнутых множеств. {Р}+ет(+) — ЭТО его подсемейство. Следователь- 
но, объединение подсемейства Чет(,)Ё: является замкнутым множе- 
ством. Дополнение к замкнутому множеству открыто, поэтому множе- 
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ство Х \ Чет(+) В, открыто. 

Множество индексов Т(т) конечно. Следовательно, количество чле- 
нов в пересечении Пует(.)Оз(и Конечно. Пересечение конечного числа 
открытых множеств открыто. Множества Их из покрытия М являют- 
ся открытыми по определению этого покрытия. Значит, пересечение 
Пет) Оз является открытым множеством. 

Пересечение двух открытых множеств открыто, поэтому пересечение 
множеств Пует(#)Оз(® и Х \ Чета) В является открытым множеством. 
Таким образом, мы пришли к тому, что 

множество У, = (Пете) п (Хх \ Чето В) открыто. 

Лемма доказана. 

Лемма. х Е У(т). 

Доказательство. Мы определили Т(х) как множество индексов тех 
множеств из покрытия Л’, которые содержат точку 5. Каждое множе- 
ство Р, Е Л находится внутри некоторого множества (.(+) из покрытия 
И. Раз каждое множество №}, где ф Е Т(т) содержит точку х, то содер- 
жащее его множество И’,(+) тоже содержит точку т: 

Е (8), где е Т(х). 

Все множества Ик при всех индексах & е Т(5) содержат точку 5. 
Значит и их пересечение Пиет(.)Оз(#) тоже её содержит: 

т Е Пета. 

Если ф Е Т(т), то точка х принадлежит множеству Ё+. Если @ Т(т), 
то точка, х не принадлежит множеству Ё+. Так как точка х отсутствует 
во всех множествах РЁ} с индексами # @ Т(т), то х отсутствует и в их 
объединении: 

$ Е Чет 

Раз точка х не содержится в множестве Чет(»)Ёь, то она содержится 
в дополнении к нему: 

тЕХ\ Чет В. 

Получается, что точка х принадлежит одновременно множествам 
Чет) Оз и Х \ Чета)В.. Следовательно, она принадлежит их пере- 
сечению: 

те (Пето0чо) П (Х \ Чите В) = У. 


Мы доказали, что точка х принадлежит множеству У,. Лемма дока- 
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зана. 

Лемма. Семейство \ = {У} „сх является открытым покрытием про- 
странства, Х. 

Доказательство. Так как т Е \,, то каждая точка т пространства 
Х содержится в соответствующем множестве У, из семейства У. Это 
значит, что семейство У является покрытием. Лемма доказана. 

Лемма. Покрытие У звёздно вписано в покрытие (4. 

Доказательство. Возьмём в пространстве Х произвольную точку 20. 
Исследуем звезду точки хо относительно покрытия У = {У} сх: 

56(70, У). 

Звезда 56 (то, У) является объединением всех множеств из покрытия 
у = {И }сх, содержащих точку 20: 

5650, у) = Чтех, то, Из. 

Рассмотрим случай, когда хо принадлежит множеству У,, и сдела- 
ем из этого выводы. Выпишем ещё раз определяющую формулу для 
множества \„: 

И, = (Пиегод0о) П (Х \ Чего). 

Точка 10 принадлежит пересечению двух множеств ГПует(+) Оз и Х у 
Чета) Ве. Следовательно, хо принадлежит каждому из них, в частно- 
сти, принадлежит множеству Х \ Чет») Е Е: 

щ1 ЕХ \ Чет 

То есть, точка хо принадлежит дополнению к множеству Чет(») 4. 
Раз она принадлежит дополнению, то к самому множеству Чет(ь)ЁН 
точка то не принадлежит: 

20 & Чета). 

Точка, то не принадлежит всем множествам Ё; из покрытия Л’, индекс 
+ которых не находится в множестве индексов Т(х): 

ше ВЕЛ, где @ Т(т). 

В то же время мы знаем, что точка, 50 находится в множествах Ру с 
индексами $ Е Т(то): 

тщЕ ВНЕ, гдефе Т(хто). 

Значит индексы из множества Т(5о) не являются индексами мно- 
жеств Ё+, которым не принадлежит точка 50. 'Го есть, индексы из мно- 
жества Т(хо) не являются индексами, которые не принадлежат мно- 
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жеству Т(т). Следовательно, индексы из множества Т(50) являются 
индексами, которые принадлежат множеству Т(т). Это означает, что 
множество Т(120) включается в множество Т(7): 

Ре Ра 

Множество У, является пересечением двух множеств: Пиет(«) Оз и 
Х \ Чет) Ве. Пересечение включается в каждый член пересечения, в 
том числе в член Пиет(2)Оз(®: 

У: © Пет Оо. 

Пересечение П,ет(») Ок содержится в каждом члене пересечения: 

ПЕРО: С в, моет) 

Так как Т(50) С Т(х), то множество Пиет) Из содержится во всех 
множествах Из, где фе Т(10). Раз множество Пьет(+)Оз(® содержится 
во всех множествах Их), где ф Е Т(10), то оно содержится в их пересе- 
чении: 

Пете) 08 (® © Пета. 

Из двух включений 

У; © Пет Оз и Пета © Пета 

следует включение 

У; © Пета Оз. 

Мы рассматривали такое множество \,, которое содержит точку 10. 
Таким образом, все множества У,, которые содержат точку 10, вклю- 
чаются в множество ПуеТ(.)Оз(®. Следовательно, их объединение тоже 
включается в это множество: 

Чзех, лоси, Уз © ГиеТ(во) (0. 

Объединение в левой части включения является звездой точки 10 
относительно покрытия У = {\,}„сх. Перепишем соответствующим 
образом это включение: 

58(20, у) с Пет (ко) Оз (в- 

Пересечение множеств включается в каждый член пересечения: 

Пета) Оз © Из®, где Ё Е Т(5то). 

Таким образом, звезда 5%(то, У) включается в множество Их(к, где 
Е Т(т0) из покрытия М. В итоге звезда произвольной точки из про- 
странства, Х относительно покрытия У находится внутри соответствую- 
щего множества из покрытия И. Это означает, что покрытие У звёздно 
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вписано в покрытие 4. Лемма доказана. 
Мы нашли открытое покрытие, которое можно звёздно вписать в по- 
крытие М. Теорема доказана. 
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Полугруппы 
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ГЛАВА 17 


Введение в полугруппы 


17.1 Определения группоида и полугруппы 


Определения. 

Ах В — декартово произведение двух множеств Аи В — это мно- 
жество всех пар (а, 6), геае А, БЕ В. 

Отображение множества А в множество В означает, что каждому 
элементу из множества А ставится в соответствие один элемент из мно- 
жества Б. 

Бинарная операция на множестве 5 — это отображение декартова, 
произведения 5х 5 в множество 5. То есть, когда каждой паре (а, 6) 
элементов из множества 5 ставится в соответствие элемент с из этого 
же множества. Обозначается соответствие а : 6 = с. 

Группоид — это система, состоящая из множества, © и бинарной опе- 
рации на нём. 

В случае комбинации умножений скобки используются, чтобы уста- 
новить очерёдность: умножение в скобках производится в первую оче- 
редь, а вне скобок во вторую. 

Свойство ассоциативности бинарной операции на множестве 5 — это 
равенство (а6)с = а(6с) для всех элементов а, 6, с из 5. 

Полугруппа — это группоид, у которого бинарная операция обладает 
свойством ассоциативности. 


17.2 Расстановки скобок для произвольного 
количества элементов 


Теорема. Пусть ал, а2,..., а — элементы полугруппы 5. Тогда резуль- 
тат умножения всех этих элементов не зависит от расстановки скобок. 

Доказательство по индукции. По определению ассоциативности, вы- 
полняется равенство (а1а2}аз = ал(а2аз). Это означает, что для п = 3 
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теорема выполняется. Для п, = 1,2, теорема тоже выполняется, потому 
что там только одна, или совсем нет бинарных операций, так что от 
расстановки скобок ничего не зависит. 

Предположим, что теорема верна для всех выражений длины, мень- 
шей п. Рассмотрим всевозможные расстановки скобок в выражении 
а>... ап. Докажем, что при всех расстановках скобок результат умно- 
жения будет одним и тем же. 

Умножение выполняется не всё сразу, а последовательно, и каждый 
раз должно умножаться два элемента. 

Лемма. Рассмортим расстановки скобок в выражении а1а2...ап, где 
последняя операция выполняется с элементом а1. Все расстановки та- 
кого типа дают одинаковый результат. 

Доказательство. Так как последняя операция производится с элемен- 
том а1, то в ней элемент а1 умножается на выражение алаз... ав с неко- 
торой расстановкой скобок. Эту ситуацию можно записать следующим 
образом: а1(а2аз...ап), где внутри скобки имеется некоторая расста- 
новка скобок. 

Выражение ал2аз... а» имеет длину п — 1, что меньше п, и для такого 
выражения выполняется предположение индукции: при любой расста- 
новке скобок выражение ал2аз...а» даёт один и тот же результат. Поэто- 
му выражение а1(а2аз...а») даёт один и тот же результат при любой 
расстановке скобок, где элемент а1 участвует в последней операции. 
Лемма доказана. 

Лемма. Любая расстановка скобок в выражении а1а2...а» даёт та- 
кой же результат, как и некоторая расстановка скобок, где последнее 
умножение производится с элементом ал. 

Доказательство. Пусть в выражении а1а2...а» имеется произволь- 
ная расстановка скобок. Рассмотрим последнее умножение, сделанное 
в этом выражении: 

а1а2... = ВС, 

гле В = а1а2...ак, С = ак... @ — это выражения с некоторой 
расстановкой скобок. 

Так как их длина меньше п, то, по предположению индукции, их 
значение не зависит от расстановки скобок. Расставим в В скобки сле- 
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дующим образом: В = а1(а2, аз,..., ак). Подставим это выражение в 
А: 

ала2...а = ВС = (а1(а2, аз,...,ак))С = а1((а2, аз,...,ак)С) 

(мы воспользовались свойством ассоциативности при замене скобок). 
Мы через цепочку равенств пришли к расстановке скобок, где послед- 
няя операция производится с элементом а1. Лемма доказана. 

Итак, любая расстановка скобок в выражении а1а2...аи даёт такой 
же результат, как некоторая расстановка скобок, где последнее умно- 
жение производится с элементом а1. При этом все расстановки скобок, 
где последнее умножение производится с элементом а1, дают одинако- 
вый результат. Следовательно, любые расстановки скобок в выражении 
а1а2...аи дают одинаковый результат. Теорема доказана. 


17.3 Пересечение подгруппоидов является 
подгруппоидом 


Определения. 

Замкнутая бинарная операция на множестве Т` — это такая бинарная 
операция, что для любых двух элементов а, 6 из множества Т их про- 
изведение аб тоже принадлежит Т. (В незамкнутой бинарной операции 
произведение элементов может находиться вне множества Т.) 

Подгруппоид — это подмножество элементов группоида, которое само 
является группоидом. 

Другими словами, подгруппоид — это подмножество элементов груп- 
поида с замкнутой бинарной операцией на нём. 

Пересечение множеств — это множество, состоящее из всех элемен- 
тов, которые принадлежат всем множествам из пересечения (все общие 
элементы). 

Теорема. Пересечение любого количества подгруппоидов является 
подгруппоидом. 

Доказательство. Обозначение. {С };</ — семейство подгруппоидов. 

Рассмотрим пересечение П;=1С’; всех подгруппоидов из семейства. 
Возьмём в пересечении П;=1С'; два произвольных элемента а и 6: 
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а ве п: =!С:;. 

Так как эти элементы принадлежат пересечению подгруппоидов, то 
они принадлежат каждому подгруппоиду из пересечения: 

а. Е С.;, для любыхтЕ Г[. 

Бинарная операция в подгруппоиде замкнута, значит, произведение 
двух элементов а и 6 подгруппоида должно принадлежать этому же 
подгруппоиду: 

ав ЕС; для любыхтЕ [. 

Принадлежность всем подгруппоидам (С; означает принадлежность 
пересечению этих подгруппоилов: 

аб е П;<!С:. 

Мы пришли к тому, что произведение произвольных элементов аи 6 
из пересечения подгруппоидов Пуе1С'; принадлежит этому же пересече- 
нию. Это означает замкнутость бинарной операции внутри пересечения 
П;=ГС.;. Таким образом, пересечение подгруппоидов является подгруп- 
поидом. Теорема доказана. 


17.4 Порождающее множество 


Пусть А — подмножество элементов группоида 5. 

Определение. (А) — множество элементов группоида 5, которое по- 
лучается из всех возможных конечных произведений элементов из А. 
(Конечное произведение — это произведение конечного числа, элемен- 
тов.) 

Теорема. (А) является подгруппоидом. 

Доказательство. Докажем замкнутость бинарной операции на мно- 
жестве (А). 

Возьмём в множестве (А) два произвольных элемента, 2 и у: 

туЕ (А). 

Так как все элементы из (А) являются конечными произведениями 
элементов из множества, А, то элементы х и у имеют вид 

О: са. Ес 

где элементы ах, 6; принадлежат множеству А. Перемножим элемен- 
ты д и у, получаем элемент 
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2 == аа: @тббоеебн: 

Этот элемент является произведением конечного числа элементов из 
множества А, что означает принадлежность множеству (А) 

туЕ (А). 

Таким образом, произведение произвольных элементов из (А) при- 
надлежит этому же множеству. Бинарная операция внутри (А) замкну- 
та, множество (А) является подгруппоидом. Теорема доказана. 

Определение. Порождающее множество группоида 5 — множество А 
такое, что (А) = 5. 

Теорема. Подгруппоид (А), порождённый подмножеством А, равен 
пересечению всех подгруппоидов, содержащих подмножество А. 

Доказательство. Обозначение. В — это пересечение всех подгруппо- 
идов, содержащих подмножество А. 

Нам нужно доказать, что В = (А). Докажем это, доказав два вклю- 
чения: (А) С Ви ВС (А). 

Докажем включение (А) С В. 

Пересечение подгруппоидов является подгруппоидом. Поэтому В — 
подгруппоид. Раз все элементы А принадлежат всем подгруппоидам из 
пересечения, значит элементы из А являются общими элементами этих 
подгруппоидов и поэтому принадлежат их пересечению, то есть, В. Это 
означает включение 

АСВ. 

Бинарная операция в подгруппоиде должна быть замкнутой. Так как 
элементы из А принадлежат подгруппоиду В, то их произведения при- 
надлежат этому же подгруппоиду. Так как произведения принадлежат 
подгруппоиду, то и произведения произведений принадлежат. То есть, 
мы можем составить любые комбинации из произведений элементов 
подмножества А, и все эти комбинации будут принадлежать подгруп- 
поиду В. Таким образом, все элементы из множества (А) принадлежат 
подгруппоиду В. Это означает включение 

(А) С В. 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение В С (А). 

Множество (А) является подгруппоидом. Множество А включается в 
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(А), а значит, (А) относится к множеству тех подгруппоидов, которые 
содержат А, и по которым нужно брать пересечение. Пересечение мно- 
жеств включается в каждое из этих множеств. А значит пересечение В 
включается в (А), то есть, 

ВС (А). 

Обратное включение доказано. 

Из противоположных включений 

(АСВ, ВС(4) 

следует равенство 

В = (А). 


Теорема доказана. 


17.5 Произведение подмножеств 


Определения. АВ — произведение двух множеств Аи В — это множе- 
ство всех произведений аб, геае АифбЕ В. 

Теорема. (Че АВ = ЦеКА, В), А(Ца В) = Ч%КАВ). (Знак объ- 
единения можно выносить за пределы произведения.) 

Доказательство. Эти два равенства аналогичны, поэтому докажем 
только первое из них. 

Докажем включение (Ч; АВ © Це КА; В). 

Возьмём в множестве (ег А;)В произвольный элемент 2: 

Е (ЧегАЗВ. 

Так как т является элементом произведения множеств, то он имеет 
вид 

1 = аб, геае Че: А; БЕ В. 

Раз элемент а принадлежит объединению множеств Че г.А;, то он при- 
надлежит некоторому множеству из объединения. Обозначим его А;, 
где индекс 7 принадлежит множеству индексов [: 

ее 

Таким образом, элемент а принадлежит множеству А;, а элемент 6 
принадлежит В. Значит, элемент х = аб принадлежит произведению 
А; В: 

ф=абЕ А.В. 

ЗЕЕ 


Множество А;В является частью объединения Це (А;В), следова- 
тельно, все элементы множества А,В принадлежат множеству Чег( 
А,В), в том числе элемент 5 = аб: 

т=@аеЕ Це КА, В). 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент 1 из множества (Це / 
А;)В принадлежит множеству Че А, В). Следовательно, все элементы 
множества (ЦА) В принадлежат множеству Ч:ег( АВ), что означает 
включение 

(Чет АВ © ЧеКА, В). 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение (Ч;=1А)В 2 ЦекКА. В). 

Возьмём в множестве Ч;сг(А;В) произвольный элемент т: 

= ЧеКАзВ). 

Так как х принадлежит объединению множеств У;сг(А; В), то он при- 
надлежит некоторому множеству из объединения. Обозначим это мно- 
жество А,В, где 7 — индекс из множества индексов /: 

ТЕР О. 

А,В — это произведение множеств, следовательно, элемент х в нём 
имеет вид произведения а6, геае А; бЕ В: 

$ = аб, гесЕ А, 6бЕВ. 

Множество А; находится внутри объединения Ч;егА;. Следовательно, 
все элементы множества А; находятся внутри множества ЧегАх, в том 
числе элемент а: 

ае Ц;ег А. 

Таким образом, мы имеем ситуацию, когда 

ае Че: А; ВЕ В, 

а значит произведение аб является элементом множества (Ч;=1А;)В: 

аб Е (ЦегАЗВ. 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент х = аб из множе- 
ства Че (А; В) принадлежит множеству (Ч;егА;)В. Следовательно, все 
элементы множества Чег(А;В) принадлежат множеству (ЦегА;) В, что 
означает включение 

(Чет АВ 2 ЧеКА, В). 


Обратное включение доказано. 
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Из двух включений 

(Че АВ © ЧеЦА.В), (Че АВ 2 ЧеЦАВ) 

следует равенство 

(иегА)В = ЧекКА,В). 

Теорема доказана. 

Теорема. (Пг А)В © ПеЦА: В), А(ПьегВ;) © ПеКАВ). 

Доказательство. Эти два включения аналогичны, поэтому докажем 
только первое из них. 

Возьмём в множестве (П;-гА;)В произвольный элемент х 

Же (Пуег Ар В. 

Так как х является элементом произведения множеств, то он имеет 
вид 

х = аб, геае Пг А; БЕ В. 

Раз элемент а принадлежит пересечению множеств Пусг.А;, то он при- 
надлежит всем множествам из пересечения: 

ае А; для всех индексов 1 Е [. 

Таким образом, элемент а принадлежит множеству А;, а элемент 6 
принадлежит В. Значит, элемент х = аб принадлежит произведению 
А;В: 

х =абеЕ А.В, 

причём это выполняется для всех индексов 1 Е Г. Элемент х принад- 
лежит всем множествам А.В, а значит он принадлежит их пересече- 
нию: 

т =аеЕ Пек: В). 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент 1 из множества (ПГус/ 
А;)В принадлежит множеству Пс (А,В). Следовательно, все элементы 
множества (ПА; В принадлежат множеству Пе (А;В), что означает 
включение 

(ПуегА)В С ПекКА, В). 

Это и есть то включение, которое нужно было доказать. Теорема 
доказана. 
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17.6 Умножение на элемент или на множество 
сохраняет включение 


Теорема. Умножение на элемент сохраняет включение. Подробнее, пусть 

С — группоид, 

А, В — подмножества в группоиде (>, 

АСВ. 

Тогда Ас С Вси сА С сВ для любого элемента, с группоида С. 

Доказательство. Включение А С В означает, что все элементы мно- 
жества А находятся в множестве В. Множество Вс состоит из всех 
произведений вс, где 6 Е В. Так как элементы а Е А принадлежат 
также и Б: 

ае Б, 

то произведения ас принадлежат множеству произведений Вс: 

асе Бс. 

Раз все произведения ас Е Ас для всех элементов а Е А принадлежат 
множеству Вс, то множество Ас находится внутри множества Вс: 

Асс Вс. 

Включение сА С сВ доказывается аналогично, симметрично. 'Теоре- 
ма доказана. 

Теорема. Умножение на множество сохраняет включение. Подробнее, 
пусть 

С — группоид, 

А, В, С — подмножества в группоиде С, 

АСВ. 

Тогда АС С ВСиСАССВ. 

Доказательство. Множество АС является объединением всех мно- 
жеств Ас, гесеЕ С: 


АС —- Чвес.Ас. 
Аналогично, 
ВС — Чеес.ВС. 


Для каждого элемента, с мы знаем из предыдущей теоремы, что Ас С 
Вс. Раз множество Ас включается в одно из множеств Вс, то оно вклю- 
чается в объединение Ц.есВс: 
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Асс Чесс Вс = ВС. 

Так как каждое множество Ас для любого элемента с Е С включа- 
ется в множество ВС’, то объединение Ц.ес.Ас тоже включается в ВС: 

АСС СВ 

В итоге мы пришли к тому, что АС © ВС. Включение СА с СВ 
доказывается аналогично, симметрично. Теорема доказана. 
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ГЛАВА 18 


Элементы полугруппы 


18.1 Степень элемента и её свойства 


Определение. а” — это произведение п элементов а: 
п 
а 


а, 
7% 
Теорема. а”а” = а"1”. 

Доказательство. а" — это произведение т элементов а, а" — это 
произведение 7 элементов а. Если их умножить, то мы получим произ- 
ведение тт + п элементов а, то есть, а”"". Теорема доказана. 

Теорема. Коммутативность: а”а" = а*а”". 

Доказательство. аа” = а" = а""" = аа”. Теорема, доказана. 

Теорема. (а”)”" = а”. 

Доказательство. а” — это произведение 7% элементов а. (а”)" — это 
произведение п элементов а", то есть, произведение п, произведений, в 
каждом из которых по т элементов. Чтобы сосчитать общее количе- 
ство элементов а, нужно умножить т на п. Имеем тп произведений 


элементов а, то есть, а”"". Теорема, доказана. 


18.2 Коммутирующие элементы 


Определение. Коммутирование элементов а и 6 означает равенство аб = 
ра. 

Теорема. Если а и 6 коммутируют, то (а6б)” = а"б”. 

Доказательство по индукции. При п = 1 равенство (а6)1 = а! вы- 
полняется. Предположим, что равенство выполняется для всех степеней 
< п. Докажем, что равенство выполняется и для степени п. 

Элемент в степени п — это произведение п% элементов. Выделим из 
этого произведения п — 1 элементов — это будет элемент (а6) в степени 
ТЫ 

[а авт“ (аЬ) 
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По предположению индукции, для степени п — 1 теорема выполня- 
ется, следовательно (а6)"”`" = а" ". Используем это равенство для 
преобразования исследуемого выражения: 

(6) 6106, 

"1 — это произведение п — 1 элементов 6, то есть 6. . .6. Так как 


п—1 


элементы а и 6 коммутируют, то мы в выражении 66...Ба можем пе- 


п—1 
ремещать элемент а влево шаг за шагом, пока не переместим его на 


левый край: а06...6. Так что В” Та = аб" ". Воспользуемся этим ком- 


п—1 

мутационным равенством для преобразования основного исследуемого 
выражения: 

а о аб а. 

Теперь мы можем воспользоваться равенствами 

ата! ри ап! #3 й". | чо на т! — м 

для преобразования основного выражения: 

аа т а" 

В итоге мы через цепочку равенств пришли от выражения (а6)” к 
выражению а”6”. Следовательно, эти выражения равны: 

аб ат 0”. 

Таким образом, из предположения, что теорема выполняется для всех 
чисел < п вытекает, что теорема выполняется и для числа п. А значит, 


теорема выполняется для всех степеней п. Теорема доказана. 


18.3 Центр полугруппы 


Определения. 
Центральный элемент в полугруппе 5 — это элемент, коммутирую- 
щий со всеми элементами полугруппы 5. 
Центр полугруппы — это множество всех центральных элементов. 
Теорема. Центр полугруппы является подполугруппой. 
Доказательство. Обозначение. С’ — центр полугруппы. 
Докажем замкнутость бинарной операции. 
Возьмём два произвольных элемента, а и 6 из центра полугруппы: 
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а6ЕС. 

Рассмотрим их произведение аб. Возьмём произвольный элемент с из 
полугруппы. Проверим, коммутируют ли элементы аб и с. Умножим 
эти элементы друг на друга: 

(абс. 

Все элементы а, 6, с являются элементами полугруппы, поэтому ассо- 
циативны. Воспользуемся свойством ассоциативности: 

(а6)с = а(%). 

Элемент В мы определили как элемент центра, поэтому он коммути- 
рует с элементом с из полугруппы о: 

а(5с) = а(сб). 

Воспользуемся свойством ассоциативности: 

а(сб) = (ас)б. 

Элемент а мы определили как элемент центра, следовательно он ком- 
мутирует с элементом с из полугруппы ©: 

(ас)б = (саб. 

Воспользуемся свойством ассоциативности: 

(са)б = с(аб). 

В итоге мы пришли через цепочку равенств от выражения (а6б)с к 
выражению с(а6). А значит, эти выражения равны: 

(а6)с = с(аб). 

Элемент аб коммутирует с произвольным элементом из полугруппы 
©, следовательно, он коммутирует со всеми элементами полугруппы 5. 
Это означает, что элемент аб принадлежит центру полугруппы: 

а ЕС. 

Мы выбирали элементы а и 6 из центра С’ произвольно, и их произве- 
дение даёт элемент из центра. То есть, произведение любых элементов 
центра даёт элемент центра, что означает замкнутость бинарной опе- 
рации в центре полугруппы. Замкнутость бинарной операции доказана. 
(Обратите внимание, что в доказательстве требуется свойство ассоци- 
ативности, то есть для группоида, не являющегося полугруппой, это 
доказательство не годится.) 

Докажем ассоциативность. Все элементы центра полугруппы 65 яв- 
ляются элементами полугруппы 5, поэтому ассоциативны. 


384 


Мы доказали замкнутость бинарной операции в центре и ассоциатив- 
ность. Следовательно, центр является подполугруппой. Теорема, дока- 
зана. 


18.4 Единицы и нули 


Определения. 

Левая единица — элемент е со свойством: еа = а для всех элементов 
а из группоида. (Сохраняет элементы при умножении слева.) 

Правая единица — элемент е со свойством: ае = а для всех элементов 
а из группоида. (Сохраняет элементы при умножении справа.) 

Теорема. Если группоид содержит левую единицу е и правую единицу 
{, то эти единицы равны: 

о 

Доказательство. Рассмотрим произведение е} левой и правой единиц. 
С одной стороны, левая единица, сохраняет правую: 

е/ =, 

по свойству левой единицы. С другой стороны, правая единица со- 
храняет левую: 

ЕЕ: 

по свойству правой единицы. В итоге мы имеем 

Е =, 

То есть, 

ий 

Теорема доказана. 

Следствие 1. Если в группоиде есть больше одной левой единицы, то 
правые единицы отсутствуют. (Для случая нескольких правых единиц 
аналогично. ) 

Доказательство. Допустим, что имеются две разные левые единицы 
и хотя бы одна правая единица. Тогда все левые единицы равны этой 
правой единице, следовательно, все левые единицы равны друг другу и 
являются одним элементом. Хотя в допущении указано, левых единиц 
больше одной. Допущение наличия двух разных левых и одной правой 
единиц приводит к противоречию с самим собой. Следовательно, когда 
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есть несколько разных левых единиц, то правых единиц нет. Следствие 
доказано. 

Определение. Двусторонняя единица является одновременно и левой, 
и правой единицей. 

Следствие 2. Двусторонняя единица единственна в своём группоиде. 

Доказательство. Допустим, это не так. Пусть есть две разные дву- 
сторонние единицы. Акцентируем внимание на том, что одна из них 
является левой единицей, а другая правой единицей. По предыдущей 
теореме эти единицы равны. Значит, допущение о наличии двух разных 
двусторонних единиц приводит к противоречию с самим допущением. 
Следствие доказано. 

Левый нуль — элемент 5 группоида со свойством ха = х для всех а 
из группоида. (Левый нуль замещает элемент, стоящий справа.) 

Правый нуль — элемент 5 группоида со свойством а = х для всех а 
из группоида. (Правый нуль замещает элемент, стоящий слева.) 

Теорема. Если группоид обладает левым нулём 21 и правым нулём 
22, то эти нули равны: 

21 = 22. 

Доказательство. Рассмотрим произведение 2122 левого и правого ну- 
лей. С одной стороны, левый нуль замещает правый: 


2122 — 21, 

по свойству левого нуля. С другой стороны, правый нуль замещает 
левый: 

2122 = 22, 


по свойству правого нуля. В итоге мы имеем 

21 = 2122 = 22. 

То есть, 

АЛ = 22. 

Теорема доказана. 

Следствие 1. Если в группоиде есть больше одного левого нуля, то 
правые нули в группоиде отсутствуют. (Случай нескольких правых ну- 
лей аналогичен.) 

Доказательство. Допустим, что в группоиде есть два разных левых 
нуля и хотя бы один правый ноль. 'Гогда правый ноль равен всем левым 
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нулям, а значит все левые нули равны друг другу и являются одним 
и тем же элементом. Но в допущении указано, что количество разных 
левых нулей больше одного. Таким образом, допущение наличия двух 
левых нулей и хотя бы одного правого нуля приводит к противоречию. 
Следовательно, если есть разные левые единицы, то правых нулей в 
группоиде нет. Следствие доказано. 

Определение. Двусторонний нуль является одновременно левым и 
правым нулём. 

Следствие 2. Двусторонний ноль единственен в своём группоиде. 

Доказательство. Допустим, это не так. Пусть есть два двусторонних 
нуля. Акцентируем внимание на том, что один из них является левым 
нулём, а другой правым нулём. По предыдущей теореме эти нули рав- 
ны. Значит, допущение о наличии двух разных двусторонних нулей при- 
водит к противоречию с самим допущением. Следствие доказано. 

Определение. Идемпотент — это элемент е со свойством е? = е. 

Теорема. Односторонние единицы и нули являются идемпотентами. 

Доказательство. Проверим левостороннюю единицу е. Левая единица 
сохраняет элемент справа: 

ее =е, 

по свойству левосторонней единицы. Случай правосторонней едини- 
цы аналогичен. 

Проверим левосторонний ноль 2. Левый ноль замещает элемент, сто- 
ящий справа: 

ИЕ, 

по свойству левостороннего нуля. Случай правостороннего нуля ана- 
логичен. Теорема доказана. 


18.5 Присоединение единицы и нуля к полугруппе 


Определение. 51 — группоид 5 с присоединённой к нему единицей — 
это множество 5 Ц 1, где операция умножения элементов группоида 5 
и 1 определена следующим образом: 

1.1 = 1, 1а =а1 = а для всех элементов а из 5. 

Элементы внутри 5 перемножаются без изменений. 
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Теорема. 5" — группоид. 

Доказательство. Все возможные бинарные операции на множестве 
501 можно разбить на три типа: 

1) операции внутри множества 5, 

2) умножение единицы на саму себя, 

3) умножение единицы на элементы из ©. 

Все эти операции определены и дают результат внутри множества 
5 Ц 1. Следовательно, множество 5 Ц 1 является группоидом. Теорема 
доказана. 

Теорема. Если 5 — полугруппа, то 5 тоже полугруппа. 

Доказательство. Свойство ассоциативности на элементах полугруп- 
пы © уже есть по определению полугруппы. Осталось проверить те 
произведения, где присутствует единица. 

Случай (11)1 = 1(11) очевиден, так как в любом случае здесь полу- 
чается единица. 

Рассмотрим случаи произведений, где единица присутствует два ра- 
за. Возьмём произвольный элемент а из полугруппы 5. Возможны три 
комбинации расстановки единиц и элемента а: 

а, аа: 

Проверяемое равенство заключено в квадратные скобки, слева и спра- 
ва даётся результат проведения операции в соответствии с расстановкой 


скобок. 
а =а1 = [(а1)1 = а(11)| = а1 = а. Проверено. 
а =а1 = [(1а)1 = 1(а1)| = 1а = а. Проверено. 


а = 1а = [(11)а = 1(1а)| = 1а = а. Проверено. 

Рассмотрим случаи с одной единицей в произведениях. Возьмём два 
произвольных элемента, а и В из полугруппы ©. В виду произвольности, 
аи 6симметричны друг другу, а значит и проверки равенств идентичны 
для расстановок аб и ба. Поэтому будем рассматривать только случаи, 
где а слева, а 6 справа. Возможны три расстановки элементов и едини- 
цы: 

аб1, а16, 1а6. 

аб = [(а6)1 = а(61)] = аб. Проверено. 

аб = [(а1)6 = а(16)] = аб. Проверено. 
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аб = [(1а)6 = 1(а6)] = аб. Проверено. 

Все случаи с единицей проверены. Группоид 5" обладает свойством 
ассоциативности, а значит является полугруппой. Теорема доказана. 

Определение. 5° — группоид 5 с присоединённым нулём — это мно- 
жество 50, где операция умножения элементов группоида 5 и 0 опре- 
делена следующим образом: 

0.0 =0, 0а = а0 = а для всех элементов а из ©. 

Элементы внутри 5 перемножаются без изменений. 

Теорема. 5° — группоид. 

Доказательство. Все возможные бинарные операции на множестве 
© 40 можно разбить на три типа: 

1) операции внутри множества 5, 

2) умножение нуля на самого себя, 

3) умножение нуля на элементы из ©. 

Все эти операции определены и дают результат внутри множества, 
5 00. Следовательно, множество 5’ Ц 0 является группоидом. Теорема 
доказана. 

Теорема. Если 5 — полугруппа, то 5 тоже полугруппа. 

Доказательство. Свойство ассоциативности на, элементах полугруп- 
пы © уже есть по определению полугруппы. Осталось проверить те 
произведения, где присутствует ноль. 

Случай (00)0 = 0(00) очевиден, так как в любом случае здесь полу- 
чается ноль. 

Рассмотрим случаи произведений, где ноль присутствует два, раза. 
Возьмём произвольный элемент а из полугруппы 5. Возможны три рас- 
становки нулей и элемента а: 

200, 9а0, 00а. 

Проверяемое равенство заключено в квадратные скобки, слева и спра- 
ва даётся результат проведения операции в соответствии с расстановкой 


скобок. 
0 = 00 = |[(а0)0 = а(00)] = а0 = 0. Проверено. 
0 = 00 = [(04)0 = 0(а0)] = 00 = 0. Проверено. 


0 = 0а = [(00)а = 0(0а)] = 00 = 0. Проверено. 
Рассмотрим случаи с одним нулём в произведениях. Возьмём два про- 
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извольных элемента а и 6 из полугруппы ©. В виду произвольности, а 
и 6 симметричны друг другу, а значит и проверки равенств идентичны 
для расстановок аб и ба. Поэтому будем рассматривать только случаи, 
где а слева, а В справа. Возможны три расстановки элементов а, 6 и 
нуля: 

або, а06, даб. 

0 = [(а6)0 = а(50)] = а0 = 0. Проверено. 

0 = 06 = [(а0)6 = а(06)] = а0 = 0. Проверено. 

0 = 06 = [(04)6 = 0(а6)] = 0. Проверено. 

Все случаи с нулём проверены. Группоид 59 ассоциативен, а значит 
является полугруппой. Теорема, доказана. 
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ГЛАВА 19 


Циклические полугруппы 


19.1 Определение циклической полугруппы 


Определения. 
(а) — циклическая полугруппа, порождённая элементом а — это по- 
лугруппа, состоящая из всех элементов а в натуральной степени: 
аа в а 
Порядок полугруппы — количество элементов в ней. 
Порядок элемента, а — это порядок полугруппы (а). 


19.2 Бесконечная циклическая полугруппа 


Теорема. Пусть циклическая полугруппа (а) бесконечна. Тогда, возве- 
дение элемента а в разные степени даёт разные элементы. "То есть, не 
может быть равенства а” = а” при разных натуральных числах т и п: 
ОЕ". 
Доказательство. Допустим, что теорема не выполняется и верно ра- 
венство 


а“ для неодинаковых натуральных чисел 1 и п. 


а 

Пусть т < п (для случая т > п доказательство аналогично). Рас- 
смотрим произвольный элемент а^, степень которого больше п: п < К. 
Прибавим и вычтем к числу К число п: 

К = А+ тп — п. 

Поменяем местами слагаемые в правой части, переставив числа А и 
т: 

к =п-+ (6-м), 

Так как мы условились, что А > п, то число К — п больше нуля. По- 
лучается, что число К можно представить в виде суммы, где оба сла- 


гаемых положительны, то есть, А являются суммой двух натуральных 
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чисел. Поэтому мы можем представить элемент а\ в виде произведения 


элементов: 
ай Е а’+(®—п) Ве а‘ак-". 
Заменим элемент а” на а” благодаря равенству а” = а": 
атак" — атак" => а” п. 


Степень 77 - К — п, меньше, чем степень 7% + А — п. Таким образом, мы 
смогли уменьшить степень элемента а^ без изменения самого элемента, 
то есть а^ = а”*". Получается, что если степень элемента больше 
п, мы можем её уменьшать без изменения самого элемента. Мы можем 
это делать до тех пор, пока степень не станет < п. 

Таким образом, если степень элемента больше 7%, то он равен элемен- 
ту а в степени < п. Таких элементов конечное число — не больше п. 
Следовательно, все элементы полугруппы (а) равны элементам из ко- 
нечного множества. А значит, количество элементов в полугруппе (а) 
конечно, то есть полугруппа (а) имеет конечный порядок. Но по усло- 
вию теоремы, полугруппа (а) имеет бесконечный порядок. Допущение 
равенства а” = а” приводит к противоречию с условием теоремы. Зна- 
чит, элементы, равные разным степеням элемента а, разные. Теорема 
доказана. 


19.3 Конечная циклическая полугруппа 


Определения. 

Индекс т полугруппы (а) — это минимальное натуральное число, для 
которого выполняется равенство 

а’"" = а” (т — какое-нибудь натуральное число). 

Период т полугруппы (а) — это минимальное натуральное число, 
для которого выполняется равенство 

а’т" = а” (т — какое-нибудь натуральное число). 

Теорема. Пусть (а) — конечная циклическая полугруппа. Тогда в ней 
существует индекс т и период т. 

Доказательство. Возьмём в конечной циклической полугруппе (а) её 
образующий элемент а. Будем раз за разом домножать этот элемент на 


самого себя. Получаем цепочку элементов 
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ага @ ва 


Эта цепочка, не может давать бесконечное количество новых элемен- 
тов, потому что полугруппа (а) конечна. Значит, на каком-то шаге 
умножение даст уже имеющийся элемент. Обозначим первый повторив- 
шийся элемент а”, а шаг, на котором произошло повторение, обозначим 
т-+ т. Таким образом, 

а =а”. 

Лемма. В полугруппе (а) элементы со степенями, начиная с т + ти 


тт 


больше, не являются новыми, а равны элементам со степенями от 1 до 
г+т — 1. 

Доказательство. Если мы будем продолжать умножать элемент а”\*" 
= а’ на элементы а, то будут получаться элементы, которые уже по- 
лучались ранее, и при достижении степени т + т снова произойдёт 
повторение, и отсчёт начнётся заново с повторяющегося элемента. 'Та- 
ким образом, после первого повторения никаких новых элементов при 
умножении на а больше не возникает. Первое повторение возникло на 


т 


элементе а”"” = а”. Значит, в полугруппе (а) есть только неповторя- 


ющиеся элементы а/1, а^,..., а’! 1 


‚ элементы с болышими степенями 
равны элементам из указанного множества. Лемма доказана. 

Лемма. Число т является индексом полугруппы (а). 

Доказательство. Элемент а’ был первым повторившимся элементом. 
Все дальнейшие повторяющиеся элементы (при умножении на а) име- 
ли степень больше, чем г. Следовательно, степень г — это наимень- 
пая степень повторяющегося элемента, или, другими словами, г — это 
наименьшее натуральное число, для которого выполняется равенство 
а’`*" = а’. Это значит, что число г удовлетворяет определению индек- 
са, и поэтому является индексом. Лемма доказана. 

Лемма. Для любого элемента со степенью, большей г (то есть, его 
степень равна 7 + К, где А — натуральное число) выполняется равенство 

ата” Е аг+®. 


"НА т 


Доказательство. Занесём число т в произведении а в общую 


степень: 
ата” = ат +т. 


Поменяем местами слагаемые внутри степени: 
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атт+т = ати. 
Вынесем элемент со степенью К: 
ат” ек — атак. 


т т 


Для элемента а’"" выполняется равенство: а'"" = а’. Используем 


его для преобразования выражения: 


ета т К 


[#8 аа. 


Представим произведение в виде одного элемента, а со степенью: 

неа. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения а”*Ка” к выраже- 
нию а”**. Следовательно, эти выражения равны: 

ата” = аг+®. 

Лемма доказана. 

Лемма. Число т является периодом полугруппы (а). 

Доказательство. Допустим, лемма неверна, и существуют числа 7’ и 
т’, где т, < т, для которых выполняется равенство 
ОЕ 0". 

Число г’ не может быть меньше индекса т, так как индекс является 
минимальным числом, для которого выполняется равенство указанного 
типа. И равенства 7’ = г быть не может, потому что степень г + т не 
достигает степени, приводящей к повторению элемента. Значит, 7’ > т. 
То есть, число т’ больше числа 7 на некоторое натуральное число К: 

=. 

При этом число К меньше числа 7%, потому что начиная со степени 
т + т элементы повторяются. 


Если мы будем умножать элемент а”*^ последовательно на а, то за 


Кат — агН+т- — ат+т Элемент 





т, — К шагов дойдём до элемента а 


ат 


ешё А шагов, то вернёмся в исходный элемент ат" Причём ни разу ни 


" переходит в первый повторяющийся элемент а’. Если проделаем 


за один предыдущий шаг мы не переступали элемент а”*. Всего мы 
проделали (т — К) + К = т шагов. Если мы проделаем т’ < т шагов, 
то мы не сможем дойти до элемента а”*. Следовательно, невозможно 
равенство а”+® +" = а”+". Но в допущении мы предполагали, что это ра- 
венство верно. Допущение ложности леммы приводит к противоречию. 


Лемма доказана. 
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Для произвольной конечной циклической полугруппы (а) мы нашли 
индекс т и период т. Значит, они существуют. Теорема, доказана. 

Теорема. Для произвольной конечной циклической полугруппы вы- 
полняется равенство: 

индекс + период = порядок - 1. 

Доказательство. Пусть т — индекс, т — период конечной цикличе- 
ской полугруппы (а). Если мы будем последовательно составлять эле- 
менты полугруппы (а) с помощью последовательного умножения на 





элемент а, то дойдём до элемента а”*"”`' без повторения, а элемент 
а’`*" будет первым повторяющимся, и после него новых элементов по- 
являться не будет. Количество элементов в полугруппе (а) является 
количеством неповторяющихся элементов полугруппы (а), полученных 
за г - т — 1 шага. Получаем равенство: 

индекс + период — 1 = порядок. 

Если перенести единицу из левой части равенства в правую, то мы 
получим равенство, которое требовалось доказать. Теорема, доказана. 


19.4 Идемпотент в конечной циклической 
полугруппе 


Теорема. Пусть (а) — конечная циклическая полугруппа, 7 — её индекс, 
т — её период. Пусть в полугруппе (а) существует идемпотент е = 
а^. Тогда степень К в представлении идемпотента через образующий 
элемент удовлетворяет двум условиям: 

1] Е > г — степень в представлении идемпотента не меньше индекса 
т полугруппы, 

2) К = ит — степень в представлении идемпотента кратна периоду 
т, полугруппы. 


Доказательство. Любой элемент в полугруппе (а) имеет вид а^, где 


К — натуральное число. Если элемент а^ является идемпотентом, то он 
должен удовлетворять равенству 
( а — а*. 


Раскроем скобки в выражении (а^)?: 
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(а^)? — ака^ = а2*. 
Таким образом, 
аа. 


Мы видим, что в идемпотенте понижается степень образующего эле- 
мента а. Это уже означает, что степень К не меньше индекса т, так 
как элементы со степенью ниже индекса 7 не могут быть повторяющи- 
мися при пошаговом возрастании степени. Этим мы доказали первое 
свойство идемпотента. 

В циклической полугруппе степень элементов может понижаться толь- 
ко на период т, или на кратное число периодов пт. У идемпотента 
степень понижается на А, следовательно, число А кратно числу т: 

КИ 

Второе свойство идемпотента доказано. 'Георема, доказана. 

Теорема. Любая конечная циклическая полугруппа содержит идем- 
потент. 

Доказательство. Пусть (а) — конечная циклическая полугруппа, г 
— её индекс, 7% — её период. В полугруппе имеются элементы а^ с 
произвольными натуральными степенями. Просто некоторые элементы 


ай с одними степенями совпадают с элементами с другими степенями. 


Возьмём среди элементов а^, степень которых не меньше индекса, г’, 


элемент а^ с такой степенью К, что она кратна периоду т полугруппы: 

К = пт. 

Такое число К найти возможно, потому что количество чисел, крат- 
ных числу 7, бесконечно, и среди них есть числа, большие индекса г. 
Возведём элемент а" в квадрат: 

(а — а"Та"" —= апт тт. 

Так как К = пт больше индекса г, то мы можем сокращать добавку 
пт, на период т. Сделаем это п раз, и добавка сократится полностью, 
останется 

абттт — апт". 

Получается, что элемент а””" является идемпотентом. Мы нашли в 
произвольной конечной циклической полугруппе идемпотент. Следова- 
тельно, в любой конечной циклической полугруппе идемпотент суще- 


ствует. Теорема доказана. 
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Теорема. В циклической полугруппе идемпотент единственен. 

Доказательство. Допустим, что в циклической полугруппе (а) имеет- 
ся два идемпотента а^ и а'. В соответствии со свойствами идемпотентов 
в циклической полугруппе, степени А и [ не меньше индекса 7 полугруп- 
пы, и пропорциональны периоду т: 

К=зт [=Ип гдезиЁр— натуральные числа. 


Киа' разные, то среди чисел К и [ есть наиболь- 


Так как элементы а 
шее. Пусть наибольшим является [ (для случая наибольшего К доказал 
тельство такое же). И число К, и число [ пропорциональны периоду т. 
Поэтому разность чисел [ и К тоже пропорциональна, т: 

[— К = фт — эт = (Е — з)т. 

То есть, чтобы получить число [, мы можем прибавить к числу К 
число т некоторое количество раз. Так как число К не меньше индек- 
са т полугруппы, то прибавление к нему числа т не меняет элемента 
полугруппы, то есть 

ай Не а”. 

Таким образом, если добавить к степени А число, кратное т, чтобы 
получить степень [, то получится тот же самый элемент: 

=. 

Получается, что оба идемпотента равны, хотя мы предполагали их 
разными. Допущение наличия двух разных идемпотентов приводит к 
противоречию с самим собой. Значит, в циклической полугруппе идем- 


потент единственен. Теорема доказана. 


19.5 Подгруппа в конечной циклической полугруппе 


Группа С — это множество с введённой на нём бинарной операцией, 
удовлетворяющей трём свойстам: 
1) ассоциативность: (а6)с = а(6с) для любых элементов а, 6, с из С; 
2) существование единицы е: ае = еа = а для любого элемента а Е С; 


3) для любого элемента х из С' существует обратный элемент 7" в 


С! со свойством: И = дд! =е. 
Теорема. Пусть (а) — конечная циклическая полугруппа, г — её ин- 


декс, т — еб период. 'Гогда множество 
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даа ааа | 

является подгруппой. 

Доказательство. 0) Замкнутость бинарной операции. 

Лемма. Все элементы а^, у которых степень К не меньше индекса, г’, 
принадлежат подмножеству И. 


^ из подмножества К’ не 


Доказательство. Степени всех элементов а 
меньше, чем индекс г. Если степень К превосходит число г - т — 1, то 
его можно понижать на 71, и при этом результат всё равно будет не 


К 


меньше индекса, г. Поэтому все элементы а”, у которых степень КА не 


меньше индекса 7, принадлежат подмножеству К. Лемма доказана. 


К 


Возьмём в множестве К два произвольных элемента а^ и а'. Умно- 


жим их друг на друга: 

ака? — а. 

Так как числа, К и [ не меньше индекса г, то их сумма тоже не меньше 
(оба числа положительны, а сумма положительных чисел не убывает 


^1 является 


по сравнению со слагаемыми). Следовательно, элемент а 
элементом подмножества А’. Таким образом, произведение произволь- 
ных элементов из подмножества А’даёт элемент из подмножества ИК.. 
Замкнутость бинарной операции доказана. 

1) Ассоциативность. Все элементы полугруппы ассоциативны, поэто- 
му элементы в подмножестве А’ тоже ассоциативны. 

2) Наличие единицы. 

В параграфе «Идемпотент в конечной циклической полугруппе» мы 
установили, что идемпотент в конечной циклической полугруппе суще- 
ствует, и его степень при образующем элементе не меньше индекса по- 
лугруппы. Следовательно, идемпотент находится внутри множества К’. 
Этим мы доказали существование идемпотента в множестве К. Оста- 
лось доказать свойства единицы для этого идемпотента. 

Также в параграфе «Идемпотент в конечной циклической полугруп- 
пе» доказаны свойства идемпотента, одно из которых гласит, что сте- 
пень в представлении идемпотента кратна периоду т полугруппы. Все 
элементы в множестве А’ имеют степень не меньше индекса, поэтому 
прибавление к степени числа т, или кратного ему, не меняет элемен- 


К 


та. Когда мы умножаем произвольный элемент а” из множества А на 
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идемпотент, то к степени К прибавляется число, кратное т, а значит 
элемент а” от такого преобразования не меняется. То есть, умножение 
произвольного элемента на идемпотент не меняет этого элемента. Это 
означает, что идемпотент циклической полугруппы является единицей. 
Таким образом, мы нашли единицу в подмножестве А. Существование 
единицы доказано. 

3) Наличие обратных элементов. 

Возьмём в множестве К’ произвольный элемент а^: 

а’‘ек. 

Пусть единица в множестве К имеет вид 

ОНИ 

К степени любого элемента из множества К’ можно прибавлять число 
т, или даже п таких чисел, то есть число пит, и элемент от этого не 
изменится. 'То есть, для единицы а1 имеется равенство: 

вета. 

Для нас важно, что число 4+ пт, может быть сколь угодно большим. 
А значит, для числа К, каким бы большим оно ни было, можно найти 
число [, не меньшее индекса, г, так что их сумма А - [ будет равна числу 


а-+ пт. Таким образом, 
ака! = ан — а" —е. 


` является обратным к элементу а’. Для произ- 


То есть, элемент а 
вольного элемента из подмножества К мы нашли обратный. Наличие 
обратных элементов доказано. 

Мы доказали все свойства группы для подмножества А. Следова- 
тельно, подмножество К является подгруппой циклической полугруп- 
пы (а). Теорема доказана. 

Теорема. Пусть (а) — конечная циклическая полугруппа, г — её ин- 
декс, 771 — её период. Тогда подгруппа 

Е. а 

является циклической группой. 

Доказательство. Возьмём в подгруппе К её единицу е = а^. Рассмот- 


рим элемент а. 


Лемма. (а^+")" = а^. 


Доказательство по индукции. Пусть п = 1. 
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ав — ак! 


Для случая п = 1 лемма выполняется. Пусть лемма выполняется для 
случая п — 1: 
а — акти 


Докажем лемму для случая п. Рассмотрим п-ю степень элемента 


а^+Т. п-ю степень можно разложить на произведение и — 1-й степени и 


степени 1: 
(Туя = (а "Ла. 


Е вы =. акте. 


Для выражения у нас уже есть равенство 


Подставим его в формулу: 

а — ат 1+! 

Оба множителя являются степенями одинакового элемента а, поэто- 
му мы можем сложить степени множителей: 

ай гы а+-и+&+о — акт. 


Разделим на множители со степенью А и степенью п: 


а2к+т — акака”. 


К К 


| 
Мы вводили элемент а в качестве единицы группы, поэтомуаа = 


а^. Наша формула принимает вид: 

ааа“ =а“ а”. 

Объединим степени: 

ака” еи акт". 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения (а^*!)" к выраже- 
нию а^*”. Следовательно, эти выражения равны: 

[т — ак". 

Считая, что в случае п — 1 лемма выполняется, мы доказали, что 
лемма выполняется для случая 7%. Следовательно, лемма выполняется 
для всех случаев числа п. Лемма доказана. 

Таким образом, если умножать элемент (а^*!)" на элемент а^*1, то 
это то же самое, что умножать его на элемент а. Все элементы множе- 
ства К = {а',а"*",..., а” 1} являются повторяющимися, если про- 
изводить пошаговое умножение на а. То есть, пошаговым умножени- 
ем на элемент а можно получить все элементы из множества К = 
{а’, а’... а}. Умножение элемента (а^*')”" на а! 


же самое, что умножать на а, следовательно, возведением элемента 
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— это то 


^+Т в разные степени можно получить все элементы подгруппы К = 


К-+1 


[02 


Ча’, а’",..., а’ 1}. Это означает, что элемент а 
+1 


является обра- 
зующим элементом группы К = {а",а"*1,..., а’! }, а сама группа 


К = {а',а’*',...,а’Т"7 1} является циклической. Теорема доказана. 


19.6 Разложение коммутативной периодической 
полугруппы на одноидемпотентные 
подполугруппы 


Определение. Периодическая полугруппа — полугруппа, в которой каж- 
дый элемент имеет конечный порядок. 

Утверждение. Конечная полугруппа периодическая. 

Доказательство. Если бы конечная полугруппа была, непериодиче- 
ской, то в ней существовал бы элемент бесконеного порядка, а значит 
подполугруппа с бесконечным количеством элементов, что невозможно. 
Следовательно, конечная полугруппа является периодической. Утвер- 
ждение доказано. 

Пусть © — коммутативная периодическая полугруппа. Пусть е — 
идемпотент. 

Обозначение. 5, — множество всех элементов х Е ©, для которых 
выполняется равенство 5” = е для некоторого натурального числа, п. 

Теорема. 5. — подполугруппа. 

Доказательство. Возьмём в множестве 5, два произвольных элемента, 
аи 6: 

6 Ее. 

Так как эти элементы принадлежат множеству 5е, для них выполня- 
ются равенства: 

Я 

Перемножим аи 6 друг на друга, получаем элемент аб. Возведём 


=е 0б”=е гдет и п — натуральные числа. 


элемент аб в степень 77%. Так как мы рассматриваем элементы комму- 


тативной полугруппы, то множители под степенью множно разделять: 
(аб)"" -ы арт 
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Проведём вычисления для каждого из множителей, учтём, что воз- 
ведение идемпотента в любую степень даёт этот же идемпотент: 

а" —= а”)? — е" — е, рт — рт — [6 — ет —е. 

Подставим полученные результаты в формулу (а6)"" = а” ф"": 

(а6)"" = ве=е, 

Получается, что возведение элемента аб в натуральную степень даёт 
идемотент е. То есть, элемент аб удовлетворяет определяющему свой- 
ству элементов из множества, бе, а значит, принадлежит множеству 56: 

аб Е 5. 

Таким образом, произведение элементов из множества 5. даёт эле- 
мент из этого же множества, и поэтому бинарная операция на множе- 
стве 5, замкнута. Кроме того, все элементы множества 5. — это эле- 
менты полугруппы, а значит ассоциативны. В итоге для множества 5е 
выполняется свойство замкнутости бинарной операции и ассоциативно- 
сти, что означает, что 5. является подполугруппой. Теорема доказана. 

Теорема. Подполугруппа 65. не содержит других идемпотентов кроме 


Доказательство. Допустим, что теорема, неверна и в подполугруппе 
с имеется два разных идемпотента: е и Г. Любой элемент в 5. можно 
возвести в некоторую степень, так что получается идемпотент е. Эле- 
мент } не исключение: 

С, 

Умножение идемпотента на самого себя даёт его же самого. Если 
умножить } на самого себя конечное число раз, то получится он же, 
поэтому 

Е 

Из двух равенств |" =еи /" = } получаем равенство 

ИЕ 


Но мы предполагали идемпотенты е и } разными. Допущение на- 





личия разных идемпотентов в подполугруппе 5, противоречит самому 
себе. Следовательно, в подполугруппе 5. идемпотент единственен. Тео- 
рема доказана. 

Теорема. Пустьеи } — два разных идемпотента, то естье =^ {. Тогда 
подполугруппы 5е и 5; не пересекаются: 
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о =. 

Доказательство. Допустим, теорема неверна, и подполугруппы 6е и 
5; имеют нетривиальное пересечение: 

Зе ое ©. 

Возьмём в пересечении 5. П 5; произвольный элемент а: 

ае оп м 

Так как а принадлежит подполугруппе 5е, то возведение его в неко- 
торую степень т даёт идемпотент е. Так как а принадлежит подполу- 
группе 5х, то возведение его в некоторую степень ® даёт идемпотент 

ве. За ег,. 

Возведём элемент а в степень 77%. С одной стороны, 

ат" сы [а = е" —е. 

С другой стороны, 

а?" = а”" = и” = о == | 

Из этих двух цепочек равенств получается, что 

ет, 

Хотя по условию теоремы идемпотенты е и { разные. Допущение 
наличия нетривиального пересечения подполугрупп 5е и ©; приводит 
к противоречию с условием теоремы. Следовательно, подполугруппы 
5е И ©; не пересекаются: 

ее М. 

Теорема доказана. 

Теорема. Пустьеи ] — идемпотенты. Тогда, 

о С ОЕ т. 

Доказательство. Сначала проверим, что произведение е{ является 
идемпотентом. Возведём е] в квадрат и воспользуемся возможностью 
разделять коммутирующие множители под одинаковой степенью: 

А - 

е?=еР=е. 

Получается, что (е})? = её. Свойство идемпотента проверено. 

Возьмём в произведении 5.5; произвольный элемент ад: 

аб Е ео р, глеаЕею. 6Е 5. 

Так как а принадлежит подполугруппе 5е, то возведение его в неко- 
торую степень 7% даёт идемпотент е. Так как 6 принадлежит подполу- 
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группе 5;, то возведение его в некоторую степень п даёт идемпотент 
абы е. ОА. 


Возведём элемент аб в степень т) и воспользуемся возможностью 


т, 


разделять коммутирующие множители под одинаковой степенью: 
ао)" = арт 
Рассмотрим множитель а"": 
Е, 
Рассмотрим множитель 
| = [07° = ей == т 
Подставим полученные равенства а”" = еи в" = ] в равенство 
(аб)"" = ат”. 
Пе. 


Таким образом, возведение элемента аб в некоторую степень даёт 


и: 


идемпотент е{. Это означает, что элемент аб принадлежит подполу- 
группе ег: 

аб Е ею}. 

Мы доказали, что произвольный элемент из произведения 5.5; при- 
надлежит множеству 5е;. Следовательно, все элементы 5ео; пранадле- 
жат множеству бег, что означает включение: 

ЭРО СЕН 

Теорема доказана. 

Теорема. Пусть © — коммутативная периодическая полугруппа, е 
— идемпотент. Тогда 5. — максимальная одноидемпотентная подпо- 
лугруппа. 

Доказательство. Допустим, что теорема неверна, и в существует од- 
ноидемпотентная подполугруппа 5’ большая, чем 5. То есть, подпо- 
лугруппа 5" содержит некоторый элемент а, который не содержится в 
подполугруппе 56. 

Образуем из элемента а циклическую подполугруппу (а). Цикличе- 
ская подполугруппа (а) должна содержаться в полугруппе 5’, так как 
образована из её элемента. В любой циклической полугруппе есть идем- 


К 


потент. 'Го есть, некоторый элемент а” является идемпотентом. Но по- 


лугруппа 5’ одноидемпотентна, следовательно, идемпотент а^ должен 
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совпадать с идемпотентом е: 

а‘ е: 

Получается, что возведение элемента а в некоторую степень даёт 
идемпотент е. Это означает, что элемент а принадлежит подполугруппе 
5е. Но мы предполагали, что элемент а не содержится в 5. Получает- 
ся противоречие. Допущение, что одноидемпотентная подполугруппа 
©с немаксимальна, приводит к противоречию. Следовательно, однои- 
демпотентная подполугруппа 5. максимальна. Теорема доказана. 

Итог параграфа. Любая коммутативная периодическая полугруппа 
разбивается на непересекающиеся максимальные одноидемпотентные 


подполугруппы, причём выполняется включение 5.5; © 5е:. 
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ГЛАВА 20 


Идеалы 


20.1 Идеалы 


Определения. 

Левый идеал группоида 5 — подмножество А в © такое, что 5А С А. 
Другими словами, умножение слева любого элемента а идеала на любой 
элемент $ группоида даёт элемент из идеала: за Е А. 

Правый идеал группоида 5 — подмножество А в © такое, что Аб С 
А. Другими словами, умножение справа любого элемента а идеала на 
любой элемент $ группоида даёт элемент из идеала: а Е А. 

Двусторонний идеал (или просто идеал) — это подмножество груп- 
поида, являющееся одновременно и левым, и правым идеалом. 

Теорема. Левые, правые, двусторонние идеалы являются подгруппо- 
идами. 

Доказательство. Проверим замкнутость бинарной операции. Возьмём 
произвольные два элемента а и 6 из какого-то идеала А, перемножим 
их, получаем аб. Здесь и слева, и справа находится элемент идеала, по- 
этому и в случае левого идеала, и в случае правого идеала произведение 
аб должно принадлежать идеалу по определению идеала. Замкнутость 
бинарной операции для идеала А доказана, идеал является подгруппо- 
идом. Теорема доказана. 

Теорема. Пересечение любого множества, левых (правых, двусторон- 
них) идеалов является левым (правым, двусторонним) идеалом. 

Доказательство. Ситуация для левых и правых идеалов симметрич- 
ная, доказательства аналогичные. Если для левых и правых идеалов 
теорема, будет доказана, то она будет доказана и для двусторонних, так 
как они являются одновременно левыми и правыми. Поэтому достаточ- 
но доказать теорему лишь для левых идеалов. 

Пусть О — пересечение произвольного множества левых идеалов: 

ППА 

Возьмём в О произвольный элемент (4: 
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аЕЛ. 

Так как элемент 4 принадлежит пересечению идеалов Гусг.А;, то он 
принадлежит каждому из идеалов: 

Ее А; для всех индексов 1 Е [. 

Возьмём в группоиде произвольный элемент $. Умножим элемент 4 
на $ слева, получаем $4. Так как 4 принадлежит левому идеалу А;, то 
произведение $4 тоже принадлежит этому же идеалу: 

за е А;. 

И так для всех индексов 1 Е [. Таким образом, произведение 54 при- 
надлежит всем идеалам А; для всех индексов 1 Е Г, а значит принад- 
лежит их пересечению: 

за Е Ге! А, 

которое мы обозначали буквой П): 

34 Е О. 

Мы пришли к тому, что умножение слева произвольного элемента 4 Е 
р на любой элемент $ из группоида даёт элемент из Д. Это означает, 
что [) — левый идеал. Теорема, доказана. 

Теорема. Объединение левых (правых, двусторонних) идеалов явля- 
ется идеалом. 

Доказательство. Ситуация для левых и правых идеалов симметрич- 
ная, доказательства аналогичные. Если для левых и правых идеалов 
теорема будет доказана, то она будет доказана и для двусторонних, так 
как они являются одновременно левыми и правыми. Поэтому достаточ- 
но доказать теорему лишь для левых идеалов. 

Пусть 5 — группоид. Рассмотрим объединение произвольного множе- 
ства, левых идеалов Ц;ег.А;. Умножим объединение левых идеалов слева 
на ©, получаем 5 Че! А;. В произведении множеств знак объединения 
можно выносить за, скобки: 

9 ера Леро А, 

По определению левого идеала, 5 А; © А;. Используем это включение 
для преобразования формулы: 

Чек9А,) © ЧегА,. 

В итоге мы приходим к включению 

5 Че! А; С Ще 
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которое означает, что объединение левых идеалов Ц;ег.А; является 
левым идеалом. Теорема доказана. 


20.2 Идеалы, порождённые множеством 


Формулы. Пусть А — подмножество полугруппы 5. Тогда 

А5` = АЦ 45, 

91А=АЦБА, 

О = АПЛ АЯЯАЬ. 

Доказательство. Начнём доказательство с первой формулы. 51 — это 
полугруппа 9 с присоединённой единицей, то есть 5" = 105. Подставим 
это равенство в выражение 451: 

доб) 

Произведение множеств дистрибутивно относительно объединения, 
то есть Х(У Ц) = ХУ Ц ХА. Раскроем скобки с помощью этого 
свойства: 

АТ 5) = АТц 45. 

Умножение множества, на единицу ничего не меняет, поэтому 

Ат 45 = АЦ АЬ. 

В итоге через цепочку равенств мы пришли от выражения А51 к 
выражению АЦ Ах. Следовательно, эти выражения равны: 

А5` = АЦ 45. 

Я А= АЦБА доказывается аналогично, симметрично. 

Докажем оставшееся равенство. Подставим в выражение 5 А51 опре- 
деление 51 =1015: 

Ао ОА 5 

Умножение множеств дистрибутивно с обеих сторон относительно 
операции объединения, поэтому мы можем раскрыть скобки: 

ПУ5) АТ 5) = 1414 5А1415АЦ БАБ. 

Умножение множества, на единицу ничего не меняет, следовательно 

14145414 15АЧЬАЬ = АОАНАБЫЬАБ. 

В итоге мы пришли через цепочку равенств от выражения 51 А5" к 
выражению АЧБАЦ АО АФ. Значит, эти выражения равны: 

А-З А АЗИЗА. 
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Формулы доказаны. 

Следствие. Пусть а — элемент полугруппы ©. Тогда 

аб =аНа5, 

ОО 

И 

Доказательство. В доказанных выше формулах мы можем взять в 
качестве множества А одноэлементное множество {а}, откуда будут 
следовать формулы для элемента а. Следствие доказано. 

Теорема. 

Множество 451 = АЦ АБ является правым идеалом. 

Множество ЭТА = АЦ ХА является левым идеалом. 

Множество 51 Аб" = АО 5А Ц Аб Ц 5АФ является двусторонним 
идеалом. 

Доказательство. Проверим определяющее свойство правого идеала 
для множества 45" = АЦ АБ. Для этого умножим его на полугруппу 
© справа. Получаем 

(АЦ А5)5. 

Произведение множеств дистрибутивно относительно объединения: 
(ХУ) = ХОТ. Воспользуемся дистрибутивностью, чтобы рас- 
крыть скобки: 

(АЦ А5)5 = Аб и А55. 

Произведение 55 является множеством всех возможных парных про- 
изведений элементов из ©. Произведение двух элементов из 5 даёт эле- 
мент из ©. Следовательно, все произведения в 55 принадлежат множе- 
ству ©, а значит верно включение $5 С 5. Умножим обе части этого 
включения на А слева, получаем включение А55 С АБ. Добавим к к 
обеим частям включение множество АБ, получаем включение 

Аб А С АБО 45. 

Объединение множества с самим собой даёт это же самое множество: 

Аб АБ = АБ. 

Объединение А Ц АХ содержит внутри себя множество АБ: 

Аб С АЦ АБ. 

В итоге мы через цепочку равенств и включений © пришли от выра- 
жения (АЦ А5)5 к выражению АЦ АБ, следовательно, первое выра- 
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жение включается во второе: 

(АЦ А5)5 = Ац 45. 

Это и есть определяющее свойство правого идеала для множества 
АЧА5. Значит, множество А Ц Ах является правым идеалом. 

Случай А ОБА симметричен случаю А Ц АБ, отличие лишь в том, 
что правое заменяется на, левое, умножение на, 5 справа, заменяется на 
умножение на © слева. 

Осталось доказать, что множество А 4 БА Ц А$ Ц 5АБ является 
двусторонним идеалом. Для этого нужно доказать, что множество АЗ 
БАН АБО АЗ является одновременно и левым, и правым идеалом. 

Мы уже доказали, что множество А Ц 5А является левым идеалом 
для любого множества А. Вместо множества А мы можем подставить 
любое другое множество, и тоже получится левый идеал. Подставим 
вместо А множество А Ц А5, получаем 

(АЦ А) 4 5(Ачц 45). 

Это множество является левым идеалом. Произведение множеств дис- 
трибутивно относительно объединения, поэтому 5(АЦА5) = бАЧЗАБ. 
В итоге наше выражение принимает вид: 

(АЦ А5) 4 5(Ачц 45) = АЦАБбЫБАЦНБ АБ. 

Оказывается, что левый идеал (АЦ А5)45(АЦ АБ) равен множеству 
АЦбАЦА$ БАБ. Этим мы доказали, что множество АЦБбАЦАб ЧБ АБ 
является левым идеалом. Аналогично, симметрично доказывается, что 
множество А Ч бА Ц АБ Ц 5А$ является правым идеалом. Раз оно 
является одновременно левым и правым идеалом, то оно является дву- 
сторонним идеалом. Теорема доказана. 

Определения. 

АЯ = АЦ АБ — правый идеал, порождённый множеством А. 

ЯТА= АЦ БА — левый идеал, порождённый множеством А. 

91 АТ = АНБАЦ Аб О БАБ — двусторонний идеал, порождённый 
множеством А. 

Следствие. 

Множество а5" = а 0 а5 является правым идеалом. 

Множество 51а = а ба является левым идеалом. 

Множество 51а,51 = а0 ба Ца Ц ба5 является двусторонним идеа- 
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лом. 

Доказательство. В предыдущей теореме мы можем взять в качестве 
множества А одноэлементное множество {а}, откуда и будут следовать 
заявленные утверждения. Следствие доказано. 

Определения. 

ат =аНа5 — главный правый идеал, порожденный элементом а. 

91а =а 0 ба — главный левый идеал, порожденный элементом а. 

1а51 = а 0 ба ца 0 баб — главный двусторонний идеал, порож- 
денный элементом а. 

Теорема. 

Правый идеал А5' = АЦ А5, порождённый множеством А равен 
пересечению всех правых идеалов, содержащих множество А. 

Левый идеал 5ТА = АЦ 5А, порождённый множеством А равен пе- 
ресечению всех левых идеалов, содержащих множество А. 

Двусторонний идеал 51 Аб" = АНбАЦОАб ОБ АБ, порождённый мно- 
жеством А равен пересечению всех двусторонних идеалов, содержащих 
множество А. 

Доказательство. Докажем сначала теорему для первого случая с пра- 
вым идеалом Аб" = АЦ АБ. Обозначим правые идеалы, содержащие 
множество А, буквой А; с индексами. Будем считать, что мы проин- 
дексировали все такие правые идеалы. Множество всех индексов обо- 
значим /[. Пересечение всех правых идеалов, содержащих множество А, 
записывается следующим образом: ПуегА;. 

Докажем включение АЦ Аб С Пег А. 

По определению множеств А;, множество А содержится в каждом из 
них, а значит содержится и в их пересечении: 

АС Гера: 

Умножим обе части этого включения на множество 5 справа: 

АЗС (Пу Аз 5. 

В параграфе «Произведение множеств» доказана формула (Пу АЙ)В © 
Пе (А; В). В нашем случае 

Пер) Е ГЕрОЙьо 

Каждое множество А; является правым идеалом, а значит выполня- 
ется определяющее включение для правого идеала: А;5 С А;. Отсюда 
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следует включение 

ПАО ГЕРА 

Мы пришли через цепочку включений С от выражения Аб к выра- 
жению П;с1.А;. Следовательно, первое включается во второе: 

ПОСТА, 

Так как множества Аи АБ включаются в множество ГусгА;, то их 
объединение тоже включается: 

АН АБ С Пг А; 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение П.А; © АЦ АБ. 

Множество А Ц АФ является правым идеалом, содержащим в себе 
множество А. Значит, оно является одним из множеств А;. Пересечение 
П;егА; содержится в каждом из пересекающихся множеств, в том числе 
в множестве АЦ АБ: 

Пет А: © АЦ АБ. 

Включение доказано. 

Из противоположных включений 

АН А5 СП; А; ПыА С АЦ АБ 

следует равенство 

То есть, правый идеал, порождённый множеством А равен пересе- 
чению всех правых идеалов, содержащих множество А. Для случая 
правых идеалов доказано. 

Для случая с левыми идеалами доказательство аналогично и симмет- 
рично. Осталось доказать случай с двусторонними идеалами. Для дву- 
сторонних идеалов доказательство аналогичное, поэтому мы его произ- 
ведём кратко, уделив больше внимания отличающемуся моменту. 

Множество двусторонних идеалов, содержащих множество А, обозна- 
чим буквой Д; с индексами. Будем считать, что мы проиндексировали 
все двусторонние идеалы. Множество всех индексов обозначим /[. Пере- 
сечение всех двусторонних идеалов записывается следующим образом: 
ие. 

Докажем включение АЦФАЦ АБ ОБАБ С Пг А, 

То, что множества А, А и А5 включаются в пересечение Пе г.Ах, 
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доказывается точно так же, как для правых и левых идеалов. Осталось 
доказать включение 6 Аб С П;1А;. 

Умножим включение А С П;-/А; на полугруппу 5 слева и справа, 
получаем 

АБС 5(Пы АБ. 

В параграфе «Произведение множеств» доказаны формулы (ПуегА; 
Вс ПекКА, В) и В(ГиегА, © ПеКВА). В нашем случае 

5(Гиег А) 9 С Пе (5 Ав). 

Множества, А; являются двусторонними идеалами, а значит для них 
выполняется включение 54:5 С А;. Отсюда верно включение 

Перо) © ПеГА,. 

Через цепочку включений © мы пришли от выражения 5АБ к выра- 
жению П;сг.А;. Следовательно, первое выражение включается во вто- 
рое: 

Аб С П;еЁ А; 

Так как множества А, 6А, Аб и ©АБ включаются в множество 
П;сгА;, то их объединение тоже включается: 

АСАН АБО АУ С Пе: А, 

Включение доказано. 

Докажем включение П;-1А; © АЧБбБАЦ АБО АБ. 

Доказательство этого включения не отличается от доказательства 
для правых идеалов. Здесь тоже используется идея, что двусторонний 
идеал АЗ БАЦ Аб Ц 5А$ является одним из А; и поэтому в него 
включается пересечение П;сг.4;. Включение доказано. 

Из противоположных включений 

АА 454545 С Пе: А; ПА С АЧбАЧ АБО БАБ 

следует равенство 

АОФБАЦ АБ ОБА = Пг А. 

Для случая двусторонних идеалов теорема, доказана. В итоге теорема 
доказана для всех случаев. 
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20.3 Простые полугруппы 


Теорема. Пусть 6 — полугруппа. Тогда 5 является своим левым, пра- 
вым и двусторонним идеалом. 

Доказательство. Произведение множеств 55 состоит из всех возмож- 
ных произведений аб элементов а, 6 Е 5. Эти произведения равны эле- 
ментам из полугруппы 5. Следовательно, все элементы из 55 приналд- 
лежат полугруппе 5, то есть выполняется включение 

5 сЬ. 

Это включение можно понимать как свойство правого и левого иде- 
ала. Так как 5 является одновременно правым и левым идеалом, то 
является двусторонним идеалом. 

Определения. 

Собственный идеал (правый, левый или двусторонний) — это идеал, 
который не совпадает со всей полугруппой. 

Простая справа полугруппа — это полугруппа, в которой нет соб- 
ственных правых идеалов. 

Простая слева полугруппа, — это полугруппа, в которой нет собствен- 
ных левых идеалов. 

Простая полугруппа — это полугруппа, в которой нет собственных 
двусторонних идеалов. 

Теорема. 

Полугруппа 5 проста справа тогда и только тогда, когда для любого 
элемента а Е 5 выполняется равенство аб = рю. 

Полугруппа 5 проста слева тогда и только тогда, когда для любого 
элемента а Е 5 выполняется равенство ба = рю. 

Полугруппа 5 проста тогда, и только тогда, когда для любого элемен- 
та а Е 5 выполняется равенство баб = 5. 

Доказательство. Докажем сначала в одну сторону. Пусть полугруппа 
© проста, справа. Возьмём произвольный элемент а Е 5 и рассмотрим 
множество а5. Это множество является правым идеалом, потому что 

(а5')5 = а(55) С аб. 

То есть, (&5)5 © аб — это определяющее свойство правого идеала, 
для множества аб. В простой справа полугруппе собственные правые 
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идеалы отсутствуют, единственный правый идеал совпадает со всей по- 
лугруппой. Так как аб правый идеал, то он равен всей полугруппе: 
оо. 

Мы доказали, что для произвольного элемента а из © выполняется 
равенство ао = ©. 

Полностью аналогичное, симметричное доказательство для простой 
слева полугруппы. 

В случае простой полугруппы множество баб является правым и 
левым идеалом, потому что 

(945)5 = 5а(59) С баб, 5(5а5) = (55)а5 С баб. 

В простой полугруппе нет собственных двусторонних идеалов, един- 
ственный двусторонний идеал совпадает со всей полугруппой. 6аб яв- 
ляется двусторонним идеалом, следовательно 

а. 

В одну сторону доказано для всех трёх утверждений, докажем в дру- 
гую. 

Пусть для любого элемента а Е 5 выполняется равенство аб = ©. 
Докажем, что 5 проста справа. 

Возьмём произвольный правый идеал в ©. Обозначим его А. Возьмём 
в идеале А элемент а. Мы имеем принадлежность а Е А. Эту приналд- 
лежность можно выразить в виде включения 

{а} СА. 

Умножим обе части этого включения на © справа, получаем включе- 
ние 

ар сь о. 

Так как А — правый идеал, то выполняется включение АБ С А. Из 
двух включений 

а С Аби АБС А 

следует включение 

абс А. 

Мы условились, что аб = ©, поэтому 

ре 

получается, что вся полугруппа включается в свой идеал. И в то же 
время очевидно включение А С 5. Из этих включений следует равен- 
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ство А = ©. Мы пришли к тому, что произвольный правый идеал в 
полугруппе 5 равен всей полугруппе, поэтому в полугруппе 5 любой 
правый идеал совпадает со всей полугруппой, собственных правых иде- 
алов в полугруппе нет. Это означает, что полугруппа 5 проста справа. 

Аналогично и симметрично доказывается, что из ба = 5 для любого 
элемента а е 5 следует простота, справа для полугруппы 5. 

Рассмотрим случай, когда для любого элемента а Е 5 выполняется 
равенство 5а5 = ©. Докажем, что полугруппа 5 проста. 

Рассмотрим в полугруппе 5 произвольный двусторонний идеал А. 
Возьмём в нём элемент а. Мы имеем принадлежность а Е А. Умножим 
обе части принадлежности с обеих сторон на множество 5, получаем 
включение: 

бад С оА5. 

Мы условились, что выполняется равенство баб = 6, поэтому 

ель. 

А — это двусторонний идеал, а значит выполняется включение АБ С 
А. Из двух включений 

5СоАби АС А 

следует включение 5 С А. И в то же время очевидно включение 
А С ©. Из противоположных включений следует равенство 5 = А. 
Таким образом, произвольный двусторонний идеал в 5 совпадает со 
всей полугруппой 5, а значит в полугруппе 5 отсутствуют собствен- 
ные двусторонние идеалы, и полугруппа 6 проста. Мы доказали, что 
из равенства баб = 5 для любого элемента а Е 5 следует простота 
полугруппы р. 

Мы доказали в обратную сторону все три утверждения теоремы. Тео- 
рема доказана. 
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ГЛАВА 21 
Группы 


21.1 Различные способы определить группу 


Определение. Группа С’ — полугруппа с бинарной операцией, удовле- 
творяющей дополнительным свойствам 
1) существование единицы е: 


ае = еа = а для любого элемента а Е С. 
1 


2) для любого элемента 1 существует обратный элемент х_^ со свой- 
ством: 
И = 
= 


Теорема. Пусть а — полугруппа, и для неё выполняется следующее 
свойство: для любых двух элементов а, 6 Е С' существуют элементы т 
и 9, удовлетворяющие уравнениям 

ат=0. Па. 

Тогда, а’ — группа. 

Доказательство. 1) Докажем существование единицы е. 

Воспользуемся свойством С из условия теоремы, но вместо элементов 
аи 6 возмём два элемента а и а. Тогда существуют такие хи у, что 

ат =а ча = а. 

Элемент 5х играет для элемента а роль правой единицы, а у — роль 
левой единицы. 

Лемма. х является правой единицей во всей полугруппе С, а у явля- 
ется левой единицей во всей полугруппе (=. 

Доказательство. Возьмём произвольный элемент 6 и выразим его че- 
рез а с помощью уравнений в условии: 

а —0 5, 

Умножим уравнение ах’ = 6 слева на у: 

а =06: 

у является для элемента а левой единицей, поэтому мы можем заме- 
нить уа на а: 

а —:06 
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И вто же время ах’ = 6, из чего следует равенство 

у6 = 6. 

Это равенство означает, что у является левой единицей для произ- 
вольного элемента, 6. Следовательно, у является левой единицей для 
всей полугруппы С. 

Аналогично доказывается для т. Проведём это доказательство. 

Умножим уравнение у’а = в справа на х. Получаем 

Па 

т является правой единицей для элемента а, поэтому мы можем за- 
менить ат на а: 

уа= бух. 

С помощью уравнения у’а = 6 получаем равенство 

В. 

Это равенство означает, что 1 является правой единицей для произ- 
вольного элемента 6. Следовательно, элемент х является правой еди- 
ницей во всей полугруппе С. Лемма доказана. 

В параграфе «Единицы и нули» доказана теорема о том, что если 
в полугруппе есть левая единица и правая единица, то они равны. В 
нашем случае мы доказали наличие в полугруппе левой единицы у и 
правой единицы т. Следовательно, 

Ее. 

е является двусторонней единицей. Наличие единицы доказано. 

2) Докажем наличие обратного элемента для любого элемента полу- 
группы (С. 

Возьмём произвольный элемент а из полугруппы. Выразим единицу 
через этот элемент с помощью равенств в условии теоремы: 

ета. се: 

Элемент 1 играет роль правого обратного элемента. Элемент у играет 
роль левого обратного элемента. Докажем, что они равны. Рассмотрим 
произведение уахт. С одной стороны 

[О ежа, 

с другой стороны 

у(ах) = уе = у. 

Получается, что уат равен т и у одновременно. А значит, 
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= 

То есть, произвольный элемент полугруппы обладает обратным. На- 
личие обратных элементов в полугруппе С доказано. 

Все свойства группы доказаны, следовательно С’ является группой. 
Теорема доказана. 

Теорема. Пусть полугруппа С содержит такую левую единицу е, что 
относительно неё у каждого элемента полугруппы есть левый обралт- 
ный. То есть, для любого элемента а Е С' существует у Е С такой, что 
уа = е. Тогда С’ — группа. 

Доказательство. 

Лемма. Если у элемента полугруппы С существует правый обратный 
относительно левой единицы е, то он единственен. 

Доказательство. Пусть у некоторого элемента, а есть два разных пра- 
вых обратных: 1 и у. То есть, 

И 

Оставим из этого только равенство ах = ау. У аесть левый обратный 
по условию теоремы. Обозначим его 2. Умножим обе части равенства 
ах = ау на 5 слева: 

хат = зач. 

Элемент 5 является обратным к а, поэтому мы можем заменить вы- 
ражение да на е: 

ех = еу. 

Так как е — левая единица, то она сохраняет элементы справа от неё: 

еф = т, еу = У, 

так что в итоге 

в. 

То есть, оба правых обратных совпадают. Предположение о существо- 
вании различных правых обратных элементов приводит к противоре- 
чию с самим собой. Следовательно, правый обратный элемент един- 
ственен. Лемма доказана. 

Лемма. Левая единица е является правой единицей в полугруппе (>. 

Доказательство. Возьмём произвольный элемент полугруппы а. Умно- 
жим его на е справа, получаем ае. По условию теоремы, у а есть левый 
обратный, обозначим его у. Умножим произведение на у слева, полу- 
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чаем элемент у(ае). Так как мы работаем с полугруппой, то мы можем 
воспользоваться ассоциативностью элементов: 

у(ае) = (уа)е 

Мы определяли у как левый обратный относительно левой единицы 
е. Это означает равенство уа = е. Подставим его в основное выражение: 

(уа)е = ее =е. 

В итоге через цепочку равенств мы пришли от выражения у(ае) к 
выражению е. Следовательно, эти выражения равны: 

у(ае) = е. 

Это значит, что элемент ае является правым обратным для элемента 
у. И в то же время правым обратным для у является элемент а (ведь 
выполняется равенство уа = е). Так как правый обратный единственен, 
то 

а = ае. 

То есть, е является правой единицей для произвольного элемента 
полугруппы С. Лемма доказана. 

Раз е является правой и левой единицей, то есть, двусторонней еди- 
ницей, значит двусторонняя единица в С’ существует, и одно свойство 
группы доказано. Осталось доказать наличие двустороннего обратного 
элемента. 

Лемма. Каждый элемент полугруппы С имеет двусторонний обрат- 
ный элемент. 

Доказательство. Возьмём произвольный элемент а полугруппы. По 
условию теоремы, каждый элемент в С имеет левый обратный. Обо- 
значим левый обратный для элемента а буквой у: 


уа =е. 
У элемента у тоже есть левый обратный, обозначим его 2: 
ЗЕЕ: 


Рассмотрим произведение зуа. С одной стороны 
(гу)а = еа = а. 

С другой стороны 

а) = 262. 

Объединяем равенства, вместе: 

О=®ча =. 
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То есть, 


а = 2. 
Так как х — это левый обратный к у, то имеется равенство 
2у =е. 

И вто же время д = а, поэтому имеем равенство 

ау = е. 


Таким образом, у — это и левый, и правый обратный элемент, то есть, 
двусторонний обратный элемент к элементу а. Мы выбирали элемент 
а в полугруппе С произвольно. Следовательно, все элементы из полу- 
группы С’ имеют двусторонние обратные элементы. Лемма доказана. 

Итак, в полугруппе С есть двусторонняя единица, а каждый элемент 
имеет двусторонний обратный. Все свойства группы доказаны, С явля- 
ется группой. Теорема доказана. 

Теорема. Пусть Г — подмножество в полугруппе, у которого есть 
СВОЙСТВО: 

аГ = Та = Т для любого элемента а Е Т. 

Тогда ТГ’ — подгруппа. 

Доказательство. 

Лемма. Множество Т является подполугруппой. 

Доказательство. 1) Т является подгруппоидом, потому что умноже- 
ние любого элемента из Г на все элементы Т даёт Г, то есть, произве- 
дение любых элементов из Г даёт в результате элемент из Т. 

2) ВТ выполняется ассоциативность, потому что все его элементы 
являются элементами полугруппы. Лемма доказана. 

Возьмём произвольный элемент а из ТГ: 

ге ТГ. 

Умножая а на Т справа, получаем всё ТГ: 

аГ = Т. 

То есть, умножая элемент а на некоторый элемент из Г, мы можем 
получить любой элемент из ТГ. Другими словами, для любых двух эле- 
ментов а и 6 из Т мы можем найти такой элемент 5х, что 

0. 

Аналогично из равенства Га = Т, следует, что для любых аи В 
существует такой 9, что выполняется соотношение 
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уа = 6. 

Выше мы доказали теорему о том, что если Г — полугруппа и для 
любых элементов а и 6 выполняются равенства ах = фи ча = 6, то 
полугруппа Г является группой. Теорема доказана. 


21.2 Группа — это полугруппа без собственных 
идеалов 


Теорема. Полугруппа является группой тогда и только тогда, когда в 
ней отсутствуют собственные идеалы. 

Доказательство. Докажем сначала в одну сторону. Пусть С' является 
группой. Докажем, что в ней отсутствуют собственные идеалы. Допу- 
стим, что это не так, и в группе есть собственный идеал. Пусть это 





будет левый идеал (для случая с правым идеалом доказательство сим- 
метрично). Обозначим его А: 

а < 4. 

Так как А не совпадает с С, то в С есть элемент т, который не 
принадлежит А: 

твА. 

Возьмём в идеале А элемент а 

ае А. 

Так как С’ — группа, то любой элемент имеет обратный, в том числе 
элемент а имеет обратный а '. Рассмотрим произведение та'. Это 
произведение является элементом группы С’. По определению левого 
идеала, произведение элемента левого идеала а на элемент та ' группы 
С слева должен дать элемент из идеала, то есть 

(ха ае А. 

Переставим скобки в произведении: 

(да а=а(а“а) 


О является обратным элементом к а, следовательно их произведе- 


1 


ние равно единице: а ‘а = е. Таким образом, 


(аа) де: 
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Мы пришли через цепочку равенств от выражения (та`')а к выра- 
жению т, следовательно, они равны: 

О 

Так как (та \)аЕ А, то 

есь 

Но мы определили элемент 5 как не принадлежищий идеалу А. Полу- 
чается противоречие. Допущение наличия собственного левого идеала 
в группе (г приводит к противоречию, а значит собственных левых иде- 
алов в С’ нет. Аналогично, симметрично доказывается отсутствие соб- 
ственных правых идеалов. (Так как нет собственных левых и правых 
идеалов, то собственных двусторонних тоже нет.) 

В одну сторону доказано, докажем в другую. 

Пусть в полугруппе С’ отстутствуют собственные идеалы. В таком 
случае С’ обладает единственным левым и единственным правым иде- 
алом, и они совпадают со всей полугруппой. То есть, полугруппа С 
проста слева и справа. Тогда для любого её элемента а выполняются 
равенства 

аа =С, Са=С. 

В параграфе «Различные способы определить группу» доказана, тео- 
рема о том, что полугруппа с такими свойствами является группой. В 
другую сторону доказано. Теорема доказана. 


21.3 Подполугруппы всех обратимых слева и справа 
элементов 


Определения. 

Пусть © — полугруппа с единицей. Далее в определениях мы рас- 
сматриваем элементы этой полугруппы. 

Левый обратный элемент р для элемента 4 — это элемент, который 
дает единицу при умножении слева на, элемент 40: 

ра = 1. 

Правый обратный элемент 4 для элемента р — это элемент, который 
дает единицу при умножении справа на, элемент р: 
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ра = 1. 

Обратимый справа элемент — это элемент, который имеет правый 
обратный. 

Обратимый слева элемент — это элемент, который имеет левый об- 
ратный. 

Обратимый элемент — это обратимый слева и справа элемент. 

Теорема. Пусть 5 — полугруппа с единицей 1. Тогда 

множество Р всех обратимых справа элементов из 5 является подпо- 
лугруппой, 

множество () всех обратимых слева элементов из 5 является подпо- 
лугруппой. 

Доказательство. Все элементы в множествах Р и О являются эле- 
ментами полугруппы 5, и поэтому ассоциативны. Остаётся доказать 
замкнутость бинарной операции в этих множествах. 

Возьмём в множестве Р два элемента р1 и ро: 

р, р2 Е А 

Так как р1 и р2 обратимы справа, то для них существуют правые 
обратные (41 и 02: 

РЕ: 02 

Умножим элементы 71 и 72 друг на друга, получаем элемент ртрэ. 
Умножим элемент р1р2 справа на элемент 4291, получаем 

(р1р2) (4291). 

Скобки в полугруппе можно расставлять как угодно. Выделим скоб- 
ками средние два элемента: 

(12) (4241) = Рк(р292) 91. 

Выше мы установили, что выражение р242 равно единице: рэ4 = 1. 
Заменим это выражение в скобках на единицу: 


р1(р292)41 = р1191. 
Умножение на единицу ничего не меняет, поэтому 


р1191 = р191. 
Выше мы установили равенство 
р191 = 1. 


В итоге через цепочку равенств мы пришли от выражения (р172) (4241) 
к единице. Значит, это выражение равно единице: 
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(12) (4291) = 1. 
Это выражение означает, что у элемента р1р> имеется правый об- 


ратный 4241. Следовательно, элемент р1р> обратим справа и поэтому 
принадлежит множеству Р: 

рр Е Р. 

Получается, что произведение произвольных элементов из множества 
Р даёт элемент из множества Р. Замкнутость бинарной операции на 
множестве Р доказана. 

Возьмём в множестве () два элемента: 41 и 42: 

Чы Е И 

Так как 41 и 42 обратимы слева, то для них существуют левые обрал- 
ные р1 и ро: 


Р1@1 =1, [р2@ = 1. 
Умножим элементы 41 и 42 друг на друга, получаем элемент 4142. 


Умножим элемент 4142 слева на элемент рэрт, получаем 

(р2р1) (4192). 

Скобки в полугруппе можно расставлять как угодно. Выделим скоб- 
ками средние два элемента: 

(р2р1) (9192) = р2(р141) 42. 

Выше мы установили, что выражение 1141 равно единице: р141 = 1. 
Заменим это выражение в скобках на единицу: 


р2(р191)42 = р2142. 
Умножение на единицу ничего не меняет, поэтому 


р2142 = р242. 
Выше мы установили равенство 
р242 = 1. 


В итоге через цепочку равенств мы пришли от выражения (1571) (4142) 
к единице. Значит, это выражение равно единице: 

(р2р1) (9192) = 1. 

Это выражение означает, что у элемента, 4142 имеется правый обрат- 
ный рр. Следовательно, элемент 4142 обратим слева и поэтому при- 
надлежит множеству О: 


4142 Е ©. 
Получается, ЧТО произведение произвольных элементов из множества, 
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() даёт элемент из множества @. Замкнутость бинарной операции на 
множестве () доказана. 

Мы доказали, что на множествах Р и © имеются замкнутые опера- 
ции и их элементы ассоциативны. Следовательно, множества Ри © 
являются подполугруппами. Теорема доказана. 

Определения. 

Полугруппа с левым сокращением — это полугруппа, в которой для 
любых элементов а, 6, с 

из равенства са = сб следует равенство а = 6. 

Полугруппа с правым сокращением — это полугруппа, в которой для 
любых элементов а, 6, с 

из равенства ас = 6с следует равенство а = 6. 

Теорема. Пусть 5 — полугруппа с единицей 1. Тогда 

подполугруппа Р всех обратимых справа элементов является полу- 
группой с правым сокращением, 

подполугруппа (С) всех обратимых слева элементов является полу- 
группой с левым сокращением. 

Доказательство. Возьмём в подполугруппе Р произвольные элементы 
рт, 22, р, для которых выполняется равенство 

р1Рр = Р?Р. 

Так как элемент р принадлежит полугруппе обратимых справа, эле- 
ментов, то р обратим справа, и у него есть правый обратный элемент 
4: 

ра = 1. 

Умножим равенство р1р = рор на элемент 4 справа: 

Р1РЧ — Р2РЧ. 

Благодаря равенству ра = 1, мы можем заменить в исследуемой фор- 
муле произведения ра на единицу. Получается равенство 

РР 

Умножение на единицу ничего не меняет, поэтому 

рт = Р?2. 

Мы пришли к тому, что из равенства р1р = рэр следует равенство 
р1 = р2. Этим мы доказали свойство правого сокращения для полу- 
группы Р. Для полугруппы С) свойство левого сокращения доказыва- 
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ется зеркально с рассмотренным доказательством. Теорема доказана. 

Теорема. Пусть 5 — полугруппа с единицей 1. Тогда 

подполугруппа, Р всех обратимых справа элементов содержит едини- 
пу, 

подполугруппа (©) всех обратимых слева элементов содержит единицу. 

Доказательство. У единицы есть правый обратный элемент — едини- 
ца: 

Е 

Следовательно, единица обратима справа, и поэтому содержится в 
полугруппе Р. Также единица обладает обратным слева элементом — 
единицей: 1.1 = 1. Следовательно, единица является обратимой слева, 
и поэтому принадлежит полугруппе ©. Теорема доказана. 


21.4 Подгруппа всех обратимых элементов 


Теорема. Пусть 

© — полугруппа, с единицей 1, 

(Г — множество всех обратимых элементов, 

Р — подполугруппа всех обратимых справа элементов, 

() — подполугруппа всех обратимых слева, элементов. 

Тогда 

ЕР О: 

2) Множество И всех обратимых элементов является подполугруп- 
ПОЙ. 

Доказательство. Докажем включение И С РПО. 

Все элементы из множества И обратимы. Обратимость означает об- 
ратимость и справа, и слева. Раз все элементы множества И обратимы 
справа, то они принадлежат множеству Р: 

ИР. 

Так как все элементы множества 0 обратимы слева, то они принад- 
лежат множеству (: 

СО. 

Таким образом, множество 0 включается одновременно в множества 


Р и О, а значит и в их пересечение: 
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ЕР: 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение РПОС И. 

Все элементы из пересечения Р П О принадлежат множеству Ри 
множеству О. Принадлежность к Р означает обратимость справа, при- 
надлежность к (С) означает обратимость слева. Таким образом, все эле- 
менты из пересечения РП О обратимы одновременно и слева, и спра- 
ва. 'То есть, элементы из пересечения Р П О обратимы. Все обратимые 
элементы принадлежат множеству (С. Следовательно, все элементы пе- 
ресечения Р ПО принадлежат 0, что означает включение 

РВС 

Обратное включение доказано. 

Из противоположных включений 

ПЕРНО. РОЯ 

следует равенство 

РЕ. 

Первый пункт теоремы доказан. 

Пересечение подполугрупп является подполугруппой. Множество 0 
является пересечением подполугрупп РПО. Следовательно, И является 
подполугруппой. Второй пункт теоремы доказан. Теорема, доказана. 

Теорема. Пусть 

© — полугруппа, с единицей 1, 

(Г — подполугруппа всех обратимых элементов. 

Тогда 

1) каждый обратимый элемент в полугруппе 5 имеет единственный 
двусторонний обратный элемент, 

2) у каждого обратимого элемента левый обратный и правый обрат- 
ные элементы единственны и совпадают с двусторонним обратным, 

3) каждый двусторонне обратный элемент лежит в подполугруппе (. 

Доказательство. Возьмём в полугруппе 5 произвольный обратимый 
элемент и. По определению, обратимый элемент имеет левый обратный 
и правый обратный элементы. Обозначим их соответственно 2 и у: 

и ,. Че 

Рассмотрим выражение тиу. С одной стороны, 
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тиу = (ти)у =1у=у. 

С другой стороны, 

а 

То есть, один и тот же элемент 1/ равен одновременно элементу т 
и элементу у. Это значит, что элементы 5 и у равны: 

Ей 

Таким образом у произвольного обратимого элемента и любой левый 
обратный равен любому правому обратному. Так как все левые обрал- 
ные равны одному и тому же элементу, то все они равны. То есть, левый 
обратный элемент единственен. Аналогично, так как все правые обрал- 
ные элементы равны левому, то они равны друг другу. То есть, правый 
обратный элемент единственен. В итоге единственные левый и правый 
обратные элементы равны друг другу, то есть являются одним дву- 
сторонне обратным элементом. Этим мы доказали как единственность 
двусторонне обратного элемента, так и единственность односторонне 
обратных элементов и их совпадение с двусторонне обратным. Первые 
два утверждения теоремы доказаны. 

Докажем третье утверждение. То есть, докажем, что любой двусто- 
ронний обратный элемент принадлежит подполугруппе (. 

Пусть т — двусторонний обратный элемент к элементу и. Тогда для 
него выполняется два равенства: 

Те 

Из первого равенства следует, что т обладает правым обратным эле- 
ментом (им является элемент и), из второго равенства следует, что т 
обладает левым обратным. Так как т обладает и левым, и правым об- 
ратным, то т является обратимым элементом и поэтому принадлежит 
подполугруппе всех обратимых элементов 0. Третье утверждение тео- 
ремы доказано. Теорема доказана. 

Теорема. Пусть 5 — полугруппа с единицей 1. Тогда множество И 
всех обратимых элементов является подгруппой. 

Доказательство. В теореме выше в этом параграфе мы уже доказали, 
что множество И является подполугруппой, то есть в нём выполняются 
свойство замкнутости бинарной операции и свойство ассоциативности. 

Также мы доказали, что единица принадлежит множествам Ри © 
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обратимых соответственно справа, и слева элементов. А значит, единица 
является двусторонне обратимым элементом и поэтому принадлежит 
множеству (0. 

В предыдущей теореме мы доказали, что для любого элемента из 
(двусторонне обратный к нему принадлежит множеству 0. То есть, 
каждый элемент из И имеет обратный в этом же множестве. 

В итоге все свойства группы для множества (И доказаны. Множество 
С является подгруппой в полугруппе 5. Теорема доказана. 

Теорема. Пусть © — полугруппа с единицей 1. Тогда каждая подгруп- 
па в ©, содержащая 1, содержится в 0. 

Доказательство. Пусть а’ — произвольная подгруппа полугруппы 5, 
содержащая 1. Возьмём в подгруппе С’ произвольный элемент а. По 
определению группы, для любого элемента в ней должен быть обрал- 
ный элемент в этой же группе. Поэтому элемент а обладает обратным 


элементом а! 


обратного а! выполняются равенства: 


а =. а Ь 


Из первого равенства вытекает, что элемент а имеет правый обрат- 


‚ принадлежащим подгруппе С. Для элемента, а и его 


ный, из второго вытекает, что а имеет левый обратный. Таким образом, 
элемент а имеет и левый, и правый обратный, а значит является обра- 
тимым элементом. Любой обратимый элемент принадлежит подгруппе 
С всех обратимых элементов элементов: 

ее, 

Получается, что произвольный элемент из подгруппы С’ принадле- 
жит подгруппе (0, следовательно, все элементы подгруппы С приналд- 
лежат подгруппе 0, что означает включение: 

ее. 0. 

Таким образом, любая подгруппа, содержащая единицу 1, принадле- 
жит к подгруппе И всех обратимых элементов. Теорема, доказана. 


21.5 Наличие подгруппы в полугруппе 


Теорема. Полугруппа не всегда содержит подгруппы. 
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Доказательство. Чтобы доказать, теорему, нужно привести пример 
полугруппы, в которой нет подгрупп. В качестве такого примера возь- 
мём бесконечную циклическую полугруппу 

оао Е 

Лемма. В полугруппе $ отсутствует идемпотент. 

Доказательство. Если мы умножим любой элемент а” на самого себя, 
то получится элемент а””, который не совпадает с исходным. Таким 
образом, ни один элемент полугруппы 5 не является идемпотентом. 
Это доказывает отсутствие идемпотента. Лемма доказана. 

Любая подгруппа должна содержать единицу. Единица является идем- 
потентом. Так как в полугруппе 5 нет идемпотента, то в любом под- 
множестве в ней отсутствует единица. Раз нет единицы, то одно из 
определяющих свойств группы отстутствует, так что полугруппа © не 
может иметь подгрупп. Теорема доказана. 

Теорема. Полугруппа © содержит подгруппу в том и только в том 
случае, когда она содержит идемпотент. 

Доказательство. Пусть полугруппа 5 содержит подгруппу. По опре- 
делению подгруппы, в ней должна содержаться единица. Единица яв- 
ляется идемпотентом. Значит, полугруппа 5 содержит идемпотент. В 
одну сторону доказано, докажем в другую. 

Пусть полугруппа, содержит идемпотент е. На одноэлементном мно- 
жестве {е} выполняется замкнутость бинарной операции (ее = е), этот 
элемент ассоциативен, так как принадлежит полугруппе, он являет- 
ся единицей (ее = е), единственный элемент в нём обладает обратным 
(е' =). Таким образом, одноэлементное множество {е} является под- 
группой. То есть, полугруппа 5 содержит подгруппу. В другую сторону 
доказано. Теорема доказана. 


21.6 Подполугруппы еб, бе, ебе. 


Теорема. Пусть 
© — полугруппа, 
е — идемпотент в полугруппе 5. 
Тогда 
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1) еб состоит из всех элементов полугруппы 5, для которых е явля- 
ется левой единицей, 

2) 5е состоит из всех элементов полугруппы 5, для которых е явля- 
ется правой единицей, 

3) ебе состоит из всех элементов полугруппы 5, для которых е яв- 
ляется единицей. 

Доказательство. 1) Пусть 2 — множество всех элементов полугруппы, 
для которых е является левой единицей. 

Докажем включение еб С Г. 

Возьмём в множестве еб произвольный элемент еа, геае 5: 

еа Е еб, глеае 5. 

Умножим его на идемпотент е слева: 

е(еа) = (ее)а = еа. 

То есть, умножение идемпотента е слева, на элемент еа даёт тот же 
самый элемент еа. Таким образом, идемпотент е является для элемента 
еа левой единицей. По определению множества [,, любой элемент, для 
которого е является левой единице, принадлежит Г. Следовательно, 
элемент еа принадлежит [.: 

еа Е Г. 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент еа из множества еб 
принадлежит множеству [,, поэтому все элементы множества еб при- 
надлежат множеству [,, что означает включение 

еб с Г. 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение [, С еб. 

Возьмём в множестве [, произвольный элемент а: 

ае (Г. 

По определению множества [,, идемпотент е является левой единицей 
для элемента а, что означает равенство 

еа = а. 

Раз элемент а является произведением еа, то он принадлежит мно- 
жеству еб: 

а = еа Е еб. 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент а из множества /, 
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принадлежит множеству еб, поэтому все элементы множества [, при- 
надлежат множеству еб, что означает включение 

ЕС е5. 

Обратное включение доказано. 

Из противоположных включений 

ве. ео 

следует равенство 

ео: 

То есть, множество еб состоит из всех элементов, для которых идем- 
потент е является левой единицей. 

2) Аналогично и зеркально доказывается, что множество бе состоит 
из всех элементов, для которых идемпотент е является правой едини- 
цей. 

3) Докажем, что множество ебе состоит из всех элементов полугруп- 
пы ©, для которых идемпотент е является единицей. Пусть С' — множе- 
ство всех элементов полугруппы 5, для которых идемпотент е является 
единицей. 

Докажем включение ебе С (”. 

Умножим обе части включения 6е С 5 на элемент е слева. Получаем 
включение 

ебе С еб. 

То есть, все элементы множества ебе являются элементами, для ко- 
торых е является правой единицей. Аналогично, умножим обе части 
включения еб С © на элемент е справа, получаем включение 

ебе С 6е. 

То есть, все элементы множества ебе являются элементами, для ко- 
торых е является правой единицей. В итоге множество ебе состоит 
из элементов, для которых е является и левой, и правой единицей. То 
есть, просто является единицой. Следовательно, все элементы множе- 
ства ебе принадлежат множеству С’, что означает включение 

ебес (%. 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение С’ С ебе. 

Возьмём в множестве С’ произвольный элемент а: 
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аеЕс. 

Умножим элемент а на е слева и справа, получаем еае. Так как С 
состоит из элементов, для которых е является единицей, то умножение 
элемента а с любой стороны на е не должно его менять: 

еае = ае = а. 

Раз элемент а является произведением еае, то он принадлежит мно- 
жеству ебе 

аеебе. 

Получается, что произвольный элемент а из множества, С принадле- 
жат множеству ебе, поэтому все элементы и множества С принадлежат 
множеству ебе, что означает включение 

СС ебе. 

Обратное включение доказано. 

Из противоположных включений 

ебес С, С Себе 

следует равенство 

ебе = С. 

То есть, множество ебе состоит из всех элементов, для которых идем- 
потент е является единицей. 'Гретье утверждение теоремы доказано. 

Все три утверждения теоремы доказаны. Теорема доказана. 

Теорема. Пусть 5 — полугруппа, е — идемпотент в ней. Тогда 

ебе = еб П бе. 

Доказательство. Докажем включение ебе С еб п 5е. 

Умножим обе части включения еб С © на идемпотент е справа, по- 
лучаем включение 

ебе С 6е. 

Умножим обе части включения бе С 5 на идемпотент е слева, полу- 
чаем включение 

ебе С еБ. 

Так как множество ебе включается в оба множества еб и бе, то оно 
включается в их пересечение: 

ебе‚ С еб ‚П 5е. 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение еб П бе С ебе. 
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Возьмём в множестве еб ГП ое произвольный элемент а: 

асе п бе. 

Так как а принадлежит пересечению еб П 5е, то он принадлежит 
каждому члену из пересечения: 

аЕе5, аебе. 

Так как а принадлежит множеству еб, то идемпотент е является для 
него левой единицей. 

Так как а принадлежит множеству бе, то идемпотент е является для 
него правой единицей. 

Таким образом, идемпотент е является для элемента а и левой, и 
правой единицей, то есть двусторонней единицей. Поэтому 

еае = ае = а. 

Так как элемент а является произведением еае, то он принадлежит 
множеству ебе: 

ае еае. 

Получается, что произвольный элемент а из множества еб П бе при- 
надлежит множеству ебе. Следовательно, все элементы множества еб П 
се принадлежат множеству ебе. Это означает включение 

еб Поес ебе. 

Обратное включение доказано. 

Из противоположных включений 

ебе себ ПФе, ебПобе С ебе 

следует равенство 

еб Пое = ебе. 

Теорема доказана. 

Теорема. Пусть 5 — полугруппа, е — идемпотент в ней. Тогда 

еб — главный правый идеал полугруппы 5, порождённый элементом 
е, 

бе — главный левый идеал полугруппы ©, порождённый элементом 


Доказательство. По определению, главный правый идеал, порождён- 
ный элементом е — это идеал 


{е} Ч еб. 
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Идемпотент е можно представить в виде е = ее. Раз е является про- 
изведением ее, то он принадлежит множеству еб: 

еее5. 

Так как элемент е находится внутри множества, еб’, то его объедине- 
ние с множеством еб даёт множество ес: 

Ее е5 =е5. 

Получается, что множество еб является главным правым идеалом, 
порождённым элементом е. 

Аналогично и зеркально доказывается, что множество бе является 
главным левым идеалом, порождённым элементом е. Теорема, доказана. 

Теорема. Пусть © — полугруппа, е — идемпотент в ней. Тогда еб, 5е 
и ебе являются подполугруппами полугруппы ©. 

Доказательство. Любой идеал является подполугруппой. Множества 
еб и ое являются идеалами, а значит и подполугруппами. Пересечение 
подполугрупи является подполугруппой. Множество ебе является пе- 
ресечением подполугрупп е  Пбе, и поэтому является подполугруппой. 
Теорема доказана. 


21.’ Максимальные подгруппы в полугруппе не 
пересекаются 


Теорема. Пусть $ — полугруппа, е — идемпотент в ней. Тогда подпо- 
лугруппа ебе содержит в себе подгруппу. 

Доказательство. Так как е(е)е = е, то идемпотент е принадлежит 
множеству ебе. В параграфе «Наличие подгруппы в полугруппе» до- 
казана теорема, о том, что если полугруппа содержит идемпотент, то она 
содержит подгруппу. Полугруппа ебе содержит идемпотент, значит в 
ней есть подгруппа. Теорема, доказана. 

Теорема. Пусть 

© — полугруппа, 

е — произвольный идемпотент в полугруппе 5, 

Н. — группа всех обратимых элементов в подполугруппе ебе, 

С — произвольная подгруппа в 5, пересекающаяся с Не: 
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ап Не = ©. 

Тогда группа С’ находится внутри группы Но: 

ас нН... 

Доказательство. Пусть } — единица группы С. 

Лемма. } =е. 

Доказательство. По условию теоремы, пересечение (С П Нь непусто. 
Возьмём в множестве (ГП Нь элемент а: 

аеспН.. 

Так как элемент а принадлежит пересечению (СП Нь, то он принад- 
лежит каждому множеству из пересечения: 

аеС, аЕН.. 

Так как элемент а принадлежит группе С, то он имеет обратный 
элемент в этой группе. Обозначим его 6: 

аб = ба =Т, БЕС. 

Так как элемент а принадлежит группе Не, то он имеет обратный 
элемент в этой группе. Обозначим его с: 

ас = са=е, сЕН.. 

Возьмём единицу е группы Не. Заменим её на произведение обратных 
элементов: 

ей: 

Элемент а принадлежит группе С, и поэтому единица, } группы С’ не 
меняет его при умножении: а} = а. Заменим в исследуемой формуле 
букву а на а: 

са = са}. 

Заменим теперь назад произведение обратных элементов са на еди- 
ницу е группы Не: 

ва =ет. 

До этого мы заменяли единицу е группы Н. на произведение обрал- 
ных, а теперь заменим единицу } группы С' на произведение обратных 
элементов аб: 

е]| = еаф. 

Элемент а принадлежит группе Не, и поэтому умножение на единицу 
е этой группы не меняет элемента, а. Заменим произведение еа на букву 
а: 
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еаб = аб. 

Произведение аб равно единице } группы С: 

ав =. 

Через цепочку равенств мы пришли от буквы е к букве {. Следова- 
тельно, эти элементы равны: 

Е 

Лемма доказана. 

Получается, что е является единицей группы С. Значит, единицу е 
можно умножать на любой элемент из группы (С, и этот элемент не бу- 
дет меняться. Таким образом, любой элемент д группы С’ можно пред- 
ставить в виде 

д = еде. 

Это означает, что любой элемент группы С является элементом по- 
лугруппы ебе. Следовательно, группа С включается в полугруппу ебе: 

СС ебе. 

В параграфе «Подгруппа, всех обратимых элементов» доказана, тео- 
рема: в полугруппе с единицей 1 каждая подгруппа, содержащая 1, со- 
держится в группе всех обратимых элементов. ебе — это полугруппа, с 
единицей е, а также, по условию теоремы, группа Не является группой 
всех обратимых элементов в полугруппе ебе. Так как группа С содер- 
жит единицу е и включается в ебе, то С' находится внутри группы всех 
обратимых элементов Не: 

ока: 

Этим мы доказали, что произвольная подгруппа (С, пересекающаяся 
с подгруппой Не всех обратимых элементов в ебе, содержится в Н.. 
Теорема доказана. 

Определение. Максимальная подгруппа С’ полугруппы 5 — это та- 
кая подгруппа в 5, которая не содержится строго ни в какой другой 
подгруппе. 

Теорема. Пусть 

© — полугруппа, 

С — подгруппа в ©, 

е — единица группы С, 

Не — подгруппа всех обратимых элементов в подполугруппе ебе. 
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Тогда следующие два условия эквивалентны: 

1) подгруппа С’ максимальна, 

2 а = На. 

Доказательство. Докажем следование 1) = 2). 

Пусть подгруппа С’ максимальна. Докажем, что С = Не. 

Докажем включение С С Н.. 

Подгруппы С и Не имеют в качестве единицы идемпотент е. То есть, 
подгруппы С и Н. пересекаются: 

ап Не = ©. 

Выше мы доказали теорему, что если группа С’ пересекается с под- 
группой Нь всех обратимых элементов в полугруппе ебе, то С вклю- 
чается в Не: 

< с НЫ 

Включение доказано. 

Из включения а С Нь следует, что группа С либо строго содержится 
в подгруппе Не, либо равна ей. 

Допустим, что группа, С не равна подгруппе Но. Тогда подгруппа Не 
строго содержит подгруппу С. Но подгруппа С является максималь- 
ной, и она не может строго содержаться в другой подгруппе. Допуще- 
ние неравенства, групп Си Не. приводит к противоречию с определени- 
ем максимальности подгруппы С. Следовательно, подгруппы С и Но 
равны друг другу: 

<= Нь 

Следование 1) = 2) доказано. 

Докажем следование 2) = 1). 

Пусть С = Не. Докажем, что подгруппа С’ максимальна. 

Допустим, что группа С = Не не максимальна. Это означает, что су- 
ществует некоторая подгруппа Н, которая строго содержит подгруппу 
Не. Так как Н содержит Нь, то подгруппы Н и Н. пересекаются: 

НЯ Не 

Выше мы доказали теорему, что если подгруппа Н пересекается с 
подгруппой НЬ всех обратимых элементов в подполугруппе ебе, то под- 


группа Н содержится внутри подгруппы Не: 
НСН.. 
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Но в допущении указано, что Н строго содержит подгруппу Не, то 
есть Н не может включаться в Не, ибо шире неё. Допущение немак- 
симальности подгруппы Не приводит к противоречию. Следовательно, 
подгруппа С’ = Не максимальна. 

Следование 2) = 1) доказано. Теорема, доказана. 

Теорема. В полугруппе максимальные подгруппы не пересекаются. 

Доказательство. Допустим, что теорема неверна, и существуют две 
разные максимальные подгруппы Нь и Н ;, пересекающиеся друг с дру- 
гом. Тогда, по теореме из этого параграфа, эти подгруппы включаются 
друг в друга: 

НН. „Ы СН 

Из противоположных включений следует равенство: 

Не=Н,. 

Но в допущении указано, что подгруппы Н. и Н; разные. Следова- 
тельно, допущение возможности разных пересекающихся максималь- 
ных подгрупп приводит к противоречию с самим собой. Значит, разные 
максимальные подгруппы не пересекаются. Теорема доказана. 
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ГЛАВА 22 


Регулярные, инверсные элементы 


22.1 Регулярный элемент 


Определение. Регулярный элемент — это такой элемент а полугруппы 
©, для которого выполняется равенство 

а = ата 

для некоторого элемента х полугруппы ю. 

Утверждение. Элемент а полугруппы © регулярен тогда и только 
тогда, когда 

а Е аба. 

Доказательство. Докажем сначала в одну сторону. 

Пусть а — регулярный элемент. 'Гогда 

а = ата для некоторого элемента 5 Е ›. 

ата — это элемент множества аба: 

ата е аба, 

откуда и следует а Е аба. 

В одну сторону доказано, докажем в другую. 

Пусть а е аба. Это значит, что в множестве аба есть элемент аха, 
равный элементу а: 

ата, 

В другую сторону доказано. Утверждение доказано. 


22.2 Идемпотенты, образованные регулярным 
элементом 


Утверждение. Пусть а = ата, е = ах, | = та. Тогда е и { являются 
идемпотентами. 

Доказательство. Возведём элемент е в квадрат: 

е* = ее = (ах) (ат). 
Поменяем расстановку скобок: 
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(а5)(ат) = (аха)т. 
По условию утверждения, ата = а: 
[0 1—0 =е 


Через цепочку равенств мы пришли от выражения е? 


к е. Следова- 
тельно, эти выражения равны: 

е? =е. 

Это равенство является определяющим для идемпотента. Таким об- 
разом, элемент е является идемпотентом. 

Возведём элемент {] в квадрат: 

= 1/ = (вата). 

Поменяем расстановку скобок: 

(та)(ха) = х(аха). 

По условию утверждения, ата = а: 

ола =аа= т. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения }? к Г. Следова- 
тельно, эти выражения равны: 

Р=/. 

Это равенство является определяющим для идемпотента. Таким об- 
разом, элемент { является идемпотентом. Утверждение доказано. 

Утверждение. Пусть а = ата, е = ах, } = та. Тогда е является левой 
единицей для элемента, а, а { является правой единицей для элемента 
а: 

ба. чара: 

Доказательство. 

га = (а#)а=ажаеа: 

ааа) = а 

Утверждение доказано. 


22.3 Главные правый и левый идеалы от 
регулярного элемента 


Утверждение. Пусть а — регулярный элемент. 'Гогда главный правый 
идеал аб" = {а} Ц аб, порождённый элементом а, равен @5: 


44.2 


асе о Ра 269 

Доказательство. В параграфе «Идемпотенты, образованные регуляр- 
ным элементом» доказаны утверждения, что если а = ата, то элемент 
} = та является идемпотентом и правой единицей для элемента а: 

ар =а. 

Элемент } = та — это элемент полугруппы ©: 


ТЕХ. 

Умножим обе части этой принадлежности на элемент а слева: 
ар е ас. 

Так как а} =а, то 

ае ао. 


Итак, в множестве аб содержится само это множество: аб © аб, и 
содержится элемент а: а Е ао. Следовательно, в множестве а5 содер- 
жится объединение {а} Ч аб: 

{а} Наб С а5. 

Из противоположных включений 

{а} Ча5 С аб, абс {а} ЦЧаб 

следует равенство 

аЧаб = ао. 

Утверждение доказано. 

Утверждение. Пусть а — регулярный элемент. Тогда главный левый 
идеал 5Та = {а} 0 ба, порождённый а, равен а: 

аа о ра 

Доказательство аналогично с зеркальной симметрией доказательству 
предыдущего утверждения. 


22.4 Главные правый и левый идеалы от 
регулярного элемента образуются 
идемпотентами 


Теорема. Пусть 
© — полугруппа, 
а — регулярный элемент в 5: 
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а = ата для некоторого элемента 5 Е ©, 

ба: 

Тогда а51 = еб. 

Доказательство. В параграфе «Идемпотенты, образованные регуляр- 
ным элементом» доказаны утверждения о том, что для элемента а = 
ата существует идемпотент е = ат, который является левой единицей 
для элемента а: 

ва: 

Докажем включение а51 С еб". 

Умножим обе части равенства, а = еа на множество 5" справа: 

а51 = еа,5\. 

Умножение элементов полугруппы друг на друга даёт элементы по- 
лугруппы, поэтому аб" С 51. Умножим обе части этого включения на 
элемент е слева: 

еа 51 С е5\. 

Из равенства аб" = еа,5" и включения еаб" С еб" следует включение 

О 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение е/51 С а". 

Мы вводили элемент е равным элементу ах: 

аа". 

Умножим включение 15" С 5" на элемент а слева: 

ао‘ Са. 

Из равенства еб" = а2.51 и включения ат5" С аб" следует включе- 
ние 

ое. 

Обратное включение доказано. 

Из противоположных включений 

а сео в еао’ 

следует равенство 

ое", 

Теорема доказана. 

Теорема. Пусть 

© — полугруппа, 


444 


а — регулярный элемент в ©: 

а = ата для некоторого элемента 5 Е ©, 

С 

Тогда оао" А. 

Доказательство аналогично с зеркальной симметрией доказательству 
предыдущей теоремы. 

Теорема. Пусть а — элемент полугруппы ©. Тогда следующие условия 
эквивалентны: 

1) а регулярен, 

2) главный правый идеал полугруппы ©, порождённый а, порожда- 
ется некоторым идемпотентом е: 

до Еее 

Доказательство. Докажем следование 1) = 2). 

Пусть элемент а регулярен: 

а = ата для некоторого элемента 5 Е ©. 

В параграфе «Идемпотенты, образованные регулярным элементом» 
доказаны утверждения о том, что для элемента а = аха существует 
идемпотент е = ат, который является левой единицей для элемента а: 

еа = а. 

В теореме выше в этом параграфе доказано, что из регулярности 
элемента а следует равенство а5" = еб". Следование 1) = 2) доказано. 

Докажем следование 2) = 1). 

Пусть выполняется равенство @51 = еб" для некоторого идемпотента 
с? = е. Докажем, что элемент а регулярен. 

Лемма. а = ет для некоторого д Е 51. 

Доказательство. Все элементы множества, @5' имеют вид аз, где $ Е 
51. В множестве 5", по определению, присутствует единипа. Следова- 
тельно, в множестве @51 имеется элемент а1 = а: 

а Е а". 

Раз а51 = е5', то в множестве еб" имеется элемент а: 

аЕе5\. 

Все элементы множества е/5' имеют вид ез, где зе 5". В том числе 
элемент а имеет вид ех для некоторого элемента 5 Е 51: 

а = ет, глете 5\. 
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Лемма доказана. 

Лемма. е — левая единица элемента, а: 

еа = а. 

Доказательство. Рассмотрим произведение еа. Заменим в нём эле- 
мент а на равное ему выражение ет: 

еа = е(ех) = еет. 

Элемент е является идемпотентом второму условию теоремы, поэто- 
му 

еет = ет = а. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения еа к а. Следова- 
тельно, эти выражения равны: 

еа = а. 

Действительно, идемпотент е является левой единицей элемента, а. 
Лемма доказана. 

Лемма. е = ау, где у — некоторый элемент из 5". 

Доказательство. Все элементы множества е51 имеют вид ез, где зе 
51. В множестве 5". по определению, присутствует единица. Следова- 
тельно, в множестве е/5' имеется элемент е1 =е: 

ео", 

Раз а51 = е5', то в множестве а,51 имеется элемент е: 

&Еа9" 

Все элементы множества @&5' имеют вид аз, гдезЕе 5". В том числе 
элемент е имеет вид ау для некоторого элемента у Е 5": 

е = ау, глеуЕ 5". 

Лемма доказана. 

Итак, в леммах мы установили два равенства: 

а=еа, е=0%. 

Если в первом равенстве заменить е на ау в соответствии со вторым 
равенством, то получим равенство 

а = ача. 

Здесь элемент у принадлежит полугруппе 5". Возможны два случая: 

о И 

Если у Е 5, то равенство а = ауа является определяющим свой- 
ством регулярности для элемента а. То есть, в первом случае элемент 
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а регулярен. 

Во втором случае мы имеем равенство 

а = аа = а1а = а. 

Получается, что элемент а является идемпотентом. Воспользуемся 
идемпотентностью элемента, а: 

а = аа = а(а) = а(аа) = ааа. 

Элемент а принадлежит полугруппе 5. Следовательно, равенство а = 
а(а)а является определяющим свойством регулярности для элемента, а. 
То есть, и во втором случае элемент а регулярен. 

Таким образом, элемент а регулярен в любом случае. Этим мы до- 
казали, что из равенства аб" = еб1 следует регулярность элемента, а. 
Следование 2) = 1) доказано. 

Мы доказали теорему в обе стороны. Теорема доказана. 

Теорема. Пусть а — элемент полугруппы ©. Тогда следующие условия 
эквивалентны: 

1) а регулярен, 

2) главный левый идеал полугруппы ©, порождённый а, порождается 
некоторым идемпотентом /: 

о 

Доказательство аналогично с зеркальной симметрией доказательству 
предыдущей теоремы. 


22.5 Инверсные элементы 


Определение инверсных элементов. Говорят, что два элемента аи В 
полугруппы © инверсны друг к другу, если 
афа =а, 6аб = 6. 
Утверждение. В группе элементы а и 6 инверсны друг к другу тогда 
и только тогда, когда они обратны друг другу. 
Доказательство. Возьмём в группе два произвольных элемента, а и 6. 
Докажем сначала в одну сторону. Пусть а и В инверсны друг к другу: 
афа =а, 6аб = 6. 


В группе у любого элемента есть обратный. Пусть а 1 


— обратный 


элемент к элементу а. Умножим обе части равенства аба = а на элемент 
447 


а ' слева и справа: 


а ‘афаа 1 =а\ 1 


аа’^. 

По определению обратных элементов, выполняются равенства а 'а = 
аа ' = 1. Произведём соответствующие замены в равенстве: 

Е. 

Умножение на единицу ничего не меняет, поэтому 

реа, 

Получается, что элемент 6 действительно обратен к элементу а. То 
есть, из инверсности в группе следует обратность. 

В одну сторону доказано. Докажем в другую. 

Пусть а и в обратны друг к другу: 

аб = ба = 1. 

Умножение на единицу ничего не меняет: 

1а=а 16=Ь. 

Заменим в первом равенстве единицу на произведение обратных эле- 
ментов аб, а во втором равенстве заменим на ба: 

афа =а 6а6б = 6. 

Это есть определяющие равенства для инверсных элементов. "То есть, 
элементы а и 6 инверсны. Таким образом, в группе из обратности сле- 
дует инверсность. В другую сторону доказано. Утверждение доказано. 

Теоретический вывод. Понятие инверсных элементов в полугруппе 
является обобщением понятия обратности в группе. 

Утверждение. Пусть элемент а полугруппы © обладает инверсным к 
нему элементом. Тогда а регулярен. 

Доказательство. Пусть у элемента, а в полугруппе 5 есть инверсный 
к нему элемент 6. Тогда выполняются равенства 

афа =а, 6аб = 6. 

Равенство а = афа, где 6 Е © является определяющим свойством 
регулярного элемента. Значит, элемент а регулярен. Утверждение до- 
казано. 
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22.6 У регулярного элемента всегда есть инверсный 


Теорема. Любой регулярный элемент обладает инверсным. В частности, 
если ата = а, то элемент хат инверсен к элементу а. 

Доказательство. Раз элемент а регулярен, то для него выполняется 
равенство 

а = ата для некоторого элемента х Е ©. 

Обозначение. 6 = тах. 

Лемма. аба = а. 

Доказательство. Заменим в произведении аба элемент в его опреде- 
лением тат: 

афа = а(хат)а. 

Переставим скобки: 

а(тат)а = ах(аха). 

Элемент в скобках равен элементу а: 

ах(ата) = ата = а. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения аа к а. Следова- 
тельно, эти выражения равны: 

аба = а. 

Таким образом, мы получили одно из двух определяющих инверс- 





ность равенств. Лемма доказана. 

Лемма. Баб = 6. 

Доказательство. Заменим в выражении баб оба элемента 6 их опре- 
делением хат: 

раб = (тах)а(тах). 

Переставим скобки: 

(тат)а(тах) = т(аха) (хат). 

В скобке в середине находится выражение, равно элементу а: 

#(аха}( ах) =аа(тах). 

Переставим скобки: 

тават =а аа 

Выражение в скобке равно элементу а: 

Торо = 1006. 
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Через цепочку равенств мы пришли от выражения баб к 6. Следова- 
тельно, эти выражения равны: 

фаб = 6. 

Таким образом, мы получили второе определяющее инверсность ра- 
венство. Лемма доказана. 

Мы доказали оба определяющих инверсность равенства для элемен- 
товаи 6: 

афа =а 06а = 6. 

Следовательно, элементы 6 и а инверсны. Мы доказали, что у регу- 
лярного элемента, а есть инвесрный, причём элемент 6 = тах как раз 
является таковым. Теорема доказана. 


22.7 Обратность элементов <> инверсность и 
коммутирование 


Теорема. Пусть © — полугруппа, а и 6 — её элементы. Тогда следующие 
два условия эквивалентны: 

1) элементы а и 6 взаимно обратны в некоторой подгруппе полугруп- 
пы ©, 

2) элементы а и 6 инверсны друг другу и коммутируют. 

Доказательство. Докажем следование 1) = 2). 

Пусть элементы а и 6 взаимно обратны в некоторой подгруппе полу- 
группы ©. В группе обратные элементы всегда коммутируют, поэтому 
аб = ба. 

В параграфе «Инверсные элементы» доказано утверждение, что об- 
ратные элементы группы являются инверсными. Следовательно, эле- 
менты а и 6 инверсны, и при этом ещё коммутируют. Следование 1) = 
2) доказано. 

Докажем следование 2) = 1). 

Пусть аи 6 — коммутирующие инверсные друг к другу элементы 
полугруппы рю: 

а = аба 6= ба, аб = 6. 


В параграфе «Идемпотенты, образованные регулярным элементом» 
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доказаны утверждения, в соответствии с которыми, если а = аба, то 
элемент е = аб является идемпотентом и левой единицей для элемента 
а: еа = а; элемент } = Ба является идемпотентом и правой единицей 
для элемента а: а] = а. Так как аб = да, тое = ХФ. Таким образом, 
элемент е = аб — это идемпотент, являющийся левой и правой единицей 
для элемента а: 

е?=е еа=ае=а. 

Аналогично, из равенства 6 = баб следует, что е = аб = да является 
левой и правой единицей для элемента 6: 

еб = бе = 6. 

Так как еае =аи ебе = БВ, то элементы а и 6 принадлежат подполу- 
группе ебе: 

а, БЕ ебе. 

В параграфе «Подполугруппы еб, бе, ебе» доказаны теоремы о том, 
что ебе является подполугруппой, и при этом идемпотент е является 
единицей для всех элементов в ебе. 

В параграфе «Подгруппа, всех обратимых элементов» доказана, тео- 
рема, о том в полугруппе с единицей множество всех обратимых элемен- 
тов является подгруппой. В нашем случае мы имеем полугруппу ебе с 
единицей е, и два обратимых элемента а и 6 в ней. Следовательно, эле- 
менты а и 6 содержатся в подгруппе обратимых элементов внутри ебе, 
и при этом обратны. То есть, мы пришли к первому условию теоремы. 
Следование 2) = 1) доказано. 

Мы доказали теорему в обе стороны. Теорема доказана. 


22.8 Регулярный элемент может иметь несколько 
инверсных 


Утверждение. Регулярный элемент может иметь больше одного инверс- 
ного к нему элемента. 

Доказательство. Рассмотрим полугруппу правых нулей, в которой 
содержится больше одного элемента. 

По определению, полугруппа правых нулей — это множество элемен- 
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тов, умножение в котором определяется по правилу: для любых двух 
элементов а и 6 произведение равно элементу, стоящему справа: 

аб = 6. 

Возьмём в полугруппе правых нулей два произвольных элемента, а 
и 6. Узнаем, чему равны выражения аба и баб, пользуясь правилом 


умножения: 
аба, = (аб)а = а, 
фаб = (5а)6 = 6. 


Таким образом, для произвольных элементов а и 6 выполняются ра- 
венства аба = аи 6аб = 6, которые являются определяющими для 
инверсных элементов. Получается, что произвольные два, элемента в 
полугруппе правых нулей инверсны друг к другу. Следовательно, каж- 
дый элемент полугруппы правых нулей имеет в качестве инверсных все 
элементы полугруппы. Так как мы рассматриваем полугруппу, в кото- 
рой больше одного элемента, то и количество инверсных элементов к 
любому элементу больше одного. 

Этим мы доказали, что существуют регулярные элементы, у которых 
есть больше одного инверсного элемента. Утверждение доказано. 
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ГЛАВА 23 


Инверсные полугруппы 


Определение. Инверсная полугруппа — это полугруппа, в которой каж- 
дый элемент имеет единственный инверсный к нему элемент. 


23.1 В инверсной полугруппе идемпотенты 
коммутируют 


Лемма. Если е, реги {е — идемпотенты полугруппы ©, то ери ]е 
инверсны друг к другу. 

Доказательство. Нам нужно проверить определяющие инверсность 
равенства для идемпотентов еЁ и }е. Для этого достаточно использо- 
вать перестановки скобок и идемпотентность элементов: 

(е/)Дее/) = (Р(ве] = ее? = еде] = (е1)? = 61, 

(Хе) ее) = Неве) (Ре = де?Ре = Гера = (фе)? = 1е. 

Лемма доказана. 

Теорема. В инверсной полугруппе все идемпотенты коммутируют друг 
с другом. 

Доказательство. Возьмём в полугруппе 5 два произвольных идемпо- 
тента е и Г. Рассмотрим их произведение е}. Полугруппа, 5 является 
инверсной, и поэтому любой её элемент имеет единственный инверсный. 
В том числе е} имеет инверсный к нему элемент. 

Обозначение. а — инверсный элемент к элементу е{. 

Так как е[ и а являются инверсными, то для них выполняются опре- 
деляющие инверсность равенства: 

ера!) =ер, аера=а. 

Лемма. а = ае. 

Доказательство. Идея доказательства, — использование единственно- 
сти инверсного элемента. Элемент а инверсен к элементу е{. Если мы 
докажем, что ае тоже инверсен к е}, то из единственности инверсного 
элемента, будет следовать, что ае = а. 
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Докажем, что элемент ае инверсен к элементу е{. Для этого докажем 
определяющие инверсность равенства. Стартуем вывод с выражения 

(еЛ)(ае)(е/). 

Переставим скобки: 

(еЛ)(ае)(еГ) = ефа(ее){. 

е — это идемпотент, то есть ее = е: 

еа(ее) } = ефае]. 

Расставим скобки: 

ефае} = (еГ)а(е7). 

Это выражение является левой частью одного из определяющих ин- 
версность равенств для элементов е} и а. Это выражение равно е]: 

(еГ)а(е/) = е/. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения (е})(ае)(е}) к вы- 
ражению е{. Следовательно, эти выражения равны: 

(еЛ)(ае)(е/) = е{. 

Мы доказали первое определяющее инверсность равенство. Докажем 
второе. Стартуем с выражения 

(ае)(е/)(ае). 

Переставим скобки: 

(ае)(е})(ае) = а(ее) фае. 

е — идемпотент, то есть ее = е: 

а(ее) Тае = аеае. 

Расставим скобки: 

ае рае = (а(е)а)е. 

Выражение в больших скобках — это второе равенство, определяю- 
щее инверсность между элементами е} и а. Это выражение равно а: 

(а(ер)а)е = ае. 

Мы пришли от выражения (ае)(е})(ае) к выражению ае. Следова- 
тельно, эти выражения равны: 

(ае)(е})(ае) = ае. 

Мы доказали второе определяющее инверсность равенство. Теперь 
мы можем утверждать, что элементы е и ае инверсны друг к другу. 

Получается, что у элемента е} есть два инверсных элемента: @ и ае. 
Все эти элементы принадлежат инверсной полугруппе 5, а в инверсной 
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полугруппе по определению у каждого элемента инверсный элемент 
единственен. Следовательно, элементы а и ае равны друг другу: 

а = ае. 

Лемма доказана. 

Лемма. а = Га. 

Доказательство. Докажем, что элемент Га инверсен к элементу е]. 
Для этого докажем определяющие инверсность равенства. Стартуем 
вывод с выражения 

(е/)(Га)(е/). 

Переставим скобки: 

Рае) = (Рае. 

{ — это идемпотент, то есть Ё} = {: 

е(Рае} = ерае}. 

Расставим скобки: 

еГае/ = (еРа(е/) 

Это выражение является левой частью одного из определяющих ин- 
версность равенств для элементов е] и а. Это выражение равно е{: 

(еЛ)а(е/) = е{. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения (е})(Та)(е?) к 
выражению е}. Следовательно, эти выражения равны: 

(е/)(Ла)(е/) = е/. 

Мы доказали первое определяющее инверсность равенство. Докажем 
второе. Стартуем с выражения 

(Ла)(е/) (Ха). 

Переставим скобки: 

(Га /)(а) = Гае( 11а. 

|} — идемпотент, то есть В} = 1: 

Гае(/Т)а = Гае/а. 

Расставим скобки: 

ГаеГа = Х(а(еЛ)а). 

Выражение в больших скобках — это второе равенство, определяю- 
щее инверсность между элементами е} и а. Это выражение равно а: 


Ка(е Ла) = Га. 
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Мы пришли от выражения (}а)(е})(}а) к выражению }а. Следова- 
тельно, эти выражения равны: 

(Та)(е Г) (Га) = Га. 

Мы доказали второе определяющее инверсность равенство. Теперь 
мы можем утверждать, что элементы е] и га инверсны друг к другу. 

Получается, что у элемента е} есть два инверсных элемента: а и Га. 
Все эти элементы принадлежат инверсной полугруппе 5, а в инверсной 
полугруппе по определению у каждого элемента инверсный элемент 
единственен. Следовательно, элементы а и Га равны друг другу: 

а= Та. 

Лемма доказана. 

Лемма. а — идемпотент: а? = а. 

Доказательство. В леммах выше мы доказали два равенства: 

а=ае.: Фета. 

Заменим в произведении аа левый элемент на ае, а правый на Га: 

аа, = (ае)( фа) = а(ера. 

Выражение а(е})а является левой частью одного из определяющих 
инверсность равенств между элементами а и е{. Это выражение равно 
а: 

а(е})а = а. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения аа к а. Следова- 
тельно, эти выражения равны: 

аа = а: 

Лемма доказана. 

Любой идемпотент является инверсным к себе элементом из-за ра- 
венства, 

а(а)а = а. 

Таким образом, у элемента а есть два инверсных элемента: а и е}{. 
В инверсной полугруппе у каждого элемента инверсный элемент един- 
ственен. Следовательно, элементы а и е] равны: 

ое Г 

Раз а идемпотент, то и е{ идемпотент. Получается, что произведе- 
ние двух произвольных идемпотентов е и { является идемпотентом. 
Следовательно, произведение любых двух идемпотентов в инверсной 
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полугруппе является идемпотентом. В том числе произведение {е. 

Мы пришли к тому, что элементы е, р, е}, Ге являются идемпотента- 
ми. В этом параграфе доказана, лемма о том, что в таком случае эле- 
менты ери {е инверсны друг к другу. Каждый идемпотент инверсен к 
самому себе, поэтому у идемпотента е] есть два инверсных элемента: 
еГи Ге. В инверсной полугруппе у любого элемента инверсный элемент 
единственен. Следовательно, идемпотенты е{ и }е равны друг другу: 

ЕТ =: 

Мы доказали коммутирование произвольных двух идемпотентов ин- 
версной полугруппы. Теорема доказана. 


23.2 Эквивалентные определения инверсной 
полугруппы 


Определение. Регулярная полугруппа — это полугруппа, все элементы 
которой регулярны. 

Теорема. Следующие три условия для полугруппы © эквивалентны: 

1) $ регулярна и любые два, её идемпотента коммутируют; 

2) каждый главный правый и каждый главный левый идеал полу- 
группы 5 имеет единственный порождающий идемпотент; 

3) 5 — инверсная полугруппа (то есть каждый элемент из 5 обладает 
единственным инверсным к нему элементом). 

Доказательство. Докажем следование 1) = 2). 

В параграфе «Главные правый и левый идеалы от регулярного эле- 
мента, образуются идемпотентами» доказана, теорема о том, что глав- 
ный правый, или левый идеал, порожденный регулярным элементом, 
можно породить также идемпотентом. 

По первому условию теоремы, полугруппа © регулярна, а значит все 
её элементы регулярны. По определению, главный правый или левый 
идеал порождается некоторым элементом полугруппы. Раз все элемен- 
ты полугруппы регулярны, то каждый правый или левый идеал порож- 
дается также некоторым идемпотентом. 

Наличие порождающего идемпотента для каждого главного правого 
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или левого идеала мы доказали, осталось доказать его единственность 
для каждого такого идеала. 

Предположим, чтоеи } — различные идемпотенты, порождающие 
один И тот же главный правый идеал, то есть 

во =, 

(Мы пишем 5 вместо 5", потому что в параграфе «Главные правый и 
левый идеалы от регулярного элемента» доказано утверждение о том, 
что для регулярного элемента а верно равенство а/5" = а5.) 

Лемма. е = }е. 

Доказательство. В множестве 5 имеется идемпотент е. Следователь- 
но, в произведении еб имеется элемент ее =е: 

еее5. 

Так как еб = }5, то элемент е принадлежит произведению |5: 

ее }5. 

Элементы множества [5 имеют вид произведений }5, где зЕ р. Так 
как в множестве [5 есть элемент е, то 

е = {5 для некоторого элемента $ Е 5. 

Умножим обе части равенства, е = }5 на элемент } слева; 

уе] Ее ро 

Таким образом, Ге = е. Лемма доказана. 

Лемма. Г =Е{. 


Доказательство. Мы определили идемпотенты е и / симметрично. 





То есть, если мы поменяем обозначения, поменяем местами имена, этих 
идемпотентов, то выводы должны быть те же самые. Выше мы до- 
казали равенство е = }е. Поменяем имена } и е местами, получаем 
равенство { = е}. Лемма доказана. 

По первому условию теоремы, любые идемпотенты в полугруппе 5 
коммутируют, в том числе элементы еи {: 

= 0: 

Отсюда следует 

С а 

Получается, что идемпотенты е и } одинаковые, хотя мы их предпо- 
лагали различными. Допущение существования в 5 различных идемпо- 
тентов, порождающих один и тот же главный правый идеал, приводит к 
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противоречию. Следовательно, главный правый идеал можно породить 
только одним идемпотентом. 

Мы доказали единственность порождающего идемпотента для пра- 
вых главных иделов. Для левых главных идеалов единственность до- 
казывается аналогично с зеркальной симметрией. 

Итак, из регулярности полугруппы и коммутирования идемпотентов 
мы доказали, что каждый главный идеал имеет единственный порож- 
дающий идемпотент. 

Следование 1) = 2) доказано. 

Докажем следование 2) = 3). 

Пусть каждый главный правый или левый идеал полугруппы © имеет 
единственный порождающий идемпотент. Докажем, что полугруппа 5 
инверсна. 

В параграфе «Главные правый и левый идеалы от регулярного эле- 
мента, образуются идемпотентами» доказана, теорема, о том, что условие 
«главный правый идеал имеет порождающий идемпотент» эквивалент- 
но тому, что элемент, порождающий главный правый идеал, регулярен. 
В нашем случае в полугруппе 5 любой элемент порождает главный пра- 
вый идеал, который имеет порождающий идемпотент. Следовательно, 
в полугруппе 5 все элементы регулярны. 

В параграфе «У регулярного элемента, всегда есть инверсный» до- 
казана, теорема, соответствующая названию. Раз в полугруппе 5 все 
элементы регулярны, то они имеют инверсный элемент. 

Чтобы доказать, что полугруппа 5 инверсна, нам осталось доказать, 
что у любого элемента инверсный элемент единственен. 

Допустим, это не так: существует элемент а Е 5, у которого имеется 
два разных инверсных элемента, В и с: 

ара = а, баб = 6, 

аса = а, сас = с. 

В параграфе «Главные правый и левый идеалы от регулярного эле- 
мента, образуются идемпотентами» доказаны теоремы о том, что если 
а = ата, то е = ат — идемпотент, для которого а/51 = еб", } = ха — 
идемпотент, для которого 5 А т 

В нашем случае из аба = а и аса = а следует, что аб и ас — идемпо- 
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тенты, для которых 


або =, 
Ба и са — идемпотенты, для которых 
оба=ойео ей. 


Так как в полугруппе 5’ у главного идеала имеется только один по- 
рождающий идемпотент, то 

из або = ас следует аб = ас, 

из оба = оса следует фа = са. 

Используем полученные равенства: 

о-ва: 00) = ас) == вас = ва) с=<ае==е: 

Получается, что элементы 6 и с одинаковые, хотя мы их вводили 
разными. Допущение, что у некоторого элемента из 5 есть более одно- 
го инверсного элемента, приводит к противоречию. Следовательно, у 
каждого элемента из 5 имеется единственный инверсный элемент, что 
означает, что полугруппа 5 инверсна. 

Следование 2) = 3) доказано. 

Докажем следование 3) = 1). 

Пусть 5 — инверсная полугруппа. Докажем, что она регулярна и 
любые её идемопотенты коммутируют друг с другом. 

В параграфе «Инверсные элементы» доказано утверждение о том, 
что если у элемента есть инверсный, то этот элемент регулярен. В ин- 
версной полугруппе по определению каждый элемент имеет инверсный. 
Следовательно, каждый элемент в инверсной полугруппе регулярен, и 
вся полугруппа 5’ регулярна. 

В параграфе «В инверсной полугруппе идемпотенты коммутируют» 
доказана, теорема, соответствующая названию. Таким образом, полу- 
группа 5 регулярна и любые два её идемпотента коммутируют. 

Следование 3) = 1) доказано. 

Мы доказали по цепочке следования 1) = 2) = 3) = 1). Значит, 
условия 1), 2), 3) эквивалентны. Теорема доказана. 


а а о - 


1 


Обозначение. а“ — элемент, инверсный к элементу а. 
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Утверждение. В инверсной полугруппе для любого элемента, а вы- 
полняется равенство: 

(а ') ие 

Доказательство. Возьмём в инверсной полугруппе произвольный эле- 
мент а. В инверсной полугруппе, по определению, любой элемент имеет 
единственный инверсный к нему элемент. У элемента а инверсный эле- 


1 тоже должен быть единственный 


мент обозначается а". У элемента а_ 
инверсный элемент. Этим элементом является а (инверсность опреде- 
ляется взаимно для двух элементов, то есть, если первый инверсен ко 
второму, то и второй инверсен к первому). Инверсный к а" элемент 
можно обозначить 1. ‚ Таким образом, 

(а ') а 

Утверждение доказано. 

Утверждение. Для любых двух элементов а и 6 инверсной полугруп- 
пы выполняется равенство: 

о 

Доказательство. Возьмём в инверсной полугруппе произвольные два 
элемента а и 6. Их инверсные элементы записываются а! и 6". Выпи- 
шем определяющие инверсность равенства для этих элементов: 

аа =. а ао 

В БЕ». бо 


Лемма. Элемент 61а 1 


является инверсным к элементу а6. 

Доказательство. Докажем определяющие инверсность равенства, для 
элементов аб и 6 ‘а '. Начнём с выражения 

(а) (6 'а`') (аб). 

Переставим скобки: 

(а) (Та) (аб) = а) (аа). 

В параграфе «Идемпотенты, образованные регулярным элементом» 
доказано утверждение, что если ата = а, то элементы е =ати } = та 


являются идемпотентами. В нашем случае имеется равенство аа Га == 


Тиа "а являются идемпо- 


а, из которого следует, что элементы аа” 
тентами. Аналогично из 96 'Ъ = В следует, что элементы 91 и Б 
являются идемпотентами. 


В параграфе «В инверсной полугруппе идемпотенты коммутируют» 
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доказана теорема, соответствующая названию. Следовательно, идемпо- 


тенты 47! иа ‘а можно переставлять друг с другом: 


а(56``) (а 'а)6 = а(а а) (75. 

Переставим скобки: 

а(а`"а) (6 ®Ь = (ааа). 

В каждой из скобок находится выражение из определяющих инверс- 
ность равенств. Левое выражение равно а, а правое 6: 

(аа 'а) (657) = а. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения (а6)(5`'а` ')(а6) к 
выражению аб. Следовательно, эти выражения равны: 

(аб) (Та) (аб) = аб. 

Первое определяющее инверсность равенство мы доказали. Осталось 
доказать второе. Начнём с выражения 

а а) 

Переставим скобки: 

[а бара 

Выше мы уже установили, что элементы а "а и №7" являются идем- 
потентами и коммутируют: 

О 

Переставим скобки: 

ааа а о) 

В каждой из скобок находится выражение из определяющих инверс- 
НОСТЬ и. Левое выражение равно в. а, правое а: 

о о бе 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения (6 'а/ ') (аб) (67 'а`') 
к выражению 61а". Следовательно, эти выражения равны: 

а — та 

Мы доказали второе определяющее инверсность равенство. Таким 


-1 инверсны. Лемма доказана. 


образом, элементы аби 6 "а 
У элемента аб есть два инверсных элемента: (46) и Б'а-'. В ин- 
версной полугруппе, по определению, у каждого элемента инверсный 
элемент единственный. Следовательно, элементы (а6)7" и 6'а`' рав- 
ны друг другу: 
а 00 
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Утверждение доказано. 


234 беп 9 = 5е| 


Теорема. Пустьеи } — идемпотенты инверсной полугруппы ©. Тогда 
бепоф = ое}. 

Доказательство. Докажем включение бепП о} С 5е]. 

Возьмём в множестве бе П 5} произвольный элемент а: 

аебепь }{. 

Так как элемент а принадлежит пересечению множеств бе ПП 5 [, то 
а принадлежит каждому множеству из пересечения: 

ае бе, аеЕъ5]{. 

Все элементы множества бе имеют вид зе, где $ Е ©. Так как а 
принадлежит множеству бе, то а имеет вид $е, где з Е ©. Аналогично, 
из принадлежности а Е 5} следует, что а имеет вид 3'}, где з' Е 5. В 
итоге 

Че: 1 

Умножим элемент а на е справа: 

ае = (зе)е = з(ее) = зе = а. 

Умножим элемент а на } справа: 

а = (Р-Р за. 

Таким образом, мы имеем два равенства: 

ае-= а. Е: 

Из этих двух равенств следует равенство 

ае а Е, 

Получается, что элемент а имеет вид ае}. Значит, он принадлежит 
множеству бе]: 

аеоЕ]. 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент а из множества 5бе п 
5] принадлежит множеству бе}. Следовательно, все элементы из мно- 
жества бе По { принадлежат множеству бе}, что означает включение 

его сое: 

Включение доказано. 


Докажем обратное включение бе} С беп 5]. 
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Возьмём в множестве бе} произвольный элемент а. Все элементы 
множества ое} имеют вид зе}, где зе ©. В том числе элемент а имеет 
такой вид: 

а = зе}, гезе 5. 

В параграфе «В инверсной полугруппе идемпотенты коммутируют» 
доказана теорема, соответствующая названию. Г ие— это идемпотенты 
в инверсной полугруппе, следовательно, мы можем поменять их места- 
ми: 

пе = 90: 

Так как элемент а имеет вид (8})е, где 3} Е 5, то он принадлежит 
множеству бе: 

ае ое. 

Так как элемент а имеет вид (зе) |, где зе Е 5, то он принадлежит 
множеству ©]: 

аеЕо}. 

Раз элемент а принадлежит одновременно множествам бе и ©, то 
он принадлежит их пересечению: 

аеоепь }. 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент а из множества бе} 
принадлежит множеству еп о}. Следовательно, все элементы множе- 
ства ое} принадлежат множеству ое П © {, что означает включение 

ее 

Обратное включение доказано. 

Из противоположных включений 

оепогсрЕ:. оегеоетьг 

следует равенство 

бепо}ф = ое}. 


Теорема доказана. 
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ГЛАВА 24 


Сохранение свойств прямыми 
произведениями 


Определение. 5х Т — прямое произведение группоидов 5 и Т — это 
множество всех пар ($, #) элементов $ Е 5, ЁЕ Т, на которых определена 
бинарная операция следующим образом: 

ВЕ = (39.8) 

для всех 3, 5' Е би БЁЕТ. 


24.1 Сохранение замкнутости бинарной операции 


Теорема. Прямое произведение группоидов является группоидом. 

Доказательство. Пусть © и Т — группоиды. Докажем, что 5 ХТ явля- 
ется группоидом. Для этого нам нужно доказать замкнутость бинарной 
операции на множестве 5х Т. 

Возьмём в множестве 5х Т два произвольных элемента ($, #) и (5',#): 

(3,№), (3, К) Е бХТ, где 8, 'ЕБ,ЬЪЕЕТ. 

Так как множества, 5 и Т являются группоидами, то в них бинарная 
операция замкнута, то есть, произведение элементов множеств 5 и Т 
принадлежит им же самим: 

8'Е5, НЕТ. 

Отсюда элемент (55', #) принадлежит прямому произведению 5 ХТ: 

(33, еЕЗхХТ. 

Таким образом, произведение любых двух элементов ($, 5') и (В#) 
из прямого произведения 5 х Т принадлежит этому же произведению. 
Следовательно, бинарная операция на множестве 5х Т замкнута, и 
прямое произведение группоидов является группоидом. Теорема, дока- 
зана. 


465 


24.2 Сохранение ассоциативности 


Теорема. Прямое произведение полугрупп является полугруппой. 

Доказательство. Пусть © и Т — полугруппы. Докажем, что 9х Т 
является полугруппой. 

Сохранение замкнутости бинарной операции было доказана, в преды- 
дущем параграфе. Осталось доказать сохранение ассоциативности. 

Возьмём в прямом произведении полугрупи 5 х Т произвольные три 
пары ($1, #1), (52,5), (83, 3): 

(31, #1), (52, 5), (53, #3) еЕбхТ. 

Рассмотрим произведение трёх пар, первые две из которых заключе- 
ны в скобки: 

((31, #1) (82, 5)) (83, 83). 

Перемножим пары внутри скобки: 

(31, #1) (82, 5)) (83, 83) = (8182, #1, 82) (83, 83). 

Перемножим получившиеся две пары: 

($182, #1, #2) (83, #3) = ((8182)83, (#12)#3). 

Элементы 3; и & являются элементами полугруппы, поэтому ассоци- 
ативны. Воспользуемся ассоциативностью для преобразования пары: 

((5182)53, (#182)Ё3) = (31(8283), #1 (#283)). 

Разложим получившуюся пару на произведение пар: 

(51(8283), #1(1283)) = (31, #1) ($283, 58). 

Разложим вторую пару на произведение пар: 

(51, #1) (8283» 283) = (81,1) (82, 2) (83, 83). 

В итоге получаем равенство 

(51, 21)(82, #2)) (83,13) = (51,81)((82, 5) (83,83)). 

Ассоциативность доказана. Следовательно, прямое произведение двух 
полугрупп является полугруппой. Теорема доказана. 


24.3 Сохранение простоты справа 


Напоминание. 
Правый идеал — это подмножество А в полугруппе © такое, что Аб С 


А. 
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Простая справа полугруппа, — это полугруппа, не имеющая собствен- 
ных правых идеалов (собственный идеал — это идеал, не совпадающий 
со всей полугруппой). 

Теорема. Прямое произведение простых справа полугрупп является 
простой справа полугруппой. (Аналогично формулируется и доказывал 
ется для простых слева полугрупп.) 

Доказательство. Пусть © и Т — простые справа полугруппы. Рас- 
смотрим их прямое произведение 5 х Т. Возьмём 5 х Т произвольный 
правый идеал А: 

еж: 

Возьмём в идеале А какой-нибудь элемент ($,%): 

(3 ЕЛА. 

Лемма. (3,1) (5 хТ) =5хТ. 

Доказательство. Умножим элемент (5,#) на 5 х Т справа, получаем 
правый идеал 

аи 

$5 — это правый идеал простой справа полугруппы 5’, следовательно, 
он совпадает со всей полугруппой: 


о. 
Аналогично 
УВ, 


Таким образом, правый идеал 

т а 

совпадает со всей полугруппой 5 х Т. Лемма доказана. 

Мы выбрали элемент (5,#) из правого идеала АД: 

(3 ЕЛА. 

Умножим обе части этого включения на полугруппу 5 х Т справа: 

($26 ХТ СА ХТ). 

Множество в левой части включения, как мы установили в лемме, 
равно 5 х Т. Множество в правой части включения, по определению 
идеала, включается в А: 

А($хТ) СА. 

Из равенства 5 х Т = (3,0 (5 х Т) и включений (5,1) (5 х Т) С 
А(5 хТ) С А получаем включение 
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ЮХТСА. 

И при этом А является подмножеством 6х Т: 

ео 5 

Из противоположных включений 

ое пох т 

следует равенство 

А=бхТ. 

Мы выбирали правый идеал А произвольно, следовательно любой 
правый идеал в полугруппе 5 х Т равен всей полугруппе. То есть, 
в полугруппе $ х Т нет собственных правых идеалов. Это означает, 
что прямое произведение простых справа полугрупи является простой 
справа полугруппой. Теорема доказана. 


24.4 Сохранение свойства левых сокращений 


Напоминание. Полугруппа с левыми сокращениями — это полугруппа, 
для любого элемента а которой выполняется правило: если ах = а4, то 
НЕ 

Теорема. Прямое произведение полугрупп с левыми сокращениями 
является полугруппой с левыми сокращениями. (Аналогично форму- 
лируется и доказывается для полугрупп с правыми сокращениями.) 

Доказательство. Пусть 5 и Г — полугруппы с левыми сокращениями. 
Рассмотрим их прямое произведение 5 х Т. Возьмём в произведении 
5х Т произвольный элемент (3,1): 

(3 НЕЗХТ. 

Рассмотрим тождество 

($0х = (3,0. 

Так как т, у Е о ХТ, то их следует записать в виде пары элементов: 

х = (71,22), У=(/, 2). 

Наше тождество принимает вид 

(5,1) (1, 22) = (8,8) (1, 2). 

Воспользуемся правилом перемножения пар в прямом произведении, 
тождество переходит в 

(521, Ву5) = (825, 82). 
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Откуда следует 

$11 = 819, ИЛ = Ир. 

Первое тождество состоит из элементов полугруппы 5, а второе из 
элементов полугруппы Т. В этих полугруппах выполняется свойство 
левых сокращений, поэтому 

1 = 22, И-У. 

Отсюда пары (71, у1) и (12, у2) равны: 

(71, ул) = (22, 2). 

То есть, из тождества (з3,Клт = (5,Ку для произвольного элемента 
(5, Ё) мы пришли к тождеству 1 = у. А это и есть определение свойства 
левых сокращений. Мы доказали, что прямое произведение полугрупп с 
левыми сокращениями является полугруппой с левыми сокращениями. 
Теорема доказана. 
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ГЛАВА 25 


Правые группы 


Определение. Правая группа 5’ — это простая справа полугруппа, с ле- 
выми сокращениями. 


25.1 Правые группы и решение уравнений 


Теорема. Для полугруппы 5 эквиваленты два, свойства: 

1) © является правой группой; 

2) для любых элементов а, 6 Е 5 уравнение ал = 6 имеет единствен- 
ное решение в ©. 

Доказательство. Докажем сначала в одну сторону. Пусть выполня- 
ется первое свойство: 5 является правой группой. Возьмём в правой 
группе 5 произвольные два элемента, а и 6: 

а6ЕХ. 

Рассмотрим уравнение 

@:=0: 

Докажем существование решения. 

Так как правая группа 5 проста справа, то правый идеал аб совпадет 
со всей полугруппой: 

Ч =. 

Это значит, что умножая элемент а на элементы из 5 справа, можно 
получить любые элементы из 5, в том числе элемент 6. Поэтому суще- 
ствует такой элемент 1 Е 5, что ах = 6. То есть, уравнение ах = В 
имеет решение. Существование решения доказано. 

Докажем единственность решения. 

Допустим, что в уравнении ал = 6 есть два разных решения 11 и 12. 
Таким образом, 

РЕ ба, 

Правая группа по определению является полугруппой с левыми со- 
кращениями, поэтому из равенства, 451 = ато следует равенство 

1 = 52. 
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Хотя мы предполагали, что решения разные. Допущение о неедин- 
ственности решения уравнения ах = 6 приводит к противоречию с са- 
мим собой. Следовательно, решение уравнения ах = 6 единственно. 
Единственность доказана. 

Мы доказали, что в правой группе для любых элементов а и 6 урав- 
нение ах = 6 имеет единственное решение. 

В одну сторону теорема доказана, докажем в другую. 

Пусть для любых элементов а,6 из полугруппы 5 уравнение ах = 
Ь имеет единственное решение. Докажем, что полугруппа 5 является 
правой группой. Для этого докажем оба определяющих свойства правой 
группы для полугруппы о. 

1) Простота, справа. 

Допустим, что полугруппа 5 непроста справа. Тогда в © существует 
собственный правый идеал А: 

АСУ, АСА. 

Возьмём в идеале А произвольный элемент а: 

ае А. 

Умножим обе части включения а Е А на © справа: 

ао С Ах. 

Из двух включений аб С Аб и АБ С А следует включение 

ао С А. 

Так как идеал А собственный, то в © должен быть элемент 6, который 
не принадлежит Д: 


БЕЗ, БФ А. 
Так @5 находится внутри А, то элемент 6 не принадлежит и а5 тоже: 
фе а5. 


То есть, умножая элемент а на элементы из 5, нельзя получить эле- 
мент 6. Таким образом, в 5 отсутствует элемент х такой, что ах = 6. 
То есть, уравнение ах = 6 не имеет решений. Но по второму условию 
теоремы уравнение ат = 6 должно иметь решение. Значит, допуще- 
ние правой непростоты приводит к противоречию со вторым условием 
теоремы. Следовательно, из второго условия теоремы следует простота 
справа. Простота справа, доказана. 

2) Свойство левых сокращений. 


4Т1 


Возьмём в полугруппе 5 произвольный элемент а: 

аею. 

Рассмотрим равенство 

ат = ау. 

Если рассматривать это равенство как уравнение ах = 6, где в ка- 
честве 6 стоит элемент а, то приходим к выводу из второго условия 
теоремы, что 1 — это единственное решение уравнения ах = а. Но если 
вместо 5 в уравнение подставить у, уравнение будет удовлетворено: 

ау = ау. 

То есть, уравнение ал = ау имеет два решения: 1 и 9. Так как решение 
единственно, то 

= У. 

Мы пришли к формулировке свойства, левых сокращений: для произ- 
вольного а Е © из ах = ау следует х = у. Свойство левых сокращений 
доказано. 

В итоге мы доказали, что из второго условия теоремы следуют все 
определяющие свойства правой группы. В другую сторону теорема, до- 
казана. Теорема доказана. 


25.2 Полугруппа правых нулей является правой 
группой 


Определение. Полугруппа правых нулей — это полугруппа, для любых 
элементов т и у из которой выполняется равенство ху = у. (Любой 
элемент справа замещает элемент слева.) 

Утверждение. Полугруппа Ё правых нулей является правой группой. 

Доказательство. 1) Докажем простоту справа. 

Возьмём в полугруппе Е произвольный правый идеал Д: 

АСЕ. 

По определению правого идеала, для него выполняется включение 

АЕСА. 

Возьмём в идеале А элемент х: 

ТЕЛА. 
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Рассмотрим произведение тЁ. 

Лемма. хЁ = В. 

Доказательство. Для любого у Е Ё выполняется равенство 14/ = у. 
Умножая элемент т на все элементы из Ё, мы можем получить все 
элементы полугруппы Е. Следовательно, в произведении ТЁ присут- 
ствуют все элементы из Ё, то есть хЁ = Е. Лемма доказана. 

Умножим обе части принадлежности 1 Е А на полугруппу Е справа, 
получаем включение 

ЕС АЕ. 

Так как В = Ё, мы можем заменить тЁ на В: 

ЕС АЕ. 

Для произведения АЕ выполняется включение АЕ С А, так как А 
— правый идеал. Из двух включений Е С АРи АЕ С А следует 
включение 

ЕСА. 

И в то же время множество А является подмножеством всей полу- 
группы В: 

АСЕ. 

Из противоположных включений следует равенство 

А=Е. 

Таким образом, любой правый идеал в полугруппе нулей Ё совпадает 
со всей полугруппой, собственных правых идеалов нет. Простота справа 
доказана. 

2) Докажем свойство левых сокращений. 

Возьмём в полугруппе Ё произвольный элемент 5: 

еле. 

Рассмотрим равенство 

АЕ 

По определению полугруппы правых нулей, 

Оф ь АЕ 

Таким образом, равенство 2х = 2у переходит в равенство т = у. 
Свойство левых сокращений доказано. 

Все определяющие свойства правой группы для Е доказаны. Следо- 
вательно, полугруппа правых нулей Ё является правой группой. 'Тео- 
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рема доказана. 


25.3 Разложение правой группы на группу и 
полугруппу правых нулей 


Теорема. Пусть © — полугруппа. Тогда следующие условия для неё 
эквивалентны: 

(1) 5 — это правая группа; 

(1) 5 проста, справа и содержит идемпотент; 

(11) 5 есть прямое произведение С'х Е группы С и полугруппы пра- 
вых нулей В. 

Доказательство. (1) = (1). Пусть 5 является правой группой. Дока- 
жем, что 5 проста справа и содержит идемпотент. 

Правая группа проста справа по определению. Осталось доказать 
лишь, что она содержит идемпотент. 

Возьмём в полугруппе 5 какой-нибудь элемент а: 

аео. 

Рассмотрим правый идеал аб. Так как полугруппа 6 проста, справа, 
то правый идеал совпадает со всей полугруппой: 

аб = 5. 

Таким образом, умножая элемент а на элементы из 5 мы можем 
получить все элементы из 5, в том числе сам элемент а. То есть, в аб 
существует произведение элементов ае, которое равно а: 

ае = а. 

Так как элементы а и ае равны, мы можем заменять в формулах 
элемент а на ае. Проделаем эту процедуру два раза: 

а = ае = (аезе = ае?. 

Правая группа 5 по определению обладает свойством левых сокра- 


щений. Поэтому из равенства ае = ае? следует 


е=е". 
А это есть определение идемпотента. Мы нашли в 5 идемнотент. (1) 


=> (п) доказано. 
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(1) = (11). Пусть 5 проста справа и содержит идемпотент. Докажем, 
что © С/х Е, где С — группа, а Е — полугруппа, правых нулей. 

Обозначение. Е — множество всех идемпотентов полугруппы 5. 

Так как по условию (1) в полугруппе содержится идемпотент, то мно- 
жество Ё непусто: 

Е = 5. 

Лемма. Пусть 5 — простая справа полугруппа. Тогда все идемпотен- 
ты в полугруппе 5 являются левыми единицами. 

Доказательство. Возьмём в полугруппе 5 произвольный идемпотент 


еЕ5. 
Полугруппа 5 проста справа — это означает, что у неё нет собствен- 
ных правых идеалов. Следовательно, правый идеал еб равен всей по- 


лугруппе: 
0, 
Возьмём в полугруппе 5 произвольный элемент а: 
аЕюо =е0. 


Так как а принадлежит еб, то он равен некоторому произведению 

а = еБ, гебЕер. 

Умножим элемент а на идемпотент е слева и воспользуемся равен- 
ством а = еб: 

ва = е(еб) = е?6 = еб = а. 

В итоге получается равенство 

еа = а. 

Таким образом, при умножении произвольного элемента а Е © на 
произвольный идемпотент а © 5 слева, элемент а сохраняется. То есть, 
е является левой единицей в полугруппе 5. Так как идемпотент е вы- 
бирался произвольно, то все идемпотенты полугруппы 5 являются ле- 
выми единицами. Лемма, доказана. 

Лемма. Ё является полугруппой правых нулей. 

Доказательство. Мы определили Ё как множество всех идемпотентов 
полугруппы 5. По предыдущей лемме все идемпотенты из множества 
Е являются левыми единицами в полугруппе 5. То есть, для любого 
а Е © и любого е Ее Е выполняется равенство еа = а. Так как Е 
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состоит из элементов в ©, то для его элементов тоже выполняются такие 
равенства: 

е} = Г для любых е, ЕЁ. 

Получается, каждый правый элемент из Ё замещает левый, а это 
есть определение полугруппы правых нулей. Таким образом, Ё — по- 
лугруппа правых нулей. Лемма доказана. 

Лемма. 5 — полугруппа с левым сокращением. (Из этой леммы также 
следует (п)=(!), потому что правая простота с левыми сокращениями 
означает правую группу.) 

Доказательство. Пусть выполняется равенство са = сб (а, 6, се 5). 
Чтобы доказать свойство левых сокращений, нужно доказать, что из 
этого равенства следует равенство а = 6. 

Рассмотрим произведение сб, являющееся правым идеалом. Так как 
полугруппа 5 проста справа, то правый идеал сб совпадает со всей 
полугруппой: 

ее 

Возьмём в множестве идемпотентов Ё произвольный идемпотент [: 

ТЕЕ. 

Идемпотент } принадлежит полугруппе 5, а значит принадлежит 
произведению ср: 

ео. 

Из принадлежности ] Е сб следует возможность представить | в 
виде произведения элементов: 

} = сх для некотрого х Е 5. 

Рассмотрим теперь произведение тс, которое обозначим буквой е: 

СИС. 

Подлемма. е — идемпотент. 

Доказательство. Возведём е в квадрат: 

е? = тсхс. 

Заменим ст в середине на идемпотент {: 

ОО ВСС 

Идемпотент }] является левой единицей, поэтому сохраняет множи- 
тель справа: 

ее. 
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тс, по определению, равен е. Таким образом, через цепочку равенств 


мы пришли от е? ке, что означает, что эти элементы равны: 


2” 

Это равенство является определяющим свойством идемпотента, по- 
этому е — идемпотент. Подлемма, доказана. 

Выше мы установили, что любой идемпотент в полугруппе 5 являет- 
ся левой единицей, в том числе идемпотент е является левой единицей. 
А значит, е сохраняет элемент а: 

а = еа. 

Подставим в произведение еа определение для е: е = тс: 

еа = тса. 

В начале леммы мы ввели равенство са = сб, мы можем им восполь- 
зоваться для замены са в формуле: 


2са =256: 

Теперь можно заменить тс обратно на е: 

хсь = е6. 

И воспольуемся фактом, что е — левая единица: 
еб = 6. 


Через цепочку равенств мы пришли от элемента а к элементу 6, а 
значит они равны: 

ЕЙ: 

В игоге мы от равенства са = сб пришли к равенству а = БВ, что 
означает наличие свойства левых сокращений в полугруппе 5. Лемма 
доказана. 

Возьмём в множестве идемпотентов Ё идемпотент е: 

ее Ё 

(здесь идемпотент е мы определяем заново, не путать с обозначением 
в предыдущей лемме). Умножим на него полугруппу © слева, получаем 
ое. 

Лемма. бе — подполугруппа, в которой е является правой и левой 
единицей. 

Доказательство. Произведение элементов из полугруппы © даёт эле- 
менты из этой же полугруппы. Произведение 55 состоит из произведе- 
ний элементов полугруппы ©, следовательно 


И 


ме. 

Умножим обе части этого включения на, элемент е справа: 

боес ое: 

Это включение означает, что множество бе является левым идеалом. 
Любой идеал является подполугруппой, значит и юе тоже. 

Любой элемент из 6е имеет вид произведения элементов зе, гдез Е 5. 
Мы можем умножить любой элемент зе Е 5е на е справа и получим 
тот же самый элемент: 

(зе)е = з(ее) = зе. 

То есть, идемпотент е сохраняет левые множители из подполугруппы 
ое. Это означает, что е является правой единицей в подполугруппе 5е. 
Также мы знаем, что любой идемпотент в полугруппе 5 является левой 
единицей, в том числе е. Таким образом, е является одновременно левой 
и правой единицей в бе. Лемма доказана. 

Лемма. В подполугруппе 5е любой элемент имеет правый обратный 
относительно идемпотента е. То есть, для любого элемента а Е 5е су- 
ществует а ГЕ 5е такой, что аа "= е. 

Доказательство. Возьмём в подполугруппе 5е произвольный элемент 
а: 

ае ое. 

Так как полугруппа 5’ проста справа, то правый идеал аб равен всей 
полугруппе: 

ао =. 

Из этого следует, что, умножая элемент а на элементы полугруппы 
©, можно получить любой элемент из полугруппы ©, в том числе е. 
Таким образом, в © существует элемент 1 такой, что 

ат =е. 

х является правым обратным для элемента а во всей полугруппе ©. А 
нам нужно доказать, что есть правый обратный внутри подполугруппы 
ое. Умножим обе части равенства, на е справа: 

ате = ее = е. 

Выражение ате можно воспринимать как умножение элемента а на 
элемент хе справа. При этом получается единица: 

@ (Ее: 
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То есть, элемент те является правым обратным для элемента, а. И 
в то же время хе принадлежит подполугруппе бе. Таким образом, мы 
нашли в полугруппе 5е правый обратный элемент к элементу а. Мы вы- 
бирали элемент а Е 5е произвольно, значит, все элементы в 5е имеют 
правые обратные. Лемма доказана. 

Лемма. ое является подгруппой полугруппы 5. 

Доказательство. Мы доказали, что бе является подполугруппой, она 
имеет двустороннюю единицу, и каждый элемент в ней имеет правый 
обратный. Осталось доказать, что правый обратный элемент являет- 
ся левым обратным. Это последнее свойство группы, которое нужно 
доказать. 

Возьмём произвольный элемент а Е бе. Он имеет правый обратный 


= 1 


а ``, так что выполняется равенство аа `` = е. Рассмотрим произведение 


а 'а. Умножим его на себя, получаем 

(бе аба5а о 

Выражение в скобках аа ' равно е. Заменим это выражение на е и 
учтём, что единица сохраняет множители слева и справа: 

а ‘а а-=а зая. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения (а`'а)? к выра- 
жению а "Га, следовательно, они равны: 

[а 0. 

Это равенство является свойством идемпотента. Любой идемпотент в 
© является левой единицей. Но в подполугруппе 5е элемент е является 
двусторонней единицей. А двусторонняя единица единственна и равна 
любой односторонней единице. Значит, 

а а=е 

Этим мы доказали, что правосторонний обратный элемент а ' явля- 
ется также левосторонним. Мы доказали последнее свойство группы. 
Следовательно, бе — группа. Лемма доказана. 

Из последней леммы следует, что любой идемпотент е из множества 
всех идемпотентов Ё образует подгруппу бе. 

Пусть 9 — идемпотент из множества идемпотентов Е. Группу 59 


обозначим через С: 


а = 54. 
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Определим отображение ф прямого произведения сх Е в ©, полагая 

(а, е)ф = ае, геаЕС,е ЕЁ. 

(Пару элементов из прямого произведения гомоморфизм отображает 
в обычное полугрупповое произведение.) 

Лемма. ф — гомоморфизм. 

Доказательство. Нам нужно доказать определяющее свойство гомо- 
морфизма (аб)ф = (аф) (64). 

Элемент из прямого произведения С’х Е имеет вид пары (а, е), где 
аеС,еЕ Е. Возьмём в множестве (С х Е два произвольных элемента 
(ал, е1) И (а2, е2): 

(а1, е1), (42, е2) еЕесхёЕ. 

Перемножим их по правилу умножения элементов прямого произве- 
дения полугрупп: 

(ал, ел) (а2, е2) — (ала2, е1е2). 

Подействуем на этот элемент отображением ф: 

(алаз, е1е2)ф = алазеле2. 

Это выражение является результатом действия отображением ф на 
произведение (ал, ел) (аз, е2): 

((аз, е1)(а2е2))ф = алазете. 

Теперь подействуем на пары (а1, е1) и (а2, е2)} отображением ‹ф по от- 
дельности, и потом перемножим, чтобы сравнить с предыдущим ре- 
зультатом. 

(ал, е1)ф = ме1, (а2, ез)ф = аэе2. 

Перемножим эти элементы: 

(ал, е1) (аз, е›)ф = алазете. 

Получается, что выражения ((а1, е1)(а2е2))ф и (ал, ет) Ф(а2, е›)ф равны 
одному и тому же элементу а1аэете2, следовательно, они равны: 

((ал, ет) (азе2))ф = (а1, е1)$(аэ, ез)ф, 

а, это и есть свойство гомоморфизма, которое требовалось доказать. 
Лемма доказана. 

Лемма. Отображение ф взаимно однозначно. 

Доказательство. Докажем определяющие свойства взаимной одно- 
значности соответствия. 

1) Задействованность всего множества, (хх Е в отображении. 
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Для любого элемента (а,е) из (С х Е существует образ, равный ае. 
Следовательно, всё множество С х Е задействовано в соответствии. 
Первое свойство доказано. 

2) Задействованность всего множества 5 в отображении. 

Нужно доказать, что любой элемент из 5 имеет прообраз в множестве 
ахЕ. 

Возьмём в множестве 5 произвольный элемент в: 

3Е 5. 

Полугруппа $5, по условию теоремы, проста справа, следовательно, 
любой правый идеал совпадает со всей полугруппой, в том числе пра- 
вый идеал 85: 

Ве. 

Из этого равенства следует, что, умножая элемент $ на элементы из 5 
справа, можно получить любые элементы из 5, в том числе сам элемент 
3: 

зе = $ для некоторого элемента е Е 5 

(мы пока что не доказали, что е идемпотент, но сейчас докажем). 
Умножим равенство зе = 3 на элемент е справа: 

зее = зе. 

Выше мы доказали, что © является полугруппой с левыми сокраще- 
ниями. Поэтому из равенства, зее = зе следует равенство 

ее =е, 

что означает, что е является идемпотентом, а значит принадлежит 
множеству В: 

ее в. 

Таким образом, элемент 5 выражается в виде произведения 5е: 

$ = 5е. 

Напомню, что в подгруппе С элемент д является единицей. Идемпо- 
тент д принадлежит множеству всех идемпотентов Ё: 


ЕВЕ. 

Так как Ё является полугруппой правых нулей, то имеется равенство: 
де =е. 

Заменим в равенстве $ = зе элемент е на де: 

3 = 8де = (89)е. 
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Элемент 54 принадлежит подгруппе 5 д = С. Таким образом, элемент 
$ представляется в виде 

3 = (59)е, где 39 ЕС, е ЕЁ, 

и поэтому является образом пары (59, е) Е СХ Е при отображении ф. 
Мы нашли прообраз для произвольного элемента, $ из 5. Следователь- 
но, все элементы в © задействованы в соответствии. Второе свойство 
доказано. 

3) Однозначность в сторону образа. 

Отображение ф любому элементу (а, е) ставит лишь один элемент ае. 
Это означает, что отображение ф однозначно в сторону образа. Третье 
свойство доказано. 

4) Однозначность в сторону прообраза. 

Допустим, что у некоторого элемента, из 5 имеется два разных эле- 
мента из ах Е в качестве прообраза. То есть, два элемента (а1, е1) и 
(42, е2) из @ х Е отображаются в один и тот же элемент: 

(ал, е1) р = (а2, е2). 

Отображение ф отображает пары элементов в их произведение, по- 
этому предыдущее равенство переходит в равенство 

а1е1 = а52е>. 

Напомню, что единицу группы С мы обозначили буквой 9. Умножим 
обе части равенства на, д справа: 

@1е19 = а2е20. 

В полугруппе 5 все идемпотенты являются левыми единицами и со- 
храняют множители справа, то есть е1д = ди еэд = 49. Наше равенство 
принимает вид 

@19 — 429. 

Групповая единица, д не изменяет элементы группы при умножении. 
Поэтому 

ал = @2. 

Так как в равенстве а1е1 = а2е›з элементы а1 и а2 одинаковые, то 
мы можем воспользоваться доказанным свойством левых сокращений 
в полугруппе 5: из а1е1 = але следует 

е1 = 62. 

Из равенств а1 = а2 ие! = е> следует равенство пар 
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(ал, е1) = (а2, е2), 

хотя мы предполагали эти пары разными. Допущение наличия двух 
разных элементов в прообразе некоторого элемента из 5 приводит к 
противоречию. Следовательно, прообразы всех элементов из 5 состоят 
ровно из одного элемента. Отображение ф однозначно в сторону про- 
образа. Четвёртое свойство доказано. 

Все свойства взаимной однозначности для отображения ф доказаны, 
значит отображение ‹ф взаимно однозначно. Лемма доказана. 

Итак, ф — это взаимно однозначный гомоморфизм, то есть, изомор- 
физм С х Е на 5. Полугруппа 5 изоморфна прямому произведению 
сх Е, что является условием (11) теоремы, которое и требовалось до- 
казать. Следование (1)=(1) доказано. 

Докажем. (11) = (1). Пусть полугруппа 5 есть прямое произведение 
ах Е группы С и полугруппы правых нулей Е. Докажем, что 5 яв- 
ляется правой группой. 

В главе «Сохранение свойств прямыми произведениями» в парагра- 
фах «Сохранение простоты справа» и «Сохранение свойства, левых со- 
кращений» доказаны теоремы о том, что прямое произведение сохра- 
няет правую простоту и свойство левых сокращений, поэтому прямое 
произведение правых групи является правой группой. 

В параграфе «Полугруппа правых нулей является правой группой» 
доказана теорема, соответствующая названию. 

Группа является правой группой, потому что она проста справа, (в 
группе нет никаких идеалов), и есть свойство левых (и правых тоже) 
сокращений. (Левые сокращения легко доказываются, нужно просто 


равенство са = с6 домножить на с! 


а = 6.). 


Так как прямое произведение двух правых групи является правой 


слева, и оно перейдёт в равенство 


группой и Е, С’ — правые группы, 5 = С'х Е также есть правая группа. 
Следование (11)= (1) доказано. 

Мы доказали по циклу цепочку следований (1)=(1)=(1)=(}. А зна- 
чит, все условия (1), (п) и (111) эквивалентны. Теорема, доказана. 
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ГЛАВА 26 


Бинарные отношения 


26.1 Определение бинарного отношения 


Определения. 

Х х Х — декартов квадрат множества Х — это множество всех пар 
(а,6), геа, 6 Е Х. 

Бинарное отношение р на множестве Х — это подмножество декар- 
това квадрата Х х Х множества Х: 

рсххх. 

Обозначение. арб — элемент а находится в отношении с элементом 6 
— пара (а,6) принадлежит бинарному отношению р: 

арб = (а, 6) Е р. 


26.2 Композиция бинарных отношений 


Определение. рос — композиция бинарных отношений ри об — это 
бинарное отношение, принадлежность пары (а,6) к которому опреде- 
ляется следующим образом: 
принадлежность (а, 65) Е род эквивалентна утверждению: 
существует такой элемент 1 Е Х, что имеются принадлежности 
(ах)еЕр, (5,6) ео. 


26.3 Композиция сохраняет включения 


Теорема. Композиция бинарных отношений сохраняет включения: 
из включения р © о следуют включения 
рот ол. чорт. 
Доказательство. Пусть верно включение р Со. 
Докажем включение рот С бот. 
Возьмём в отношении рот произвольную пару (а, 6): 
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(а, 6) Е рот. 

Эта принадлежность эквивалентна утвреждению: 

существует такой элемент 1 © Х, что имеются принадлежности: 

(ах) еЕр, (5,6) Ет. 

Так как р находится внутри о, то все пары из р принадлежат отно- 
шению о, в том числе пара (а, т): 

(ах) Е од. 

Таким образом, мы можем сделать утверждение: 

существует такой элемент 1 © Х, что имеются принадлежности: 

(ах)еЕоа, (1,6) Ет. 

Это утверждение эквивалентно принадлежности 

(а, 6) Е бот. 

Мы пришли к тому, что произвольная пара (а, 6) из отношения рот 
принадлежит отношению сот. Следовательно, все пары из отношения 
рот принадлежат отношению о от, что означает включение 

роте бог 

Включение доказано. 

Докажем включение тор С тоод. 

Возьмём в отношении т о р произвольную пару (а, 6): 

(а, 6) Етор. 

Эта, принадлежность эквивалентна утвреждению: 

существует такой элемент 1 © Х, что имеются принадлежности: 

(ах) ет, (5,5) Ер. 

Так как р находится внутри о, то все пары из р принадлежат отно- 
шению о, в том числе пара (1,6): 

(х,6) Е о. 

Таким образом, мы можем сделать утверждение: 

существует такой элемент 1 © Х, что имеются принадлежности: 

(а.х)Ет, (5,5) Ед. 

Это утверждение эквивалентно принадлежности 

(а, 6) Етод. 

Мы пришли к тому, что произвольная пара (а, 6) из отношения тор 
принадлежит отношению тоо. Следовательно, все пары из отношения 
тор принадлежат отношению т о о, что означает включение 
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торт 0 

Включение доказано. 

Мы доказали оба включения, заявленные в теореме. Теорема доказа- 
на. 


26.4 Композиция сохраняет объединение 


Теорема. Композиция бинарных отношений сохраняет объединение: 

(Члетр:) © в = ЦеКр; 9 9), 

до (Ч:егр:) = Це © р. 

Доказательство. Докажем первое равенство: (Ц;егр;) ов = ЦеКр;о9). 

Докажем включение (Черр од © ЧеКр; 00). 

Возьмём в отношении (Ц;егр;) © в произвольную пару (а, 6): 

(а,6) Е (Шер) ов 

Эта принадлежность эквивалентна утверждению: 

существует такой элемент 5, что имеются принадлежности: 

(ах) Е Чегр» (х,5) Е о. 

Так как пара (а, т) принадлежит объединению отношений ЦУ;егр», то 
она принадлежит некоторому отношению р; из объединения: 

(а, 2) Е р; для некоторо индекса { из множества, индексов Г. 

Теперь мы можем сформулировать утверждение: 

существует такой элемент 5, что имеются принадлежности: 

(херь (т, Ед. 

Это утверждение эквивалентно принадлежности 

(а, 6) Е р; од. 

Каждый член объединения множеств включается во всё объединение, 
в частности 

роб Е МЕКрно:о) 

Из принадлежности и включения 

(а,0) Е роб, роб С ЧеЦр:о д) 

следует принадлежность 

(а,6) Е Шер; о д). 

Мы пришли к тому, что произвольная пара (а, 6) из отношения (Це / 
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из отношения (ЦЧ;егр,) о © принадлежат отношению Че1(р; о в), что 
означает включение 

(Чет) об © ЦеКр; 09). 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение (ЦЧ;е1р;) ов 2 ЦеКр; 09). 

Множество, являющееся членом объединения, включается во всё объ- 
единение. В частности, 

0: © ег. 

Композиция отношений сохраняет включение, поэтому 

поо Е 90. 

Раз каждое множество р; о о для всех индексов 1 Е [ включается в 
множество (Че гр; 09, то объединение множеств Ч;ег(р;об) включается 
в множество (Чегр; од: 

ЧеКр:о 9) © (Шегр, од. 

Это есть перевёрнутое включение, которое нужно было доказать. 
Включение доказано. 

Из противоположных включений 

(Члетр) об © ЧЕК о 0), (Чар) од 2 ЦеЦр: о 9) 

следует равенство 

(Члегрь) © в = ШеКр; 9 9) 

Первое равенство доказано. 

Докажем второе равенство: оо (Чегр;) = ШеКа © ру. 

Докажем включение со (гр) © Че о ру. 

Возьмём в отношении бо (Ц;е10;) произвольную пару (а, 6): 

(а, 6) в до (Це!) 

Эта принадлежность эквивалентна утверждению: 

существует такой элемент 5, что имеются принадлежности: 

(ах) Ед, (1,6) Е Чегр:. 

Так как пара (5,6) принадлежит объединению отношений Ц;егрь, то 
она принадлежит некоторому отношению р; из объединения: 

(х,6) Е р; для некоторого индекса 1 из множества индексов Г. 

Теперь мы можем сформулировать утверждение: 

существует такой элемент 5, что имеются принадлежности: 

(ах)еЕа, (тер. 
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Это утверждение эквивалентно принадлежности 

(а, 6) соор:. 

Каждый член объединения множеств включается во всё объединение, 
в частности 

бор: © ЧеКо о р,). 

Из принадлежности и включения 

(а,6) Е сор, бор С Че ор!) 

следует принадлежность 

(а,6) Е ЧеКбо р). 

Мы пришли к тому, что произвольная пара (а,6) из отношения д о 
(Ц;=10+) принадлежит отношению ЦЧ=г(9 о р;). Следовательно, все пары 
из отношения до (Ч;егр;) принадлежат отношению Ч;<1(9 о р), что 
означает включение 

бо (Чего) © ЧеКоор),). 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение оо (Ч;егр;) 2 ЦеЦо о р»). 

Множество, являющееся членом объединения, включается во всё объ- 
единение. В частности, 

0; © г р:. 

Композиция отношений сохраняет включение, поэтому 

лор; С бо (тру. 

Раз каждое множество о о р; для всех индексов 1 Е [ включается в 
множество со (Ч;егр;), то объединение множеств Ч;ег(бо р) включается 
в множество обо (Це гр;): 

БЕео р, соо) 

Это есть перевёрнутое включение, которое нужно было доказать. 
Включение доказано. 

Из противоположных включений 

бо (егр:) © ЧеКа о р:), во (ЦЧегр:) 2 ЦеЦв о р) 

следует равенство 

бо (Члегри) = ЦеК@д © ру. 

Второе равенство доказано. 

Мы доказали оба равенства, заявленные в теореме. Теорема доказана. 
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26.5 Композиция и пересечение 


Теорема. 

(Пуегр;) 9.9. Пер: о 0), 

бо (Пхегр:) © ПиеЦа о р). 

Доказательство. Пересечение включается в каждый член из пересе- 
чения, в частности 

Петр: © р:. 

Композиция бинарных отношений сохраняет включение, поэтому 

1) (Пер) од С роб, 2) во (Петр) © бора. 

Рассмотрим первое включение. Так как множество (ПГусгр;) од вклю- 
чается в каждое множество р; о о для всех индексов { Е Г, то оно 
включается в их пересечение П;ег(р; од): 

(Пуегр;) об © ПеЦр;: 09). 

Рассмотрим второе включение. Так как множество бо (П;е1р;) вклю- 
чается в каждое множество о о р; для всех индексов 1 Е Г, то оно 
включается в их пересечение Пуег(о о р;): 

бо (Гхегр:) © Гаев © рь). 

Оба включения, заявленные в теореме, доказаны. Теорема, доказана. 


26.6 Достаточное условие коммутативности 
композиции отношений 


Определение. Симметричное отношение — это такое отношение, что 
если в нём содержится пара (а, 6), то в нём должна содержаться пара 
(5, а). 

Теорема. Пусть 

отношения ри о симметричны, 

имеется включение роб С бор. 

Тогда отношения ри о коммутируют: 

роб =одор. 

Доказательство. 
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Лемма. Если пара (а,6) принадлежит отношению до р, то обратная 
пара (5, а) принадлежит отношению род. 

Доказательство. Возьмём в отношении сор произвольную пару (а, 0). 
Принадлежность композиции отношений (а,6) Е со р эквивалентна 
утверждению: 

существует такой элемент с, что имеются принадлежности: 

(ас) Ев, (св Ер. 

По условию теоремы, отношения р и о симметричные. Это означает, 
что раз пары (а, с) и (с, 6) принадлежат этим отношениям, то обратные 
пары (с, а) и (6, с) тоже им принадлежал: 

(сер, (са) Ед. 

Получается, что существует такой элемент с, для которого выполня- 
ются принадлежности выше. Это значит, что пара (5, а) принадлежит 
композиции отношений род: 

(6, а) Е род. 

Мы пришли к тому, что для произвольной пары (а, 6) из отношения 
сор обратная пара (5, а) принадлежит отношению ро о, как и сказано 
в лемме. Лемма доказана. 

Лемма. Отношение о о р симметрично. 

Доказательство. Возьмём произвольную пару (а, 6) из отношения бо 
р: 

(а, 6) Е сбор. 

В лемме выше мы доказали, что пара (5, а) принадлежит отношению 
род. По условию теоремы, имеется включение род С бор. То есть, 
любая пара из ро в принадлежит отношению о о р. В том числе пара 
(6, а) изросв принадлежит отношению дор: 

(6, а) Е бор. 

Получается, что для любой пары (а,6) из отношения до р, обрат- 
ная пара (65, а) тоже принадлежит этому соотношению. Это значит, что 
отношение о о р симметрично. Лемма доказана. 

Так как включение в одну сторону уже имеется по условию теоремы, 
то нам остаётся доказать лишь обратное включение 

о Дот 

Возьмём в отношении о’ о р произвольную пару (а, 6). Так как отно- 
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шение о о р симметрично, то противоположная пара (5, а) тоже в нём 
содержится: 

(6, а) Е бор. 

В первой лемме этого доказательства доказано, что если пара (6, а) 
содержится в отношении од о р, то противоположная пара (а, 6) содер- 
жится в отношении роб: 

(а, 6) род. 

Получается, что произвольная пара (а,6) из отношения д о р содер- 
жится в отношении род. Следовательно, все пары из отношения бор 
содержатся в отношении ро в, что означает включение 

бор С род. 

Из противоположных включений 

робс вор, дборс рос 

следует равенство 

род =одор. 

Теорема доказана. 


26.’ Множество всех бинарных отношений является 
полугруппой 


Обозначение. Вх — множество всех бинарных отношений на множестве 
Х. 

Теорема. Вх является полугруппой, где в качестве бинарной опера- 
ции выступает композиция отношений. 

Доказательство. Композиция любых двух бинарных отношений на 
множестве Х является бинарным отношением на этом же множестве. 
Следовательно, композиция является бинарной операцией. 

Докажем ассоциативность композиции бинарных отношений. 

Возьмём в множестве Вх три произвольных бинарных отношения: 
пот 

р, о, те Бух. 

Чтобы доказать ассоциативность, нужно доказать равенство 

(род) от = ро (вот). 
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Лемма. Принадлежность (а,6) Е (род) от эквивалентна утвержде- 
НИЮ: 

существуют такие элементы 1, у Е Х, что имеются принадлежности: 

ео, Цоео, Е 

Доказательство. У нас есть определение композиции двух бинарных 
отношений. Будем воспроизводить это определение последовательно 
для каждой пары бинарных отношений. 

Принадлежность (а,6) Е (род) от эквивалентна утверждению: су- 
ществует такой элемент у Е Х, что имеются принадлежности: 

(а, у) Ероа, (у.Б ЕТ. 

В полученном утверждении содержится приндлежность (а, у) Е род. 

Принадлежность (а, у) Е род эквивалентна утверждению: существу- 
ет такой элемент 1 Е Х, что имеются принадлежности: 

(аз) ер, (ту ео. 

В итоге из принадлежности (а, 6) Е (роб)от мы получили существо- 
вание двух элементов т, у, для которых имеются три принадлежности: 

(баре р, бе а, Ех. 

Лемма доказана. 

Лемма. Принадлежность (а,6) Е ро (сот) эквивалентна утвержде- 
НИЮ: 

существуют такие элементы 1, у Е Х, что имеются принадлежности: 

мер. Пе: ПЕХ, 

Доказательство. 

Принадлежность (а,6) Е ро (бот) эквивалентна утверждению: су- 
ществует такой элемент 5 Е Х, что имеются принадлежности: 

(ах) еЕр, (5,5) Е дот. 

В полученном утверждении содержится принадлежность (5,6) Е бо 
т 

Принадлежность (5,6) Е сот эквивалентна утверждению: существу- 
ет такой элемент у Е Х, что имеются принадлежности: 

уе: Ц Ы ЕТ 

В итоге из принадлежности (а, 6) Е ро(бот) мы получили существо- 
вание двух элементов т, у, для которых имеются три принадлежности: 
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Лемма доказана. 

Из двух доказанных лемм следует, что двум принадлежностям (а, 6) Е 
(роб) оти (а, 5) Е ро(вот) эквивалентно одно и то же утверждение. 
А это значит, что эти принадлежности эквивалентны: 

(а, 6) © (род) от < (а, 5) еро(вот). 

То есть, любая пара (а, 6) либо одновременно принадлежит бинарным 
отношениям (роб) оти ро (бот), либо одновременно не принадлежит. 
Следовательно, эти отношения равны друг другу: 

(роб) от=ро (бот). 

Мы доказали наличие ассоциативной бинарной операции на множе- 
стве всех бинарных отношений на множестве Х. Поэтому множество 
Вх является полугруппой, где в качестве бинарной операции выступа- 
ет композиция отношений. Теорема, доказана. 


26.8 Некоторые виды бинарных отношений 


Определения. + — отношение равенства (или «диагональ» множества, 
Х хх) — это отношение, состоящее из всех пар вида (а, а), геа Е Х. 
Другими словами, 

(а,6) Е стогда и только тогда, когда, а = 6. 

«) — универсальное отношение — это отношение, состоящее из всех 
возможных пар в множестве Х х Х. То есть 

и= ХХХ. 

2 — пустое отношение — отношение, которое не содержит никаких 
пар и является пустым множеством. 

Теорема. Бинарное отношение # является единицей полугруппы Бх 
всех бинарных отношений на множестве Х. 

Доказательство. Возьмём в полугруппе Вх произвольный элемент р: 

ре Бух. 

Лемма. гор = р. 

Доказательство. Докажем включение гор С р. 

Возьмём в бинарном отношении го р произвольную пару (а, 6): 

(а, 6) Егор. 

Эта принадлежность эквивалентна утверждению: 
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существует такой элемент т, что имеются принадлежности: 

(ах)еЕь (1,5) Ер. 

В полученном утверждении содержится принадлежность (а,5) Е 4. 
По определению отношения 1, из этой принадлежности следует, что 
а = т. Также в полученном утверждении содержится принадлежность 
(2,6) Е р. Так как т = а, то принадлежность принимает вид: 

(ав) Ер. 

Получается, что произвольный элемент из бинарного отношения гор 
принадлежит бинарному отношению р. Следовательно, все элементы 
из бинарного отношения го р принадлежат бинарному отношению р, 
что означает включение 

горе р. 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение р С гор. 

Возьмём в бинарном отношении р произвольную пару (а, 6): 

(6) Ер. 

В отношении г существует пара (а, а): 

(аа) Ев. 

Таким образом, мы можем сделать утверждение: существует элемент 
а такой, что имеются принадлежности: 

(аа) Еь (аб) Ер. 

Данное утверждение эквивалентно принадлежности 

(а, 6) Егор. 

Получается, что произвольный элемент (а,6) из бинарного отноше- 
ния р принадлежит бинарному отношению го р. Следовательно, все 
элементы из бинарного отношения р принадлежат бинарному отноше- 
нию го р, что означает включение 

ре гор. 

Обратное включение доказано. 

Из противоположных включений 

горер, рСгор 

следует равенство 

р = вор. 

Лемма доказана. 
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Лемма. рог = р. 

Доказательство. Докажем включение рог С р. 

Возьмём в бинарном отношении р о г произвольную пару (а, 6): 

(а, 6) Е роё. 

Эта принадлежность эквивалентна утверждению: 

существует такой элемент т, что имеются принадлежности: 

(ах)еЕр, (6) Ец. 

В полученном утверждении содержится принадлежность (1,6) Е 4. 
По определению отношения 1, из этой принадлежности следует, что 
т = 6. Также в полученном утверждении содержится принадлежность 
(а, 2) Е р. Так как т = 6, то принадлежность принимает вид: 

(ав) Ер. 

Получается, что произвольный элемент из бинарного отношения роё 
принадлежит бинарному отношению р. Следовательно, все элементы 
из бинарного отношения ро 1 принадлежат бинарному отношению р, 
что означает включение 

рос р. 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение р С ро(. 

Возьмём в бинарном отношении р произвольную пару (а, 6): 

(ав) Ер. 

В отношении г существует пара (6, 6): 

(Её. 

Таким образом, мы можем сделать утверждение: существует элемент 
р такой, что имеются принадлежности: 

(аВеЕь (6БЕр. 

Данное утверждение эквивалентно принадлежности 

(а, 6) Е ро4. 

Получается, что произвольный элемент (а,6) из бинарного отноше- 
ния р принадлежит бинарному отношению ро в. Следовательно, все 
элементы из бинарного отношения р принадлежат бинарному отноше- 
нию рок, что означает включение 

ре ро. 

Обратное включение доказано. 
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Из противоположных включений 

рос р, ре ро 

следует равенство 

р = ро(. 

Лемма доказана. 

Для произвольного бинарного отношения р из полугруппы ВБх мы 
доказали равенства, 

рр = рё = р, 

что является определяющими свойствами для единицы. Следователь- 
но, бинарное отношение г является единицей в полугруппе Вх. Теорема 
доказана. 

Теорема. Пустое отношение © является нулём полугруппы Бух. 

Доказательство. Возьмём в полугруппе Вх произвольное бинарное 
отношение р. Чтобы доказать теорему, нужно доказать свойства нуля 
для отношения ©. То есть, нужно доказать равенства 

бор= @ = роб. 

Лемма. бор = в. 

Доказательство. Допустим, что множество © о р непусто. Значит, в 
нём есть некоторая пара (а, 6): 

(а,6) Е Фор. 

Эта принадлежность эквивалентна утверждению, что существует та- 
кой элемент т Е Х, что выполняются включения: 

(ах)еЕ Я, (х,6)Ер. 

Включение (4,5) Е © невозможно, потому что в пустом отношении 
нет никаких элементов. Допущение, что отношение @ор непусто, приво- 
дит к невозможному включению. Следовательно, это отношение пусто: 

бор= ®. 

Лемма доказана. 

Лемма. ро @ = в. 

Доказательство. Допустим, что множество ро © непусто. Значит, в 
нём есть некоторая пара, (а, 6): 

(а,6) роб. 

Эта пранадлежность эквивалентна утверждению, что существует та- 
кой элемент т Е Х, что выполняются включения: 
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(ах)ер, (ЕВ. 

Включение (1,6) Е © невозможно, потому что в пустом отношении 
нет никаких элементов. Допущение, что отношение ро@ непусто, приво- 
дит к невозможному включению. Следовательно, это отношение пусто: 

ро =. 

Лемма доказана. 

В леммах в этой теореме мы доказали равенства 

бор= Я =роб 

для произвольного отношения р из полугруппы Вх. Эти равенства 
являются определяющими свойствами нуля. Следовательно, бинарное 
отношение © является нулём полугруппы Бх. Теорема, доказана. 


26.9 Обратное отношение и его алгебраические 
свойства 


Определение. р" — обратное отношение к отношению р — это отноше- 
ние, которое определяется через отношение р по правилу: 

(а, 6) Е р ' тогда и только тогда, когда, (6, а) Е р. 

Теорема. (р")-" = р. 

Доказательство. По определению обратного отношения, принадлеж- 
ность (а,6) Е (р ')-' эквивалентна принадлежности (5, а) Е р". При- 
надлежность (5, а) Е р`' эквивалентна принадлежности (а,6) Е р. В 
итоге все эти три принадлежности эквивалентны, в том числе принад- 
лежности 

(а, 6) Е (р’) "и (а. ) Е р. 

Получается, что любая пара (а, 6) может принадлежать отношениям 
ог" и р только одновременно. Это значит, что отношения (р ')! И 
р состоят из одинаковых пар. То есть, они равны: 

(рт =р. 

Теорема доказана. 

Теорема. (роб) =9`1ор". 

Доказательство. Докажем эту формулу посредством цепочки эквива- 
лентных утверждений. 
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Принадлежность (а,б) Е (род)! эквивалентна принадлежности 
(6, а) Е род. 

Принадлежность (5, а) Е росв эквивалентна утверждению: 

сушествует элемент 1 Е Х такой, что имеются включения: 

($, %)Ер, (т, а) ео. 

Принадлежность (5,5) Е р эквивалентна принадлежности (5,6) Е 


р: 


Принадлежность (т, а) Е о эквивалентна принадлежности (а, т) Е 
о". 
Благодаря эквивалентным принадлежностям эквивалентны следую- 
щие два утверждения: 

1) существует элемент 1 Е Х такой, что имеются принадлежности: 

(Ъ, т) Е р, (т, а) Со, 

2) существует элемент 1 Е Х такой, что имеются принадлежности: 

(ах) Ес`\, (1,6) Е р". 

Второму утверждению эквивалентна принадлежность (а, 6) Е д" о 


р: 


В итоге через цепочку эквивалентных утверждений мы пришли от 
принадлежности (а, 5) Е (род)! к принадлежности (а, 6) Еб'ор`". 
Следовательно, эти принадлежности эквивалентны: 

(а, 5) Е (род)! = (а, ) Ед ор". 

Получается, что любая пара (а, 6) может принадлежать отношениям 
(роб) ' ид ор! только одновременно. Следовательно, отношения 
(роб) " 
равны: 

(род) =о тор". 

Теорема доказана. 


ид "ор! состоят из одинаковых пар. То есть, эти отношения 


26.10 Теоретико множественные свойства обратного 
отношения 


Теорема. Обращение отношения сохраняет включение. То есть 


если р Со, тр" Со". 
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Доказательство. Пусть р С о. Возьмём в отношении р! произволь- 
ную пару (а, 6): 

(аб) Ер". 

По определению обратного отношения, принадлежность (а,6) Е р 
эквивалентна принадлежности 

(а) Ер. 

Так р С о, то все пары из отношения р принадлежат отношению о, 
в том числе пара (5, а): 

(В, а) Ед. 

По определению обратного отношения, принадлежность (Ба) Е д 
эквивалентна принадлежности 

(«Ес ". 

Мы пришли к тому, что произвольная пара (а,6) из отношения р”! 


1 


принадлежит отношению о". Следовательно, все пары из отношения 
И" принадлежат отношению ОЕ что означает включение 

Е. 

Теорема доказана. 

Теорема. Обращение отношения сохраняет объединение: 

(Чет) = Петр" 

Доказательство. Докажем включение (Ч;етр:) "С Чего: ". 

Возьмём в отношении (\;=гр;)”' произвольную пару (а, 6): 

(а,5) Е (Че ”". 

По определению обратного отношения, принадлежность (а, 6) Е (е/ 
р;) ' эквивалентна принадлежности 

(6, а) © лег. 

Так как пара (6, а) принадлежит объединению множеств ЦЧ;егрь, то 
она принадлежит некоторому множеству р; из объединения: 

(6, а) Е р. 

По определению обратного отношения, принадлежность (5, а) Е р; 
эквивалентна принадлежности 

(а Ер:". 

Каждое множество, являющееся членом объединения множеств, вклю- 
чается в объединение. В частности, 

ар = 
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Из принадлежности и включения 

| = = 

(Бер, р: Сер; 

следует принадлежность 
ый 

(а,5) Е Чего; . 

Мы пришли к тому, что произвольная пара (а, 6) из отношения (Це / 
р: ' принадлежит отношению Чет; 1. Следовательно, все пары из 
отношения (Чегр:)7 1 принадлежат отношению Че!р; 1. Это означает 
включение 

ыы = 
(Чзетр:) МЕРИ 
Включение доказано. 
= = 

Докажем обратное включение (Ц\=10;) 2 Це; . 

Каждое множество, являющееся членом объединения множеств, вклю- 
чается в объединение. В частности, 

6: © Чегр:. 

Обращение отношений сохраняет включение, поэтому 

= Е 

р; С (лего) . 

Раз каждое множество р для всех индексов 1 Е [ включается в мно- 
жество (Же тр: ", значит их объединение Ч;е тр; ' включается в множе- 

2 
ство (Чет) 
1 ы 

ЕО СЛЕ) 

Таким образом, мы получили перевёрнутое включение, которое нуж- 
но было доказать. Обратное включение доказано. 

Из противоположных включений 

— = Е =] 
(Чего) Е" (лег) > Це! 0; 
следует равенство 

ий = 

(Озегр:) =. 

Теорема доказана. 

Теорема. Обращение отношения сохраняет пересечение: 

= — = 
о м 

= = 

Доказательство. Докажем включение (П;сгр;) © Пер; 

Пересечение множеств находится внутри каждого члена пересечения, 
в частности 

Пивгрбё © р:. 

Обращение отношения сохраняет включение, поэтому 
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= т 

(Пуег08) с р; . 

Так как множество (Пе тр: содержится во всех множествах а для 
всех индексов 1 Е [, то оно содержится в пересечении этих множеств 
Петр; : 

(п, Пе 

р ЕТР; - 

Это и есть то включение, которое нужно было доказать. Включение 

доказано. 
= =] 

Докажем обратное включение (Гуе10:) 2 Пер; °. 

Возьмём в отношении Пе и. произвольную пару (а, 6): 

= 

(а, ) = Петр; у 

Так как пара (а, 6) принадлежит пересечению множеств Пу ое то 
она принадлежит каждому множеству из пересечения: 

(а.6) Е р’ ' для всех индексов { Е Г. 

По определению обратного отношения, принадлежность (а,5) Е р; . 
эквивалентна принадлежности 

(6, а) Е 2+. 

Таким образом, пара (5, а) принадлежит всем множествам р; для всех 
индексов 2 Е Г[, а значит, она принадлежит пересечению этих множеств: 

(6, а) = Ге гр:. 

По определению обратного отношения, из принадлежности (6, а) Е 
П;=гр; следует принадлежность 

Е 

(а, 6) = (Пиегрз) . 

При пришли к тому, что произвольная пара (а, 6) из отношения Пе в. 
принадлежит отношению (Пс то Следовательно, все пары из отно- 
шения Г\иегр; , принадлежат отношению (Пе то: Это означает вклю- 
чение 

ый =} 

(Пие) ^ 2 Гео; ". 

Включение доказано. 

Из противоположных включений 

= =] 1 = 

(Пуегр;) с Г\у=гр; ›, (Пуегр;) — Г\=гр; 

следует равенство 
вм -$] 

Пело ао... 

Теорема доказана. 
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ГЛАВА 27 


Отношение эквивалентности 


27.1 Симметричность, рефлексивность, 
транзитивность отношений 


Определения. 


Симметричное бинарное отношение — это такое отношение р, что 
если в отношении р есть пара (а, 6), то обратная пара (5, а) тоже при- 


надлежит р: 


(а, 5) Ер= (6, а) Ер. 

Рефлексивное бинарное отношение — это такое отношение р, что 

(а, а) Е р, для любого а Е Х. 

Транзитивное бинарное отношение — это такое отношение р, что 

из (а, 5) Ери (6, с) Е р следует (а, с) Е р. 

Теорема. Пусть р — симметричное бинарное отношение. 'Гогда следу- 


ющие три свойства, эквивалентны: 


1) р симметрично, 
—1 
ей 
— „1 
3 р=р 
Доказательство. Докажем следование 1) = 2). 
Пусть отношение р симметрично. Тогда все пары, обратные к парам 
из р, включаются в р. Множество всех пар, обратных к парам из р 
— это множество р”". Раз все пары из отношения р”! принадлежат 


отношению р, значит первое отношение включается во второе: 


тео 

Следование 1) = 2) доказано. 

Докажем следование 2) = 1). 

Пусть р`' С р. Возьмём в отношении р произвольную пару (а, 6): 
(6) Ер. 

Принадлежность (а,6) Е р эквивалентна принадлежности 

(а) Ер". 
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Так как р! С р, то все пары из отношения р" принадлежат отно- 
шению р, в том числе пара (6, а): 

(а) Ер. 

Таким образом, для произвольной пары (а,6), из принадлежности 
(а, 6) Е р следует принадлежность (6, а) Е р, что означает симметрич- 
ность отношения р. 

Следование 2) = 1) доказано. 

Мы доказали следования 1) = 2) и 2) = 1), поэтому свойства 1) и 2) 
эквивалентны. 

Докажем следование 1) = 3). 

Пусть отношение р симметрично. Мы уже знаем, что из этого следует 
включение р! С р. Осталось доказать обратное включение р С р". 

Возьмём в отношении р произвольную пару (а, 6): 

(6) Ер. 

Так как отношение р симметрично, то пара (5, а) тоже принадлежит 
р: 

(а) Ер. 

По определению обратного отношения, из принадлежности (5, а) Ер 
следует принадлежность 

(аб) Ер". 

Мы пришли к тому, что произвольная пара (а,6) из отношения р 
принадлежит отношению р". Следовательно, все пары из отношения 
р принадлежат отношению р” ", что означает включение 

Е 

Из противоположных включений 

Е: ре 

следует равенство 

рр. 

Следование 1) = 3) доказано. 

Докажем следование 3) = 1). 

Пусть р = р". Это равенство является частным случаем включения 
р ' С р, из которого мы уже доказали следование симметричности 
отношения р. 

Следование 3) = 1) доказано. 
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Из следований 1) = 3) и 3) = 1) получается, что свойства 1) и 3) 
эквиваленты. 

Мы доказали, что свойства 1) и 2) эквивалентны, и свойства 1) и 
3) эквивалентны. В итоге все свойства 1), 2),3) эквивалентны. Теорема 
доказана. 

Теорема. Отношение р рефлексивно тогда, и только тогда, когда, 6 © р. 

Доказательство. Пусть отношение р рефлексивно. Тогда все пары 
(а, а), гдеа Е Х принадлежат отношению р. Все пары (а, а), геае Х 
являются отношением +. Получается, что все пары из отношения г при- 
надлежат отношению р, что означает включение 1 С р. 

В одну сторону доказано, докажем в другую. 

Пусть + С р. Возьмём в произвольную пару (а, а), где а Е Х. Эта 
пара принадлежит отношению г. Все пары из отношения + принадлежат 
отношению р, в том числе пара (а, а). Получается, что (а, а) Е р для 
любого а Е Х. Это означает, что отношение р рефлексивно. В другую 
сторону доказано. Теорема доказана. 

Теорема. Отношение р транзитивно тогда и только тогда, когда рор © 
р. 

Доказательство. Пусть отношение р транзитивно. Возьмём в отноше- 
нии ро р произвольную пару (а, 6): 

(а, 6) Е рор. 

Эта принадлежность эквивалентна, утверждению: 

существует такой элемент 1 Е Х, что имеются включения: 

(а, т) Е р, (, 5) Е р. 

Так как отношение р транзитивно, то из принадлежностей (а, 5) Е р 
и (1,6) Е р следует принадлежность 

(6) Ер. 

Получается, что произвольная пара (а,6) из отношения ро р при- 
надлежит отношению р. Следовательно, все пары из отношения рор 
принадлежат отношению р, что означает включение 

рорС р. 

В одну сторону доказано, докажем в другую. 

Пусть имеется включение рор С р. Докажем, что отношение р тран- 
Зитивно. 
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Пусть имеются принадлежности 

(аб) Ер (60 Ер. 

Получается, что имеется такой элемент В Е Х, что имеются включе- 
НИЯ 

(аБЕр ФоЕр 

Это утверждение означает, что пара (а, с) принадлежит отношению 
рор: 

(а, с) Ерор. 

Так как рор С р, то все пары из отношения ро р принадлежат 
отношению р, в том числе пара (а, с): 

(ас) Ер. 

Мы пришли к тому, что из принадлежностей (а,6) е р, (6, с) Ер 
следует принадлежность (а, с) Е р. При этом данные пары мы вводи- 
ли произвольно. Это означает транзитивность отношения р. В другую 
сторону доказано. Теорема доказана. 


27.2 Отношение эквивалентности является 
идемпотентом 


Определение. Отношение эквивалентности — это бинарное отношение 
р, обладающее следующими свойствами: 

1) рефлексивность: (а, а) Е р для всех а Е Х. 

2) симметричность: из (а, 6) Е р следует (6, а) е р, 

3) транзитивность: из (а,5) Ери (6, с) Е р следует (а, с) Е р. 

Теорема. Любое отношение эквивалентности на множестве Х явля- 
ется идемпотентом полугруппы Бх. 

Доказательство. Возьмём в полугруппе Бх произвольное отношение 
р, являющееся отношением эквивалентности. Докажем, что р является 
идемпотентом, то есть докажем равенство рор = р. 

По определению, отношение эквивалентности транзитивно, то есть, 
отношение р транзитивно. В параграфе «Симметричность, рефлексив- 
ность, транзитивность отношений» мы доказали, что свойство транзи- 
тивности для отношения р эквивалентно включению рор © р. Чтобы 
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доказать равенство, остаётся доказать обратное включение р С рор. 

Возьмём в отношении р произвольную пару (а, 6): 

(6) Ер. 

По определению, отношение эквивалентности рефлексивно, и поэто- 
му содержит пару (6,6). Таким образом, существует такой элемент 6 © 
Х, что имеются отношения: 

(аб) Ер, (6,9) Ер. 

Это утверждение эквивалентно отношению 

(а, 6) Е рор. 

Мы пришли к тому, что произвольная пара (а,6) из отношения р 
принадлежит отношению ро р. Следовательно, все пары из отношения 
р принадлежат отношению ро р, что означает включение 

ре рор. 

Из противоположных включений 

рорер, рЕерор 

следует равенство 

р = рор- 

Таким образом, произвольное отношение эквивалентности из полу- 
группы Вх является идемпотентом. Теорема, доказана. 


27.3 Классы эквивалентности 


Перейдём к другим обозначениям. 

Обозначение. арб — отношение элементов а и 6 относительно бинарно- 
го отношения р — это означает, что пара (а, 6) принадлежит отношению 
©. 

В таких обозначениях определение отношения эквивалентности будет 
выглядеть следующим образом. 

Определение. Отношение эквивалентности — это такое отношение р, 
что выполняется три условия: 

1) рефлексивность: ара для всех а Е Х, 

2) симметричность: из арб следует бра. 

3) транзитивность: из арб и брс следует арс. 

Обозначения. 
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Пусть р — произвольное отношение на множестве Х. 

ра — это множество всех элементов х Е Х, которые находятся в 
отношении р с элементом а, причём а стоит справа: (т, а) Е р. 

ар — это множество всех элементов х Е Х, которые находятся в 
отношении р с элементом а, причём а стоит слева: (а, 7) Е р. 

Теорема. Пусть р — отношение эквивалентности. Тогда а Е ар для 
любого элемента а Е Х. 

Доказательство. По определению, отношение эквивалентности рефлек- 
сивно, поэтому ара для любого элемента, а Е Х. ара означает, что эле- 
мент а принадлежит множеству ар. Теорема доказана. 

Теорема. Пусть р — отношение эквивалентности. Пусть элемент 6 
принадлежит множеству ар. Тогда элемент 6 порождает такое же мно- 
жество бр, как и множество ар: 

ар = 6р. 

Доказательство. Докажем включение ар С 6р. 

Возьмём в множестве ар произвольный элемент с: 

сЕар. 

Так как элемент с находится в множестве ар, выполняется отношение 
между элементами арс. 

Так как элемент 6 находится в множестве ар, выполняется отношение 
между элементами арб. 

Отношение эквивалентности симметрично, поэтому из отношения меж- 
ду элементами арб следует отношение бра. 

Итак, мы получили два отношения между элементами бра и арс, ко- 
торые полезны для доказательства. Отношение эквивалентности тран- 
зитивно, поэтому из отношений бра и арс следует отношение брс. Это 
отношение означает, что элемент с принадлежит множеству бр: 

СЕ бр. 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент с из множества ар 
принадлежит множеству бр, следовательно все элементы множества, ар 
принадлежат множеству бр, что означает включение 

ар © бр. 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение бр С ар. 
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Возьмём в множестве бр произвольный элемент с: 

сЕ бр. 

Так как элемент с находится в множестве бр, выполняется отношение 
между элементами 6брс. 

Так как элемент 6 находится в множестве ар, выполняется отношение 
между элементами арб. 

Итак, мы получили два отношения между элементами арб и брс. От- 
ношение эквивалентности транзитивно, поэтому из отношений арб и брс 
следует отношение арс. Это отношение означает, что элемент с принад- 
лежит множеству ар 

сЕар. 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент с из множества бр 
принадлежит множеству ар, следовательно все элементы множества, 6р 
принадлежат множеству ар, что означает включение 

бр Сар. 

Включение доказано. 

Из противоположных включений 

ар С бр, брСар 

следует равенство 

ар = 6р. 

Теорема доказана. 

Теорема. Пусть р — отношение эквивалентности. Тогда если множе- 
ства ар и бр пересекаются: ар П бр = ©, то они совпадают: ар = 6р. 

Доказательство. Пусть множества ар и бр пересекаются: 

ар П бр = ©. 

Возьмём из пересечения ар П бр произвольный элемент с: 

сЕарП р. 

Так как с принадлежит пересечению множеств арПбр, то он принад- 
лежит каждому из них: 

сЕар, сЕ6р. 

Из принадлежности с Е ар следует равенство ар = ср. 

Из принадлежности с © бр следует равенство бр = ср. 

Из двух равенств 


ар = ср, др =ср 
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получаем равенство 

40—60: 

Теорема доказана. 

Определение. Пусть р является отношением эквивалентности. 

Класс эквивалентности с представителем а — это множество ар. 

Теорема. Разные классы эквивалентности не пересекаются. 

Доказательство. Допустим, что есть разные пересекающиеся классы 
эквивалентности ар и бр. Выше мы доказали теорему, что если классы 
эквивалентности ар и бр пересекаются, то они совпадают. Допущение 
наличия разных пересекающихся классов эквивалентности приводит к 
противоречию, следовательно, разные классы эквивалентности могут 
быть только непересекающимися. Теорема доказана. 

Теорема. Объединение всех классов эквивалентности на множестве Х 
совпадает со всем множеством Х (классы эквивалентности покрывают 
всё множество Х). 

Доказательство. Пусть р — отношение эквивалентности. Для каждо- 
го элемента а е Х можно определить множество ар. При этом выше 
мы доказали теорему, что в множестве ар содержится элемент а. По- 
лучается, что каждый элемент а Ее Х содержится в некотором классе 
эквивалентности. Раз все элементы из множества Х содержатся в клас- 
сах эквивалентности, то объединение классов эквивалентности содер- 
жит все элементы из Х. То есть, классы эквивалентности покрывают 
всё множество Х. Теорема доказана. 

Итог. Отношение эквивалентности разбивает всё множество Х на 
непересекающиеся классы эквивалентности. 


27.4 Разбиение множества задаёт отношение 
эквивалентности 

Теорема. Пусть множество Х разбито на непересекающиеся подмно- 

жества. Определим отношение р по следующему правилу: арб тогда и 


только тогда, когда элементы а и 6 находятся в одном подмножестве. 
Тогда отношение р является отношением эквивалентности. 
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Доказательство. 1) Докажем рефлексивность: ара для любого эле- 
мента а Е Х. 

Возьмём в множестве Х произвольный элемент а. Так как всё множе- 
ство Х разбито на подмножества, то элемент а находится в некотором 
подмножестве. Элемент а находится в том же множестве, что и этот же 
элемент а, поэтому ара. Рефлексивность доказана. 

2) Докажем симметричность: из арб следует бра. 

Пусть произвольные элементы а и 6 находятся в отношении арб. Это 
означает, что элементы а и 6 находятся в одном подмножестве из раз- 
биения. Так как элемент 6 находится в том же подмножестве, что и 
элемент а, то имеется отношение бра. В итоге из отношения арб следу- 
ет отношение бра. Симметричность доказана. 

3) Докажем транзитивность: из арб и брс следует арс. 

Пусть для произвольных элементов а,6, с Е Х имеются отношения 
арб и брс. 

Отношение арб означает, что элементы а и 6 находятся в одном и том 
же подмножестве. 

Отношение врс означает, что элементы в и с находятся в одном и том 
же подмножестве. 

Допустим, что элементы а и с находятся в разных подмножествах. 
Тогда в подмножестве с элементом а содержится элемент 6, и в подмно- 
жестве с элементом с содержится элемент 6. Получается, что в двух раз- 
ных подмножествах содержится элемент 6, а значит они пересекаются. 
Но в условии теоремы указано, что множество Х разбито на непере- 
секающиеся подмножества. Получается противоречие. Допущение, что 
элементы а и с находятся в разных подмножествах, приводит к проти- 
воречию. Следовательно, элементы а и с находятся в одном и том же 
подмножестве, что означает отношение арс. 

Мы пришли к тому, что для произвольных элементов а, 6, с Е Х из 
отношений арб и брс следует отношение арс, что является признаком 
транзитивности для отношения р. То есть, отношение р транзитивно. 
Транзитивность доказана. 

Мы доказали все определяющие свойства отношения эквивалентно- 
сти. Следовательно, отношение р является отношением эквивалентно- 
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сти. Теорема доказана. 
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ГЛАВА 28 


Пополнение до отношения эквивалентности 


28.1 Гранзитивное замыкание транзитивно 


Определение. Пусть р — произвольное отношение на множестве Х. 


Г — транзитивное замыкание — это отношение, определяющееся че- 


рез формулу: 

р’ = Чар" = р (рор) Ц (ророр) Ц... 

Теорема. 'Транзитивное замыкание р’ транзитивно. 

Доказательство. Возьмём в множестве Х три произвольных элемента 
а,6, с, которые находятся в отношениях ар и 6р'с. Чтобы доказать 
транзитивность, нам нужно доказать отношение ар'с. 

Каждая пара из р' находится в объединении (/°°_| р", а значит каждая 
пара находится в некотором соответствующем множестве из объедине- 
ния. Обозначим р” и р" члены объединения, в которых содержатся 
соответственно пары (а, 6) и (6, с): 

(Е р”, (БоЕр”. 

Получается, что существует такой элемент 6, что имеются принад- 
лежности: 

(бер, (БоЕр”. 

Этому утверждению эквивалентна принадлежность 

(а, с) [5 о” ОЙ Ра И 

Отношение р”*" является членом объединения 1. р”, а значит, вклю- 
чается в него: 

ай С _/29 р" — д. 


п=1 


п 


Раз пара (а,с) принадлежит отношению р”"", а отношение р”\” 


включается в отношение р’, то пара (а, с) принадлежит отношению р": 
(асЕр’. 
Мы пришли к тому, что для произвольных элементов а, 6, с Е Х, 
для которых имеются отношения ар'б, Бр'с, следует отношение ар'с. 
Это утверждение является свойством транзитивности для отношения 
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р’. Таким образом, мы доказали, что отношение р’ транзитивно. Теоре- 
ма доказана. 


28.2 Гранзитивное замыкание сохраняет 
рефлексивность и симметричность 


Теорема. 'Гранзитивное замыкание сохраняет рефлексивность. То есть, 
пусть р — рефлексивное отношение. Тогда транзитивное замыкание 1" 
тоже рефлексивно. 
Доказательство. Пусть р — рефлексивное отношение. Это означает, 
для любого элемента 15 Е Х пара (1,1) принадлежит отношению р. 
По определению, транзитивное замыкание р' — это объединение всех 


отношений р" для всех натуральных чисел п: 


р’ = Че р”. 


Все множества, являющиеся членами и 1? р”, включал 
ются в это объединение, в том числе, множество р" = р: 

ре Чи". 

То есть, все пары из отношения р принадлежат отношению 91”. 
Так как любая пара (7,5) для всех х Е Х принадлежит отношению р, 
то она принадлежит и отношению р’ = 0 р”: 

(т, х) Е р’ для всех т Е Х. 

Такая принадлежность является свойством рефлексивности для от- 
ношения р’. Этим мы доказали, что отношение р’ рефлексивно. Теорема 
доказана. 

Теорема. Гранзитивное замыкание сохраняет симметричность. То есть, 
пусть р — симметричное отношение. Тогда, транзитивное замыкание р" 
тоже симметрично. 

Доказательство. Пусть бинарное отношение р симметрично. Это озна- 
чает, что если в р содержится пара (а,6), то в р также содержится 
обратная пара (65, а). 

Лемма. Отношение р” симметрично. 

Доказательство. Возьмём в отношении р" произвольную пару (а, 6). 
Принадлежность (а,6) Е р" эквивалентна утверждению: 
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существуют такие элементы 11,12,...,Хи_1 Е Х, что имеются при- 
надлежности: 

(а, 21) Е р, (Фа) Е р, Ве. [аи ) Е р. 

Отношение р симметрично, а значит из принадлежностей (а, 11), 
(21,12),..., (2,1, 6) Е р следуют принадлежности 

(21, а) Е р, (12, 21) О: ем (6, Е) Е р. 

Запишем эти принадлежности в обратном порядке: 

(бб) ЕР, В (12, 21) Е р, [Во Е р. 

Таким образом, мы можем сделать следующее утверждение: 

существуют такие элементы 11,12,...,Хи_1 Е Х, что имеются при- 
надлежности: 

(Вже) Е р, ыы (12, 11) Е р, (5) Е р. 
Это утверждение эквивалентно принадлежности 
7 

(Ба) Е р”. 

Для произвольной пары (а,6) из отношения р" мы нашли противо- 
положную пару (6, а) в этом же отношении. Это значит, что отношение 
р" симметрично. Лемма доказана. 

Возьмём в отношении р' = 01° р” произвольную пару (а, 0). Так как 
пара (а, 6) принадлежит объединению множеств (°°_| р", то она принад- 
лежит некоторому множеству р” из объединения 

(6) Е р". 

В лемме мы установили, что отношение р” симметрично, а значит 
ему принадлежит обратная пара, (5, а): 

7% 

(Ба) Е р”. 

Объединению множеств принадлежит каждое множество, являюще- 
еся членом объединения. В частности, 

7% ©) 7% 

0" С Чл”. 


Из принадлежности (65, а) Е р" и включения р” С 15° 


2210” следует 


принадлежность 

(6, а) Е Чар”. 

То есть, (6, а) Е р. 

Мы пришли к тому, что для произвольной пары (а, 6) из отношения 
р' имеется обратная пара (5, а) из этого же отношения. Это значит, что 
отношение р’ симметрично. Теорема доказана. 
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28.3 Гранзитивное замыкание сохраняет включение 


Теорема. 'Гранзитивное замыкание сохраняет включение. 'Го есть, пусть 
рис — бинарные отношения. Тогда, из включения р © о следует вклю- 
чение р' С од". 

Доказательство. Пусть р С д. 

Лемма. рорСодоод. 

Доказательство. Возьмём в отношении рор произвольную пару (а, 6): 

(а, 6) Е рор. 

Эта принадлежность эквивалентна утверждению: 

существует такой элемент т, что имеются принадлежности: 

(а, т) Е р, (, 5) Е р. 

Так как р С о, то все пары из отношения р принадлежат отношению 
с, в том числе пары (а, 5) и (5,6): 

(ах) Ед, (1,6) Ед. 

Таким образом, верно утверждение: существует такой элемент 5, что 
имеются принадлежности: 

(ах) Ед, (1,6) Ед. 

Это утверждение эквивалентно принадлежности 

(а, 6) Е бод. 

Мы пришли к тому, что произвольная пара (а, 6) из отношения рор 
принадлежит отношению оо в. Следовательно, все пары из отношения 
рор принадлежат отношению од о д, что означает включение 

000: Е 90.0: 

Лемма доказана. 

Лемма. 0” С о". 

Доказательство по индукции. Для случаев п, = 1,2 включение выпол- 
няется, то есть р С о, р" С о7. Допустим, что включение выполняется 
для случая п — 1, то есть 

а © ап! 

Докажем включение для случая п: р" С о". 

Возьмём в отношении р" произвольную пару (а, 6): 

(а) Е р". 

Представим выражение р” в виде выражения р" "ор: 
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ть — В о р. 

Принадлежность (а,6) Е р переходит в принадлежность 

(а/ер” ‘ор. 

Принадлежность (а, 6) Е р” ' о р эквивалентна утверждению: 

существует такой элемент т, что имеются принадлежности: 

(а, т) Е _ (т, 6) Е р. 

Так как р”' С о" 1, то все пары из отношения р”! принадлежат 
отношению 0”`\, в том числе пара (а, т): 

(ат) Е д" ". 

Так как р С о, то все пары из отношения р принадлежат отношению 
с, в том числе пара (1,6): 

(х,6) Е ов. 

Таким образом, верно утверждение: существует такой элемент 5, что 
имеются принадлежности: 

(ах) Е о"! (1,6) Ед. 

Это утверждение эквивалентно принадлежности 

(ао ео“ ов. 

Представим выражение о”` 

од". 

Принадлежность (а, 6) Е о”’`" о д переходит в принадлежность 

(а.6) Е од”. 

Мы пришли к тому, что произвольная пара (а,6) из отношения р” 


1 од в виде выражения 9": 


принадлежит отношению ©”. Следовательно, все пары из отношения 
р" принадлежат отношению о", что означает включение 

оо". 

Мы доказали, что из истинности включения для случая п — 1 сле- 
дует истинность включения для случая п. Следовательно, включение 
истинно для всех натуральных чисел п. Лемма доказана. 

Каждое множество, являющееся членом объединения, включается в 
объединение, поэтому 

7% ©.) 7% 
Я 0. 
Из двух включений 

7% т 7 со У 
ое ЕЮ 


следует включение 
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рее о. 

Раз все множества, р” для всех натуральных чисел п включаются в 
объединение (2? |9”, то объединение множеств р" включается в множе- 
ВО 0. 

Ор" С тд". 

По определению, объединения 051 р" и 97а” являются соответ- 
ственно транзитивными замыканиями р' и о'. Таким образом, имеется 
включение: 

ое. 

Мы от включения р С о пришли к включению р’ С о". Значит, 
транзитивное замыкание сохраняет включение. Теорема доказана. 


28.4 Гранзитивное замыкание не меняет 
транзитивное отношение 


Лемма. Пусть р — транзитивное отношение. 'Гогда р" С р. 

Доказательство по индукции. В параграфе «Симметричность, ре- 
флексивность, транзитивность отношений» доказана, теорема, что тран- 
зитивность для отношения р эквивалентна включению рорС р. 

Таким образом, для случаев п = 1,2 включение истинно: р © р, 
р? С р. Предположим, что включение истинно для случая п — 1: 

ое ы р. 

В параграфе «композиция бинарных отношений и её свойства» до- 
казана теорема о том, что композиция бинарных отношений сохраня- 
ет включение. Поэтому мы можем домножить обе части включения 
оС рна р, и включение сохранится: 

р" Тор Срор. 

Заменим выражение р” Го р на эквивалентное ему выражение р": 

р" С рор. 

Из двух включений 

р" С рор, рорСр 

следует включение 


"Ср. 
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Мы доказали, что из наличия включения для случая п — 1 следует 
наличие включения для случая п. Следовательно, включение верно для 
всех натуральных чисел п. Лемма доказана. 

Теорема. Пусть р — транзитивное отношение. Тогда р = р". 

Доказательство. Докажем включение р С р. 

По определению, транзитивное замыкание р’ является объединением 
всех отношений р” для всех натуральных чисел п. В том числе чле- 
ном объединения является отношение р' = р. Множество, являющееся 
членом объединения, включается в объединение. Следовательно, отно- 
шение р включается в объединение отношений, равное р": 

ре. 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение р' С р. 

По определению, транзитивное замыкание р’ является объединением 
отношений р” для всех натуральных чисел п: 

р’ = Чар". 

Выше в этом параграфе мы доказали лемму, что для транзитивного 
замыкания имеется включение 

"Ср. 

Так как все отношения р" включаются в отношение р, то их объеди- 
нение р” тоже включается в р: 

Ни-а0" © р. 

Так как р' = 0° | р", то мы доказали включение 

а 

Включение доказано. 

Из противоположных включений р С р' и р' С р следует равенство 

р=р”. 

Действительно, транзитивное замыкание не меняет транзитивное от- 
ношение. Теорема доказана. 
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28.5 р’ — наименьшее транзитивное отношение, 
содержащее р 


Теорема. Пусть р — бинарное отношение. Рассмотрим все возможные 
транзитивные бинарные отношения, содержащие р. Истинно следующее 
утверждение: 

транзитивное замыкание р’ содержится в каждом транзитивном от- 
ношении над Х, содержащем р. 

Доказательство. Пусть о — произвольное транзитивное бинарное от- 
ношение, содержащее отношение р: 

Е 9: 

В параграфе «Гранзитивное замыкание сохраняет включение» до- 
казана соответствующая названию теорема. Замкнём транзитивно обе 
части включения р Со: 

са. 

В параграфе «Гранзитивное замыкание не меняет транзитивное от- 
ношение» доказана, соответствующая названию теорема. Так как мы 
условились, что отношение о транзитивно, то 

О 0 

Из включения р’ С о" и равенства 0" = о приходим к включению 

Ве 

Мы выбирали отношение о произвольно среди транзитивных отно- 
шений, содержащих р. Следовательно, транзитивное замыкание р’ со- 
держится во всех транзитивных отношениях, содержащих р. Другими 
словами, транзитивное замыкание р’ является наименьшим транзитив- 
ным отношением, содержащим р. Теорема, доказана. 


28.6 Пополнение отношения до наименьшего 
рефлексивного и симметричного отношения 


Теорема. Пусть ро — бинарное отношение на множестве Х. Тогда, отно- 
шение 


=" Ь 
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является рефлексивным и симметричным отношением. 

Доказательство. Докажем рефлексивность. 

Отношение р1 = роЧру р содержит в себе отношение в. В отношении 
,„, по его определению, содержатся все пары (5,5) для всех элементов 
т Е Х. Раз эти пары содержатся в 6, значит они содержатся и в объеди- 
нении р1 = ро Ч ру ое ,, в которое входит г. Таким образом, отношение 
р1 содержит все пары (х,т) для всех элементов т Е Х. Это означает, 
что отношение р1 является рефлексивным. Рефлексивность доказана. 

Докажем симметричность. 

Возьмём в отношении р: произвольную пару (а,6): 

(«Бей =рчц т Ца. 

Так как пара (а, 6) принадлежит объединению отношений ро ро ет 
то она принадлежит некоторому отношению из объединения. Возмож- 
ны три случая: 

1) (а) Ер, 2)(а бер’, 3)(а ев 

1) Рассмотрим первый случай: (а,6) Е р. 

По определению обратного отношения, принадлежность (а,6) Е р 
эквивалентна принадлежности 

(а) Ер". 

Отношение р_' является членом объединения ро Ц ру Ока значит 
включается в него: 

рН" ь = р. 

Из принадлежности (6, а) Е р" и включения р С р: следует при- 
надлежность 

(6, а) Е р1. 

Мы пришли к тому, что для произвольной пары (а, 6) из отношения р1 
обратная пара (5, а) тоже принадлежит отношению ру. Это значит, что 
отношение р1 симметрично. Таким образом, из первого случая следует 
симметричность отношения ру. 

2) Рассмотрим второй случай: (а, 6) Ер”". 

По определению обратного отношения, принадлежность (а,6) Е р! 
эквивалентна принадлежности 

(а) Ер. 

Отношение р является членом объединения ро Ц ру Ока значит 
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включается в него: 

ре" Це = ра. 

Из принадлежности (5, а) Е ри включения р © ри следует принад- 
лежность 

(6, а) Е р1. 

Мы пришли к тому, что для произвольной пары (а, 6) из отношения р1 
обратная пара (5, а) тоже принадлежит отношению рт. Это значит, что 
отношение р1 симметрично. Таким образом, из второго случая следует 
симметричность отношения ру. 

3) Рассмотрим третий случай: (а, 6) Е в. 

К отношению 2 принадлежат только те пары, у которых оба элемента 
равны. Следовательно, в паре (а, 6) элементы а и 6 равны: 

=: 

Из-за равенства а = 6 получается равенство пары (а, 6) и её обратной 
(5, а): 

(а,6) = (В,а). 

Благодаря этому равенству истинно утверждение: если пара (а, 6) 
принадлежит отношению (, то пара (5, а) тоже принадлежит отноше- 
НИЮ (: 

(а) Её. 

Отношение + является членом объединения ро Ч ру ТО ьа значит 
включается в него: 

С рН" ЧЕ = ри. 

Из принадлежности (5, а) Е ги включения # © р1 следует принад- 
лежность 

(6, а) Е р1. 

Мы пришли к тому, что для произвольной пары (а, 6) из отношения р1 
обратная пара (5, а) тоже принадлежит отношению рт. Это значит, что 
отношение р: симметрично. Таким образом, из третьего случая следует 
симметричность отношения ру. 

В итоге во всех случаях отношение р1 является симметричным. Сим- 
метричность отношения р1 доказана. 

Мы доказали рефлексивность и симметричность отношения 11, что 
было заявлено в теореме. Теорема доказана. 
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Теорема. Пусть ро — бинарное отношение на множестве Х. Тогда 
отношение 

= рН Ь 

является наименьшим рефлексивным и симметричным отношением 
на Х, содержащим отношение ру. 

Доказательство. Чтобы доказать минимальность отношения рт, нуж- 
но доказать, что отношение р: содержится во всех других рефлексив- 
ных и симметричных отношениях, содержащих ро. 

Пусть р — произвольное рефлексивное и симметричное отношение, 
содержащее ро: 

бо С р. 

Докажем, что р1 содержится внутри р. 

Так как отношение р симметрично, то оно наряду со своими пара- 
ми содержит их обратные. Так как отношение р содержит все пары 
из отношения ро, то оно содержит все обратные пары к парам из ро. 
Отношение ру 1 является множеством всех обратных пар к парам из 
отношения ро. Следовательно, отношение ру 1 содержится в отношении 
р: 

р © 

Отношение р является рефлексивным. Это означает, что оно содер- 
жит все пары (т,х) для всех элементов х Е Х. Отношение # по своему 
определению является множеством всех пар (х,5) для всех элементов 
т Е Х. Следовательно, отношение г содержится в отношении р: 

ЕЙ: 

В итоге мы имеем три включения: 

00. 00» ЕО 

Так как три множества ро, ру Ти & содержатся в множестве р, то их 
объединение тоже в нём содержится: 

9" ЦЬС р. 

По определению, р1 = ри Ц ру" Ц в. Следовательно, 

1 С р. 

Мы пришли к тому, что отношение р1 содержится в любом рефлек- 
сивном и симметричном отношении, содержащем отношение ро. И при 
этом в теореме выше в этом параграфе мы установили, что отношение 
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р симметрично и транзитивно. Таким образом, отношение р1 является 
наименьшим симметричным и транзитивным отношением, содержащим 
ро. Теорема доказана. 


28./ Пополнение отношения до наименьшего 
отношения эквивалентности 


Теорема. Пусть 

ро — бинарное отношение на множестве Х, 

=" Ыь 

р = р" — транзитивное замыкание отношения ру. 

Тогда отношение р является отношением эквивалентности. 

Доказательство. В параграфе «Пополнение отношения до наимень- 
шего рефлексивного и симметричного отношения» было доказано, что 
отношение р1 = ро Ц ру НОЕ рефлексивно и симметрично. 

В параграфе «Транзитивное замыкание сохраняет рефлексивность и 
симметричность» доказана, теорема, соответствующая названию. Сле- 
довательно, транзитивное замыкание р' рефлексивно и симметрично. 

В параграфе «ТГранзитивное замыкание транзитивно» доказана, тео- 
рема, соответствующая названию. Следовательно, отношение р! тран- 
ЗИТИВНО. 

В итоге отношение р = р" обладает свойствами рефлексивности, сим- 
метричности и транзитивности. А значит, является отношением экви- 
валентности. Теорема, доказана. 

Определение. Отношение эквивалентности р, порождённое отноше- 
нием ро — это отношение эквивалентности, являющееся транзитивным 
замыканием отношения р1: 

р=, 

где 

= 9 "4. 

Теорема. Отношение эквивалентности р, порождённое отношением 
ро, является наименыпим отношением эквивалентности, содержащим 
ро. Го есть, р содержится во всех отношениях эквивалентности, содер- 
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жащих отношение род. 

Доказательство. Пусть р’ — произвольное отношение эквивалентно- 
сти, содержащее отношение ро. Докажем, что отношение р находится 
внутри р': 

ре» 

По определению, отношение эквивалентности симметрично и транзи- 
тивно. В параграфе «Пополнение отношения до наименьшего рефлек- 
сивного и симметричного отношения» доказана теорема о том, что от- 
ношение рт = ро ро "Ук является минимальным рефлексивным и сим- 
метричным отношением, содержащим ро. То есть, р1 включается во все 
рефлексивные и симметричные отношения, содержащие ро. Раз отно- 
шение р’ рефлексивно, симметрично и содержит ро, значит отношение 
р1 включается в р’: 

Ср”. 

В параграфе «Транзитивное замыкание сохраняет включение» до- 
казана теорема, соответствующая названию. Замкнём транзитивно обе 
части включения р1 Ср’: 

м С (р). 

По условию теоремы, р = р". В параграфе «Транзитвное замыкание 
не меняет транзитивного отношения» доказана теорема, соответствую- 
щая названию. Отношение р’ является отношением эквивалентности, и 
поэтому транзитивно. А значит, (р’)* = р’. 

С учётом равенств р = р! и (р’)' = р’, включение р! С (р’)' переходит 
во включение 

ВЕ. 

Мы пришли к тому, что отношение эквивалентности р, порождён- 
ное отношением ро, включается в любое отношение эквивалентности 
р’, содержащее отношение ро. Это значит, что отношение р является 
наименьшим отношением эквивалентности, содержащим отношение ро. 
Теорема доказана. 
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ГЛАВА 29 


Операции с отношением эквивалентности 


29.1 Пересечение отношений эквивалентности 
является отношением эквивалентности 


Теорема. Пересечение произвольного множества отношений эквивалент- 
ности является отношением эквивалентности. 

Доказательство. Пусть { р; };сг — произвольное множество отношений 
эквивалентности р;. Докажем, что пересечение П;сгр; является отноше- 
нием эквивалентности. Для этого проверим все определяющие свойства 
отношения эквивалентности для отношения Пуег р. 

1) Рефлексивность. Докажем, что (7,5) Е Пегр; для всех элементов 
ТЕХ. 

По определению, каждое отношение эквивалентности рефлексивно, 
а значит содержит все пары (5,1), для всех элементов 1 Е Х. Так как 
каждое отношение 0; для всех индексов & Е [ является отношением 
эквивалентности, то каждое р; для всех индексов 1 Е [ содержит все 
пары (7,1), для всех элементов 5 Е Х: 

(т, 1) Е р; для всех х Е Х и для всехае Г. 

Раз все отношения р; для всех индексов 1 Е [ содержат все пары 
(с, т), то пересечение отношений Пу<гр; тоже их содержит. То есть, пе- 
ресечение П;сгр; содержит все пары (т, т) для всех элементов 5 Е Х: 

(х, т) Е Пегр; для всех т Е Х. 

Это есть свойство рефлексивности для пересечения отношений Пуегрь. 
То есть, отношение Пуегр; рефлексивно. Рефлексивность доказана. 

2) Симметричность. Докажем, что для произвольной пары (а, 6) из 
принадлежности (а, 6) Е Гуегр; следует принадлежность обратной пары 
(6, а) Е Ге гр;. 

Возьмём в отношении Пер; произвольную пару (а, 6): 

(а, 6) - Петр. 

Так как пара (а,6) принадлежит пересечению отношений Пуегр;, то 


525 


она принадлежит каждому отношению р; из пересечения: 

(а, 6) Е р; для всех индексов 1 Е Г. 

По определению, отношение эквивалентности симметрично. Так как 
все отношения р; являются отношениями эквивалентности, то они сим- 
метричны. Симметричность означает, что если произвольная пара (а, 6) 
принадлежит отношению ру, то обратная пара (6, а) тоже принадлежит 
отношению 1;. Таким образом, 

(Ъ, а) Е р; для всех индексов 1 Е Г. 

Так как пара (5, а) принадлежит всем отношениям эквивалентности 
р; для всех индексов # Е Г, то она принадлежит их пересечению Пусто: 

(6, а) Е Пик: 

Мы пришли к тому, что для произвольной пары (а,6) из отноше- 
ния Псгр; обратная пара (5, а) тоже принадлежит отношению Пуе1р:. 
Это значит, что отношение Пус гр; является симметричным. Симметрич- 
ность доказана. 

3) Транзитивность. Докажем, что из принадлежностей (а, 6) Е Пуе1р; 
и (6, с) Е П;егр; следует принадлежность (а, с) Е Пе!р;. 

Пусть пары (а,6) и (5, с) принадлежат отношению Пуегрх: 

(а, 6), (6, с) а Пе/р:. 

Раз эти пары принадлежат пересечению отношений П;=10;, то они 
принадлежат каждому отношению из пересечения: 

(Вер, (СЕ р для всех индексов 1 Е Г. 

По определению, отношение эквивалентности транзитивно. Все от- 
ношения р; являются отношениями эквивалентности и поэтому тран- 
зитивны. Это означает, что из принадлежностей (а,6) Е рь, (6, с) Е р: 
следует принадлежность 

(а, с) Е р; для всех индексов {Е Г. 

Так как пара (а, с) принадлежит всем отношениям р; для всех индек- 
сов Ё Е Г[, то она принадлежит пересечению отношений Пусгри: 

(а, с) Е Пере. 

Мы пришли к тому, что из принадлежностей (а,6) Е Петри (6, с) Е 
П;= гр; следует принадлежность (а, с) Е П;егр;. Это есть свойство тран- 
зитивности для отношения П;с1р;. То есть, отношение П;сгр; транзитив- 
но. Транзитивность доказана. 


526 


Мы доказали все определяющие свойства отношения эквивалентно- 
сти для пересечения отношений эквивалентности П;сг0;. Значит, пере- 
сечение отношений эквивалентности является отношением эквивалент- 
ности. Теорема доказана. 


29.2 Теоретико множественное объединение 
отношений сохраняет рефлексивность и 
симметричность 


Теорема. Пусть {р нег — множество рефлексивных отношений. Тогда 
их объединение Ч;с гр; является рефлексивным отношением. (Теоретико 
множественное объединение сохраняет рефлексивность.) 

Доказательство. Множество, являющееся членом объединения, вклю- 
чается в объединение. В частности, 

0; © ег. 

По условию теоремы, каждое отношение р; рефлексивно и поэтому 
содержит все пары (7,1) для всех элементов 5 Е Х. Раз отношение р; 
включается в отношение Ц;егр;, то все пары из отношения р; принад- 
лежат отношению Ч; егр;, в том числе пары (х,т) для всех элементов 
ве: ^: 

(х, т) Е Чегр; для всех элементов 5х Е Х. 

Это есть свойство рефлексивности для отношения Чегр;. То есть, 
отношение Ч; гр; рефлексивно. Объединение рефлексивных отношений 
является рефлексивным отношением. Теорема доказана. 

Теорема. Пусть р; нег — множество симметричных отношений. То- 
гда теоретико множественное объединение Ч;егр; является симметрич- 
ным отношением. (Теоретико множественное объединение сохраняет 
симметричность.) 

Доказательство. Возьмём в отношении Ч;с гр; произвольную пару (а, 6): 

(а,5) Е Че: 

Так как пара (а,6) принадлежит объединению отношений Ч;егрь, то 
она принадлежит некоторому отношению р; из объединения: 

(а, 6) Е 2+. 
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По условию теоремы, все отношения р; симметричны. Это означает, 
что из принадлежности (а,6) Е р; следует принадлежность 

(6, а) Е 2+. 

Отношения, являющиеся членами объединения, включаются в объ- 
единение. В частности, 

бё С гр. 

Следовательно, все пары из отношения р; принадлежат отношению 
егрь в том числе пара, (6, а): 

(6, а) Е Чик: 

Мы пришли к тому, что произвольная пара (а, 6) из отношения ЦШе1р; 
имеет обратную пару (5, а) в этом же отношении. Это есть свойство 
симметричности для отношения Чег0;. Таким образом, объединение 
симметричных отношений \;егр; симметрично. Теорема, доказана. 


29.3 Теоретико множественное объединение 
отношений не сохраняет транзитивность 


Теорема. Следующее утверждение ложно: теоретико множественное объ- 
единение любых двух отношений эквивалентности является отношени- 
ем эквивалентности. 

Доказательство. Чтобы доказать ложность утверждения из условия 
теоремы, нужно привести пример, где это утверждение ложно. 

Разобъём множество Х = {а, 6, с} на два непересекающихся подмно- 
жества А = {а} и В = {6,с}: 

АЧВ=Х, АПВ=®. 

Отношение эквивалентности, соответствующее такому разбиению, обо- 
значим р. То есть, множества Аи В являются классами эквивалентно- 
сти для отношения р. Обратим внимание, что, так как элементы аи с 
лежат в разных классах эквивалентности, то они не находятся в отно- 
шении друг с другом, то есть пара (а, с) не принадлежит отношению 
р: 

(а, с) р. 


Рассмотрим теперь другое разбиение множества Х = {а,6, с}. А 
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именно, разобьём его на множества А’ = {а,6} и В’ = {с}: 

АоВ’-Х, АПВ. 

Отношение эквивалентности, соответствующее такому разбиению, обо- 
значим о. То есть, множества А’ и В’ являются классами эквивалент- 
ности для отношения о. Обратим внимание, что, так как элементы а и 
с находятся в разных классах, то они не находятся в отношении друг с 
другом, то есть пара (а, с) не принадлежит отношению о: 

(а, с) во. 

Объединим отношения р и о. Так как пара (а, с) не принадлежала ни 
одному из этих отношений, то их объединению она тоже не принадле- 
жит: 

(а, с) & рыб. 

Пара (а,6) принадлежит отношению р, а значит принадлежит объ- 
единению ро: 

(а, 6) ЕрЦо. 

Пара (5, с) принадлежит отношению о, а значит принадлежит объ- 
единению ро: 

(6, с) ЕрЦбс. 

Получается, что пары (а, 6) и (6, с) принадлежат отношению ро, но 
пара (а, с) не принадлежит. Это означает, что объединение отношений 
р а нетранзитивно. Следовательно, оно не может быть отношением 
эквивалентности. 

Также можно было рассуждать несколько другим способом. Допу- 
стим, что отношение р Ц д является отношением эквивалентности. 

Раз элементы а и 6 находились в одном классе при отношении р, то 
они находятся в отношениях друг с другом при отношении р, а значит 
находятся в отношенииях друг с другом при отношении р Ц од. Сле- 
довательно, элементы а и 6 находятся в одном классе при отношении 
рЧо. 

Так как элементы 6 и с находятся в одном классе при отношении 
о, то они находятся в отношениях друг с другом при отношении о, 
а значит находятся в отношениях друг с другом при отношении род. 
Следовательно, элементы 6 и снаходятся в одном классе при отношении 
рЧо. 
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В итоге все элементы а, 6, с находятся в одном классе эквивалентно- 
сти, и поэтому все пары с этими элементами должны принадлежать 
отношению ро. Но это не так, потому что пара (а, с) не принадлежит 
отношению р Ц о. То есть, допущение, что отношение р Ц о является 
отношением эквивалентности, приводит к противоречию. Объединение 
отношений эквивалентности р и о не является отношением эквивалент- 
НОСТИ. 

Мы нашли пример отношений эквивалентности ри о таких, что их 
теоретико множественное объединение р Ц а не является отношением 
эквивалентности. Поэтому утверждение «объединение любых отноше- 
ний эквивалентности является отношением эквивалентности» ложно. 
Теорема доказана. 


29.4 Объединение отношений эквивалентности 


Так как теоретико множественное объединение отношений эквивалент- 
ности может не являться отношением эквивалентности, введём другое 
объединение, которое сохраняет свойства отношения эквивалентности. 

Определение. Объединением р\У ов двух отношений эквивалентности р 
и о назовём отношение эквивалентности, порождённое теоретико мно- 
жественным объединением род. 

Утверждение. Объединение р\У а является наименьшим отношением 
эквивалентности, содержащим теоретико множественное объединение 
рЧо. 

Доказательство. В параграфе «Пополнение отношения до наимень- 
шего отношения эквивалентности» доказана теорема о том, что отноше- 
ние эквивалентности, порождённое отношением ро, является наимень- 
шим отношением эквивалентности, содержащим отношение ро. В нашем 
случае отношение эквивалентности р У о, порождённое теоретико мно- 
жественным объединением р Ц ов, является наименьшим отношением 
эквивалентности, содержащим теоретико множественное объединение 
рЦо. Утверждение доказано. 

Утверждение. р У в является транзитивным замыканием отношения 
ро: 
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о АА 

Доказательство. По определению, объединение р\о является отноше- 
нием эквивалентности, порождённым отношением р Ц о. Это означает, 
что 

руа=т тете рог 

В параграфе «Пополнение отношения до наименьшего рефлексивно- 
го и симметричного отношения» доказана, теорема о том, что выраже- 
ние ро ру" Ц г является наименьшим рефлексивным и симметричным 
отношением, содержащим отношение ро. В нашем случае отношение 
т = (рЦа) Ц (род) ' Ц в является наименыпим рефлексивным и сим- 
метричным отношением, содержащим отношение р Ц о. 

Отношения р и в являются отношениями эквивалентности. По опре- 
делению, отношение эквивалентности рефлексивно и симметрично. Зна- 
чит, отношения р и о рефлексивны и симметричны. В параграфе «Тео- 
ретико множественное объединение отношений сохраняет рефлексив- 
ность и транзитивность» доказаны теоремы, соответствующие назва- 
нию. Раз отношения р и о рефлексивны и симметричны, то их теоре- 
тико множественное объединение р Ц о рефлексивно и симметрично. 

Отношение р Ц ов включается само в себя: 

рос рио0, 

и, очевидно, является наименьшим рефлексивным и симметричным 
отношением, содержащим отношение р Ц о. 

Выше мы установили, что отношение т = (рыб)Ц (ров) Ц являет- 
ся наименьшим рефлексивным и симметричным отношением, содержа- 
щим отношение р Ц о. Следовательно, отношения т и рЦо совпадают: 

т = род. 


Так как, по определению, р\М а = т! 


‚ То из равенства т = ро следует, 
что 

ома=(Ы о)“. 

То есть, объединение отношений р У в является транзитивным за- 
мыканием теоретико множественного объединения отношений р Ц од. 
Утверждение доказано. 
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29.5 Коммутирующие отношения эквивалентности 


Теорема. Пусть 

рис — отношения эквивалентности на множестве Х, 

род = вор — отношения коммутируют. 

Тогда ро а является отношением эквивалентности на, Х. 

Доказательство. Докажем свойства отношения эквивалентности для 
отношения род. 

1) Рефлексивность. 

По определению, отношение эквивалентности рефлексивно, то есть 
содержит все пары (т, т) для всех элементов 1 Е Х. По условию теоре- 
мы, отношения ри в являются отношениями эквивалентности и поэто- 
му рефлексивны, то есть содержат все пары (5,5) для всех элементов 
Е: 

(х, т) Е р, в для всех элементов 5 Е Х. 

Возьмём пару (т, 5) для произвольного элемента х Е Х. Мы можем 
сделать утверждение: 

существует такой элемент т Е Х, что имеются принадлежности: 

(тот) Ер, (тт) Ед. 

Это утверждение эквивалентно принадлежности (7,1) Е род. 

Таким образом, пара (5,5) для произвольного элемента х Е Х при- 
надлежит отношению ро о. Следовательно, все пары (7,5) для всех 
элементов ф Е Х принадлежат отношению род. Это является свой- 
ством рефлексивности для отношения род. То есть, отношение род 
рефлексивно. Рефлексивность доказана. 

2) Симметричность. 

В параграфе «Симметричность, рефлексивность, транзитивность от- 
ношений» доказана, теорема о том, что симметричность отношения т 
эквивалентна, равенству 

Е 

Поэтому, чтобы доказать, что отношение ро о симметрично, доста- 
точно доказать, что выполняется равенство 

(род) '=роб. 

Докажем это равенство. В параграфе «Обратное отношение и его 
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алгебраические свойства» доказана, теорема, о том, что для любых от- 
ношений р и о выполняется равенство: 

роб) = ор. 

По определению, отношение эквивалентности симметрично. Отноше- 
ния ри о являются отношениями эквивалентности, а значит симмет- 
ричны. Свойству симметричности отношений ри о эквивалентны ра- 
венства "= р, о" = в. Заменим в исследуемой формуле выражения 
Й и о" соответственно на риод: 

‘ор =0о0. 

По условию теоремы, отношения р и о коммутируют: 

бор=роод. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения (роб) ' к выра- 
жению рос. Следовательно, эти выражения равны: 

(род) '=роб. 

Данное равенство эквивалентно свойству симметричности для отно- 
шения род. Таким образом, отношение род симметрично. Симметрич- 
ность доказана. 

3) Транзитивность. 

В параграфе «Симметричность, рефлексивность, транзитивность от- 
ношений» доказана теорема о том, что транзитивность отношения т 
эквивалентна включению 

РО. 

Поэтому, чтобы доказать транзитивность отношения роб, достаточно 
доказать включение 

(род) о (род) С род. 

Докажем это включение. Рассмотрим выражение 

(роб) о (род). 

В параграфе «Множество всех бинарных отношений является полу- 
группой» доказана теорема о том, что композиция бинарных отноше- 
ний является бинарной операцией в полугруппе. То есть, композиция 
бинарных отношений ассоциативна. И мы можем расставлять скобки 
как угодно. А можно скобки и вовсе не расставлять, подразумевая, что 
брать композиции можно в любом порядке. Сотрём скобки: 


По условию теоремы, отношения р и о коммутативны. Переставим 
отношения о и р в середине выражения: 

родборосв = рородбоод. 

В параграфе «Отношение эквивалентности является идемпотентом» 
доказана теорема, соответствующая названию. По условию теоремы, 
отношения ри од являются отношениями эквивалентности, а значит, 
являются идемпотентами: 

дор: 9990. 

С помощью этих равенств заменим в основной формуле выражения 
рорисвоо соответственно на рио: 

рородбод = род. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения (роб) о (род) к 
выражению ро о. Следовательно, эти выражения равны: 

(роб) о (род) = род. 

Равенство является частным случаем включения 

(роб) о (род) С роб. 

Этим мы проверили, что для отношения ро д истинно включение, 
эквивалентное транзитивности. Значит, отношение ро о транзитивно. 
Транзитивность доказана. 

Мы проверили все свойства отношения эквивалентности для отноше- 
ния род. Следовательно, отношение ро д является отношением экви- 
валентности. Теорема доказана. 

Теорема. Пусть 

рис — отношения эквивалентности на множестве Х, 

роб = вор — отношения коммутируют. 

Тогда роб =р\Уо. 

Доказательство. Докажем включение роб Ср\од. 

Возьмём в отношении ро о произвольную пару (а, 6): 

(а, 6) род. 

Эта принадлежность эквивалентна, утверждению: 

существует такой элемент 1 Е Х, что имеются включения: 

(ах) еЕр, (5,6) Ед. 

Раз пара (а, т) содержится в отношении р, а пара (т,6) содержится 
в отношении о’, то обе эти пары содержатся в объединении отношений 
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ро: 

(ах) ЕрЦо, (5,6) Ероо. 

По определению, отношение р У о порождено отношением р Ц о. То 
есть, р\ д является наименьшим отношением эквивалентности, содер- 
жащим отношение р Ц о. Для нас здесь важно то, что отношение рУ в 
охватывает отношение р Оо: 

рас р\Уод. 

Так как пары (а, т) и (7,6) содержатся в отношении р Ц в, то они 
содержатся в охватывающем его отношении р\У од: 

(а.х) Ер\Уо, (5,6) Ер\Уо. 

Отношение р\У в является отношением эквивалентности, а отноше- 
ние эквивалентности транзитивно по определению. По свойству тран- 
зитивности, из принадлежностей (а, т) Ер\Уси (1,6) Ер\У св следует 
принадлежность 

(а, 6) Ер\о. 

Мы пришли к тому, что произвольная пара (а, 6) из отношения род 
принадлежит отношению р\У о. Следовательно, все пары из отношения 
р Чо принадлежат отношению р \ о, что означает включение 

рас р\Уод. 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение р\У о С род. 

Чтобы доказать это включение, докажем предварительно включение 

рас род. 

Возьмём произвольную пару (а, 6) из отношения р Цо: 

(а, 6) ЕрЦо. 

Так как пара (а,6) принадлежит объединению отношений р Ц од, то 
она принадлежит некоторому множеству из объединения. Возможны 
два случая: 

1) (@а бер, 2) (а, Ес. 

1) Рассмотрим первый случай: (а,6) Е р. 

По условию теоремы, отношение о является отношением эквивалент- 
ности. По определению, отношение эквивалентности рефлексивно, то 
есть в отношении о содержатся все пары (7,5) для всех элементов 
1; Е Х. В том числе содержится пара (5,6): 


535 


(6,6) Ед. 

Теперь мы можем сделать утверждение: 

существует такой элемент 6 Е Х, что имеются принадлежности: 

(аб) Ер, (В) Ед. 

Это утверждение эквивалентно принадлежности 

(а, 6) Е род. 

Таким образом, в первом случае имеется принадлежность (а,6) Е 
род. 

2) Рассмотрим второй случай: (а, 6) Е д. 

По условию теоремы, отношение р является отношением эквивалент- 
ности. По определению, отношение эквивалентности рефлексивно, то 
есть в отношении р содержатся все пары (%,х) для всех элементов 
1 Е Х. В том числе содержится пара (а, а): 

(аа) Е р. 

Теперь мы можем сделать утверждение: 

существует такой элемент а Е Х, что имеются принадлежности: 

(аа) Ер, (аб) Ед. 

Это утверждение эквивалентно принадлежности 

(а, 6) Е род. 

Таким образом, во втором случае имеется принадлежность (а,6) Е 
о 

В итоге в обоих случаях имеется принадлежность (а, 6) Е род. 

Мы пришли к тому, что произвольная пара (а, 6) из отношения рЧ д 
содержится в отношении ро од. Следовательно, все пары из отношения 
ро содержатся в отношении ро од, что означает включение 

ООО 

По определению, отношение р У о порождено отношением р Ц о. То 
есть, р У в является наименьшим отношением эквивалентности, содер- 
жащим отношение рЦо. Это означает, что отношение р\У в содержится 
в любом отношении эквивалентности, которое содержит рЦо. Мы уста- 
новили, что отношение род является отношением эквивалентности, со- 
держащим отношение ро. Следовательно, отношение р\У о находится 
внутри отношения род: 

оо серв. 
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Включение доказано. 

Из противоположных включений 
роб еЕр\а руб ероа 
следует равенство 

род = р\Уо. 

Теорема доказана. 
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ГЛАВА 30 


Гомоморфизмы и конгруэнции 


30.1 Определение отображения через бинарное 
отношение 


Определения. Пусть ф — бинарное отношение на множестве Х, элемент 
х принадлежит Х. 

хф — это множество всех элементов, которые находятся в отношении 
ф с элементом т, и при этом стоят в паре справа. То есть, 

у Е тф тогда и только тогда, когда (т, у) Е ф (в других обозначениях 
ту). 

Отображение ф из множества Х в множество У — это бинарное от- 
ношение на множестве Х Ц У, для которого выполняются два условия: 

1) для каждого элемента х Ее Х множество хф состоит ровно из 
одного элемента из множества У’, 

2) для каждого элемента у е У множество уф пусто. 


30.2 роф`! является отношением эквивалентности 


Теорема. Пусть ф — отображение из множества Х в множество У. 
(а) Ефоф`' тогда и только тогда, когда аф = вр. 
Доказательство. Докажем сначала в одну сторону. 

Пусть (а,6) Ефоф`'. Эта принадлежность эквивалентна утвержде- 

НИЮ: 
существует элемент 5 Е Х ЦУ такой, что имеются включения: 
(ах) Еф, (т) Еф’". 

По определению обратного отношения, принадлежность (1,65) Еф! 
эквивалентна принадлежности 
(6, х) Еф. 
В итоге имеем две принадлежности: 
(ах)Ееф, (т) Еф. 
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Эти принадлежности означают, что элемент х принадлежит множе- 
ствам аф и вр: 

Е ар ТЕбр. 

По определению отображения, множества аф и бф состоят из одно- 
го элемента. Так как т принадлежит этим множествам, то они равны 
одноэлементному множеству {5}: 

арена ЕЕ 

Мы пришли от включения (а, 6) Ефоф`' к равенству аф = 65. 

В одну сторону доказано, докажем в другую. 

Пусть аф = бр. 

По определению отображения, множества аф и бр состоят из одного 
элемента. Обозначим его т: 

ар = ао, 

Или, в другой записи 

Е а ТЕбр. 

Эти принадлежности означают, что пары (т, а) и (1,6) принадлежат 
отношению р: 

(а, т) Еф, (6, т) Еф. 

По определению обратного отношения, принадлежности (5,1) Е ф 
эквивалентна принадлежность 

()ЕФф". 

В итоге мы имеем две принадлежности: 

(а, т) Еф, (2,5) Е ф'. 

Теперь мы можем сформулировать утверждение: 

существует элемент х Е Х (У такой, что имеются принадлежности: 

(а, т) Ех, (2,5) Е фт. 

Это утверждение эквивалентно принадлежности 

(аб ефоф". 

Мы пришли от равенства аф = фр к принадлежности (а, 6) Е фоф`". 
В другую сторону доказано. Теорема, доказана. 

Теорема. Пусть ф — это отображение из множества Х в множество 
У. Тогда отношение фо ф`! является отношением эквивалентности на 
множестве Х. 
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Доказательство. Докажем свойства отношения эквивалентности для 
отношения роф`! на множестве Х. 

1) Докажем рефлексивность: (5,5) Е фоф`' для всех элементов 
Е. 

Для любого элемента 5 Е Х имеется равенство: 

Хр = а. 

По теореме, доказанной выше, это равенство эквивалентно включе- 
нию 

(тт) Е фор". 

Мы пришли к тому, что для любого элемента 1 пара (5,5) принад- 
лежит отношению фоф`'. Следовательно, 

(т, т) Ефоф`' для всех элементов 5 Е Х. 

Это утверждение является свойством рефлексивности для отноше- 
ния фоф`'. То есть, отношение фо ф`' рефлексивно. Рефлексивность 
доказана. 

2) Докажем симметричность: если (а, 6) Е фоф`', то (В, а) Е фоф"". 

Пусть (а, 6) Ефоф". 

Эта принадлежность эквивалентна равенству 

аф = 6ф. 

Поменяем местами стороны равенства: 

бе: 

Этому равенству эквивалентна принадлежность 

(а) Е фоф'. 

Мы пришли к тому, что из принадлежности (а, 6) Е фоф`' следует 
принадлежность (5, а) Ефоф`'. Это утверждение является свойством 
симметричности для отношения ро ф`'. То есть, отношение роф”! 
симметрично. Симметричность доказана. 

3) Докажем транзитивность: из принадлежностей (а, 6) Ефоф\' и 
(6, с) Ефоф ! следует принадлежность (а, с) Ефоф"". 

Пусть имеются принадлежности 

(а,5) Ефоф`, (БоеЕфоф”. 

Этим принадлежностям эквивалентны равенства, 


ар =6р, бф=сф. 
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Так как множества аф и сф равны одному и тому же множеству 6ф, 
то они равны друг другу: 

аф = сф. 

Это равенство эквивалентно принадлежности 

(а, Ефоф". 

Мы пришли к тому, что из принадлежностей (а, 6) Е фоф`' и (6, с) Е 
ро т следует принадлежность (а, с) ЕО т Это есть свойство 
транзитивности для отношения ро ф`'. То есть, отношение фоф”! 
транзитивно. Транзитивность доказана. 

Мы доказали все свойства отношения эквивалентности для отноше- 
ния фоф ". Следовательно, отношение фо ф`" является отношением 
эквивалентности. Теорема, доказана. 

Определение. Пусть ф — отображение. 

Назовём отношение фо ф`' отношением эквивалентности, индуциро- 
ванным отображением ф. 


30.3 Гомоморфизм 


Определения. Пусть 5 и 5” — группоиды. 

Гомоморфизм группоида 5 в 6" — это отображение ф группоида 5 в 
5’, сохраняющее бинарную операцию: 

(а. Б)ф = (аф) . (64). 

Множество бф называется гомоморфным образом группоида 5. 

Теорема. Пусть 5 и 5’ — группоиды, ф — это гомоморфизм из 5 в 
5’. Тогда образ гомоморфизма 5ф является подгруппоидом в ©’. 

Доказательство. Возьмём в множестве 6ф произвольные два элемен- 
та ар и бр: 

аф,бфеЕ о. 

Умножим их друг на друга, получаем произведение 

(аф)(6ф). 

По определению гомоморфизма, выполняется равенство 

(аф)(6ф) = (аб). 

Произведение элементов группоида принадлежит группоиду, поэто- 
му 
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«ео. 

Следовательно, элемент (а6)ф принадлежит образу 5: 

(а6)ф Е 5. 

Мы пришли к тому, что произведение произвольных двух элемен- 
тов из множества 5ф даёт элемент из этого же множества. То есть, 
бинарная операция на множестве бф замкнута. Это значит, что 6ф — 
подгруппоид в 5’. Теорема доказана. 

Следствие. Пусть 5 и 5’ — полугруппы, ф — это гомоморфизм из 5 
в ©’. Тогда образ гомоморфизма бф является подполугруппой в 5". 

Доказательство. Полугруппы являются группоидами, и поэтому вы- 
полняется теорема, записанная выше: образ гомоморфизма 6ф являет- 
ся подгруппоидом в 5’. Так как подгруппоид 5ф состоит из элементов 
полугруппы 5”, а элементы полугруппы ассоциативны, то все элементы 
группоида 6; ассоциативны. То есть, ©ф является подполугруппой в 
5’. Следствие доказано. 


30.4 Определения стабильных бинарных отношений 
и конгруэнций 


Определения. 

В качестве множества, на котором строятся бинарные отношения, 
будем использовать группоид 5. 

арб — элемент а находится в отношении р с элементом 6 — пара (а, 6) 
принадлежит отношению р. 

Стабильное справа отношение р на группоиде 5 — это отношение со 
СВОЙСТВОМ: 

если арб, то асрбс для любого се 5. 

(Оба элемента пары из отношения р можно домножить справа на 
любой элемент с Е 5, и получится тоже пара, из р.) 

Стабильное слева отношение р на группоиде 5 — это отношение со 
СВОЙСТВОМ: 

если арб, то сарсб для любого се 5. 
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(Оба элемента пары из отношения р можно домножить слева на лю- 
бой элемент с Е 5, и получится тоже пара из р.) 

Правая конгруэнция на © — это стабильное справа отношение экви- 
валентности на р. 

Левая конгруэнция на 5 — это стабильное слева, отношение эквива- 
лентности на 5. 

Конгруэнция на © — это одновременно левая и правая конгруэнция 


ао: 


30.5 Факторгруппоид 


Теорема. Пусть 

© — группоид, 

р — конгруэнция на 5, 

5/р — множество классов эквивалентности по отношению р, 

А, ВЕ 5/р — классы эквивалентности, 

АВ — произведение классов эквивалентности, являющееся обычным 
произведением подмножеств группоида. 

Тогда АВ С С, где С — класс эквивалентности из множества 5 ’/р. 

Доказательство. Возьмём в классах эквивалентности А и В соответ- 
ственно элементы а и 6: 

аеА, БЕВ. 

Классы эквивалентности 5/р покрывают всё множество 5. Поэтому 
произведение элементов аб находится в некотором классе эквивалент- 
ности (С: 

аб ЕС. 

Докажем, что все элементы множества, АВ находятся внутри класса, 
эквивалентности (7: 

докажем, что АВС С. 

Все элементы в множестве АВ являются произведениями элементов 
из А на элементы из В. Возьмём в множестве АВ произвольный эле- 
мент а: 


а.6' = АВ. 
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Элементы а и а' находятся в одном классе эквивалентности А, поэто- 
му элемент а находится в отношении р к элементу а’: 

ара’. 

Так как отношение р является конгруэнцией, мы можем умножить 
обе части отношения ара’ справа на элемент 6, и полученная пара, эле- 
ментов аб и а’6 тоже будет находиться друг с другом в отношении р: 

абра’6. 

Элементы в и 6' находятся в одном классе эквивалентности В, поэто- 
му элемент 6 находится в отношении р к элементу В: 

фр’. 

Так как отношение р является конгруэнцией, мы можем умножить 
обе части отношения бр’ слева на элемент а’, и полученная пара эле- 


ментов абиав 


р: 
а’браб. 
В итоге мы получили два отношения: 
абра’6, а’браЪ. 
Отношение р является отношением эквивалентности, а отношение эк- 


тоже будет находиться друг с другом в отношении 


вивалентности транзитивно. По свойству транзитивности, из отноше- 
ний абра’6 и а’браб следует отношение 

афра/ В. 

Раз элементы аб и а’6' находятся в отношении эквивалентности р 
друг с другом, то они принадлежат одному классу эквивалентности. 
Элемент аб принадлежит классу эквивалентности С", значит и а’ тоже 
принадлежит этому классу эквивалентности: 

а’ ЕС. 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент из множества АВ при- 
надлежит классу эквивалентности С”. Следовательно, все элементы из 
множества АВ принадлежат классу эквивалентности С’, что означает 
включение 

АВСС. 

Мы доказали, что произведение двух классов эквивалентности по от- 
ношению р полностью находится внутри некоторого класса эквивалент- 
ности по отношению р. Теорема доказана. 
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Определение. Пусть 

© — группоид, 

р — конгруэнция на 5, 

А, В, С — классы эквивалентности по конгруэнции р. 

Тогда 

(©) — соответствие, определяющееся следующим правилом: 

Ас В = С тогда и только тогда, когда АВ С С. 

Теорема. Пусть 

© — группоид, 

р — конгруэнция на 5, 

5/р — множество классов эквивалентности по отношению р. 

Тогда (о) является бинарной операцией на множестве 5/р, а само 
множество © | р с такой бинарной операцией является группоидом. 

Доказательство. Возьмём в множестве 5/р всех классов эквивалент- 
ности по отношению р два произвольных класса эквивалентности Аи 
тв. 

А, ВЕБ/р. 

В теореме выше установлено, что произведение АВ находится внутри 
некоторого класса, эквивалентности (7: 

АВСС. 

По определению соответствия о, из включения АВ С С следует 

АоВ=С. 

Получается, что произвольным классам эквивалентности Аи В из 
множества 5’/р соответствует класс эквивалентности С’ из этого же мно- 
жества. Это значит, что соответствие о является бинарной операцией 
на множестве б/р, а множество 5/р с бинарной операцией о является 
группоидом. Теорема доказана. 

Определение. Пусть 

© — группоид, 

р — конгруэнция на 5, 

5 /р — множество классов эквивалентности по отношению р, 

Ас В = С тогда и только тогда, когда АВ С С, 

где А, В, С — классы эквивалентности из б/р. 
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Факторгруппоид по конгруэнции р — это множество 5/р с би- 
нарной операцией (о). 


30.6 Конгруэнция образует естественный 
гомоморфизм 


Обозначение. Пусть р — конгруэнция на группоиде 5. 

ар — это класс эквивалентности по конгруэнции р, содержащий эле- 
мент а. 

Теорема. Пусть р — конгруэнция на группоиде 5. Тогда 

аробр = (а6)р для любых элементов а, 6 Е 5. 

Доказательство. Возьмём в группоиде 5 два произвольных элемента 
аи 6. В параграфе «Факторгруппоид» доказано, что операция (о) явля- 
ется бинарной операцией на множестве классов эквивалентности 5/р. 
Следовательно, произведение любых двух классов эквивалентности из 
5'/р равно некоторому классу эквивалентности из 5/р. В частности, 

аро бр = С, где С' — некоторый класс эквивалентности из 5 /р. 

По определению бинарной операции (о), 

аробр = С тогда и только тогда, когда (ар)(6р) © С. 

(ар)(6р) — это произведение множеств ар и бр, то есть множества 
всех произведений @6, глеа' Е ар, 6' Е 6р. По определению, отношение 
эквивалентности рефлексивно и элементы принадлежат своим классам 
эквивалентности. В частности, 

аеЕ ар, бЕЩр. 

Поэтому произведение аб является одним из элементов произведения 
множеств (ар)(6р): 

аб Е (ар)(6р). 

Из принадлежности аб Е (ар)(6р) и включения (ар)(6р) © С следует 
принадлежность 

«ЕС. 

Разные классы эквивалентности не пересекаются. Раз элемент аб на- 
ходится одновременно в классе эквивалентности (аб)р и в классе экви- 
валентности С’, следовательно классы эквивалентности (а6)р и С сов- 
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падают: 

(а6)р=С. 

Благодаря этому совпадению равенство ар о бр = С' переходит в ра- 
венство 

аро фр = (аб)р. 

Мы установили это равенство для произвольных элементов а и 6 из 
группоида 5. Теорема доказана. 

Обозначение. р” — естественное (каноническое) отображение груп- 
поида 5 на множество классов эквивалентности 5’/р по конгруэнции р. 
Естественное отображение задаётся правилом: каждому элементу а из 
группоида 5 ставится в соответствии класс эквивалентности ар из мно- 
жества классов эквивалентности 5/р, в котором элемент а содержится: 

ар" = ар для всех элементов а Е 5. 

Теорема. Естественное отображение р" является гомоморфизмом. 

Доказательство. Возьмём в группоиде 5 два произвольных элемента, 
а и 6. Перемножим их друг на друга и подействуем отображением р”: 

(а6)р" = (абр. 

В теореме выше в этом параграфе доказано равенство 

(а6)р = аро бр. 

Элемент а переходит в класс эквивалентности ар при отображении 
й. 

ар = ар". 

Элемент 6 переходит в класс эквивалентности бр при отображении 
р 
фр = брт. 

Заменим в выражении аро бр выражения ар и 6р на выражения ар" 
и бр": 

аробр = арй обр. 

В итоге, через цепочку равенств мы пришли от выражения (а6)р” к 
выражению ар" обр". Следовательно, эти выражения равны: 

(ав) рй = арт обр". 

Это равенство является определяющим свойством гомоморфизма для 
отображения р". Значит, естественное отображение р" является гомо- 
морфизмом. Теорема доказана. 
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30.’ Факторгруппоид полугруппы является 
полугруппой 


Теорема. Пусть $ — полугруппа, р — конгруэнция на ©. Тогда фактор- 
группоид 5/р является полугруппой. 

Доказательство. Возьмём в факторгруппоиде 5/р три произвольных 
класса эквивалентности: 

А, ВСЕ Б/р. 

Возьмём в классах эквивалентности А, В, С какие-нибудь представи- 
тели соответственно а, 6, с: 

аЕ А, БЕ В,СсЕС. 

Рассмотрим естественное отображение р" из полугруппы 5 в фактор- 
группоид 5/р. При этом отображении элементы а, 6, с отображаются в 
классы эквивалентности, в которых они находятся: 

ар" =А, ф"=В, СЙ=С. 

Подействуем отображением р" на произведение (а6)с: 

((аб)с)р”. 

Воспользуемся свойством сохранения бинарной операции гомомор- 
физмом: 

((аб)с)р” = (аб)р” о ср. 

Снова воспользуемся свойством сохранения бинарной операции гомо- 
моморфизмом, но теперь для выражения (а6)р": 

(аб)р* о ср* = (ар овр*) о ср". 

Элементы а, 6, с при отображении р" переходят в классы эквивалент- 
ности А, В, С. Поэтому 

(ар*обр*) о ср* = (Ао В) оС. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения ((а6)с)р* к выра- 
жению (Ао В) оС. Следовательно, эти выражения равны: 

((аВ)с)р" = (Ао В)оС. 

Подействуем отображением р" на произведение а(5с): 

(а(6с)) рт. 

Воспользуемся свойством сохранения бинарной операции гомомор- 
физмом: 

(а(6с)) р? = ар" о (6с)рт. 
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Снова воспользуемся свойством сохранения бинарной операции гомо- 
моморфизмом, но теперь для выражения (5е)р*: 

ар" о (6) р* = ар* о (6р* о ср"). 

Элементы а, 6, с при отображении р" переходят в классы эквивалент- 
ности А, В, С. Поэтому 

ар” © (6р" оср") = Ао(Во0). 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения (а(5е))р* к выра- 
жению Ао (ВоС). Следовательно, эти выражения равны: 

(а(6с))р" = Ао(ВоС). 

Так как © является полугруппой, то все её элементы ассоциативны. 
В том числе элементы а, 6, с: 

(а6)с = а(%). 

Объединим это равенство с доказанными выше равенствами 

(абс)р” = (АоВ)оС, (а(«))р” = Ао(Во0), 

получаем цепочку равенств: 

(Ао В)оС = ((а6)с)р” = (а(«))р" = Ао (ВобС). 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения (Ао В) оСк 
выражению Ао (ВоС). Следовательно, эти выражения равны: 

(Ао В) оС = Ао(ВоС). 

Это есть свойство ассоциативности для классов эквивалентности А, 
В, С. Эти классы эквивалентности мы выбирали произвольно, следова- 
тельно все классы эквивалентности из множества классов эквивалент- 
ности б/р ассоциативны. Значит, группоид 5/р является полугруппой. 
Теорема доказана. 


30.8 Гомоморфизм @ индуцирует конгруэнцию 
бод 


Теорема. Пусть 

5,5’ — группоиды, 

9 — гомоморфизм группоида 5 на группоид 5’, 

р =бо0`' — отношение эквивалентности, индуцпированное гомомор- 
физмом 0. 
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Тогда р — конгруэнция на 5. 

Доказательство. Возьмём в группоиде 5 два произвольных элемента, 
а и в, которые находятся в отношении р друг с другом: 

аб6Ех, арб. 

Теперь возьмём в группоиде 5 произвольный элемент с: 

СЕ. 

Чтобы доказать, что отношение эквивалентности р является конгру- 
энцией, нужно доказать отношения между элементами асрёс и сарсф. 

В параграфе «фо ф\! является отношением эквивалентности» до- 
казана, теорема о том, что элементы 5 и у находятся в одном классе 
эквивалентности по отношению фо ф`! тогда и только тогда, когда 
тф = уф. В нашем случае р = доб`\', и эта теорема выглядит следую- 
щим образом: 

арб тогда, и только тогда, когда аб = 66, 

асрбс тогда, и только тогда, когда (ас)0 = (5с)6, 

сарсё тогда, и только тогда, когда (са) = (с6)6. 

Таким образом, мы докажем теорему, если докажем равенства 

(ас) = (6с)0, (са)б = (сб). 

Лемма. (ас)9 = (6с)6. 

Доказательство. Рассмотрим выражение (ас)9. Гомоморфизм сохра- 
няет бинарную операцию: 

(ас)0 = (а9) (св). 

Мы выбрали элементы а и 6 такие, что арб. Следовательно, выпол- 
няется равенство аб = 69, и мы можем заменить ад на 66: 

(а0)(с0) = (69) (св). 

Воспользуемся сохранением бинарной операции гомоморфизмом: 

(50)(с0) = (6). 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения (ас)0 к выраже- 
нию (56)0. Следовательно, эти выражения равны: 

(ас)9 = (6с)6. 

Лемма доказана. 

Лемма. (са)9 = (сб)б. 

Доказательство. Рассмотрим выражение (са)9. Гомоморфизм сохра- 
няет бинарную операцию: 
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(са)0 = (с9) (ав). 

Мы выбрали элементы а и 6 такие, что арб. Следовательно, выпол- 
няется равенство аб = 69, и мы можем заменить ад на 60: 

(с0)(а9) = (с9) (58). 

Воспользуемся сохранением бинарной операции гомоморфизмом: 

(с0) (69) = (сБ)б. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения (са)0 к выраже- 
нию (с6)0. Следовательно, эти выражения равны: 

(са)б = (с6)б. 

Лемма доказана. 

Мы доказали равенства (ас)0 = (5с)0 и (са)0 = (сб)д, откуда следуют 
отношения 

асрбс, сарсб. 

Эти отношения при условии произвольности выбранных элементов 
означают то, что отношение эквивалентности р является конгруэнцией. 
Теорема доказана. 


30.9 Разложение гомоморфизма на естественный 
гомоморфизм и изоморфизм 


Теорема. Пусть 

5,5’ — группоиды, 

9 — гомоморфизм группоида 5 на группоид 5" 

(группоид 5 полностью задействован в отображении), 

р =бо0-' — конгруэнция, индуцированная гомоморфизмом 6. 

Тогда гомоморфизм 9 можно разложить на естественный гомомор- 
физм р” группоида 5 на группоид 5/р и на изомофризм 4 между 5/р 
о 

0 = р" Ч. 

Доказательство. В параграфе «Конгруэнция образует естественный 
гомоморфизм» доказана теорема, в соответствии с которой имеется 
естественный гомоморфизм р" группоида 5 на группоид б/р, при ко- 
тором каждому элементу группоида 5 ставится в соответствие класс 
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эквивалентности по отношению р, в котором этот элемент находится. 

Определим соответствие 4 между группоидами 5/р и 5". Возьмём в 
группоиде 5/р произвольный элемент А. Элемент А в множестве 5/р 
— это класс эквивалентности по конгруэнции р на группоиде ©. Все 
элементы класса эквивалентности А отображаются гомоморфизмом 0 
в некоторые элементы из группоида 5”. 

Будем считать, что для каждого элемента, А из множества 5/р обра- 
зом при соответствии 4 является образ всех элементов из А при отоб- 
ражении 0: 

Ау = Аб. 

Лемма. 4 является взаимно однозначным отображением группоида 
5'/р на группоид 5". 

Доказательство. Докажем свойства взаимной однозначности для со- 
ответствия 41. 

1) Задействованность всего множества 5/р в соответствии. 

Произвольный класс эквивалентности А из множества классов экви- 
валентности 5’/р непуст и состоит из элементов группоида 5. Так как 9 
является отображением, то все элементы из группоида 65 имеют образ 
при отображении 09. В том числе множество элементов класса, эквива- 
лентности А имеет образ при отображении 0. Этот образ, по определе- 
нию соответствия 4, является образом при соответствии 4: 

Ау = Аб. 

Итак, произвольный элемент А из множества 5/р обладает образом 
при отображении 4. Следовательно, все элементы из множества 5/р 
обладают образом при отображении 4, а значит, всё множество 5/р 
задействовано в соответствии 4. Задействованность всего множества 
5/р доказана. 

2) Задействованность всего множества, 5” в соответствии. 

Возьмём в множестве 5” произвольный элемент 8': 

"Ех. 

По условию теоремы, отображение 0 отображает группоид 5 на груп- 
поид 5’, что означает, что всё множество 5” задействовано в соответ- 
ствии 0, и каждый элемент 5’ из группоида 5” имеет прообраз при отоб- 
ражении 0. Возьмём некоторый элемент из прообраза элемента $’ при 
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отображении 0 и обозначим его $3: 

80 = =. 

Классы эквивалентности по конгруэнции р покрывают всё множе- 
ство ©, поэтому каждый элемент из 5 находится в некотором классе 
эквивалентности. В том числе элемент $ находится в некотором классе 
эквивалентности Д: 

3Е А. 

По определению, образ класса эквивалентности при соответствии 4 
равен образу всех элементов из класса эквивалентности А при соответ- 
ствии 0: 

А = Аб. 

Раз элемент 3 из класса эквивалентности А имеет образ 5’ при отоб- 
ражении 9, то элемент $’ содержится в образе класса, эквивалентности 
А при соответствии %: 

'Е Ау. 

Так как элемент 3’ содержится в образе А класса эквивалентности А 
при соответствии 4, то класс эквивалентности А находится в прообразе 
элемента 5’ при соответствии 4. Получается, что прообраз произволь- 
ного элемента, $’ из множества 5” непуст при соответствии 12. Следова- 
тельно, все элементы из множества 5’ имеют непустые прообразы при 
соответствии 4, что означает задействованность в соответствии 4 все- 
го множества 5”. Задействованность всего множества 5” в соответствии 
доказана. 

3) Однозначность в сторону образа. 

Возьмём в множестве 5/р произвольный элемент А: 

АЕ5/р. 

Элемент А является классом эквивалентности по отношению р на 
множестве 5. Возьмём в классе эквивалентности А два произвольных 
элемента а1 и а2: 

а, а2 Е А. 

Элементы а1 и а2 находятся в одном классе эквивалентности, а значит 
находятся в отношении р друг с другом: 

(ат, а2) Е р. 

В параграфе «фо ф`! является отношением эквивалентности» дока- 


555 


зана теорема о том, что пара (а,6) принадлежит отношению роф”! 
тогда и только тогда, когда аф = бф. 

В нашем случае принадлежность (а1, а2}) Ер=@об`' эквивалентна 
равенству 

а10 = а26. 

Получается, что два произвольных элемента из класса, эквивалент- 
ности А отображаются в один элемент из 5" при отображении 0. Сле- 
довательно, все элементы из класса эквивалентности А отображаются 
в один элемент из 5” при отображении 0. 

Так как класс эквивалентности А имеет один элемент из 5" в качестве 
образа при отображении 0, то элемент А из 5/р имеет один элемент из 
5’ в качестве образа при соответствии 4). 

Элемент А из множества 5/р мы выбирали произвольно, следова- 
тельно, все элементы из множества 5/р имеют один элемент в качестве 
образа при соответствии 4. Однозначность соответствия в сторону об- 
раза доказана. 

4) Однозначность в сторону прообраза. 

Допустим, что в соответствии 4 нет свойства однозначности в сторо- 
ну прообраза. Тогда существует некоторый элемент 8' Е 5’, у которого 
существует два разных класса эквивалентности Аи В в прообразе при 
соответствии \: 

Афу=з, Ву=8.. 

Объединим эти равенства: 

Аф = Ву = 5. 

По определению соответствия р, образ классов эквивалентности при 
соответствии и при соответствии 9 совпадают: 

Ау = А0, Ву = ВО. 

Следовательно, в системе равенств Аф = Вф = 8’ мы можем за- 
менить выражения А и Вф соответственно на Абд и В9. Получаем 
систему равенств 

Аб = В0 =. 

Это равенство означает, что все элементы множеств А и В отобра- 
жаются одинаково в один и тот же элемент: 

ад = 69 для любых ае А, бе В. 
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В параграфе «фо! является отношением эквивалентности» дока- 
зана теорема о том, что пара (а,6) принадлежит отношению роф”" 
тогда и только тогда, когда аф = бр. 

В нашем случае из равенства а0 = 69 следует, что пара (а,6) при- 
надлежит отношению эквивалентности р = боб, то есть, элементы 
аи 6 находятся в одном классе эквивалентности по отношению р. Раз 
произвольные пары элементов из множеств А и В находятся в одном 
классе эквивалентности следовательно, все элементы из множеств А и 
В находятся в одном классе эквивалентности. Классы эквивалентности 
либо не пересекаются, либо совпадают. Раз классы эквивалентности А 
и В находятся в некотором классе эквивалентности, значит они сов- 
падают с ним. Так как Аи В совпадают с одним и тем же классом 
эквивалентности, то они совпадают друг с другом: 

А = В. 

Получается, что классы эквивалентности А и В совпадают друг с 
другом, хотя мы их вводили различающимися. Допущение о неодно- 
значности соответствия 4 в сторону прообраза приводит к противоре- 
чию. Следовательно, соответствие 4 однозначно в сторону прообраза. 
Однозначность в сторону прообраза доказана. 

Мы доказали все свойства, взаимной однозначности для соответствия 
1. Значит, соответствие 2 взаимно однозначно. Лемма, доказана. 

Лемма. Отображение 9 отображает любой класс эквивалентности ту- 
да же, куда отображает отдельный его элемент. То есть, пусть А — класс 
эквивалентности, а — элемент в А. Тогда 

Аб = аб. 

Доказательство. Мы уже установили, что отображение 4 отобража- 
ет любой класс эквивалентности в соответствующий элемент из мно- 
жества 5’. При этом, по определению отображения 1/2, образ класса 
эквивалентности при отображении 4 и отображении 9 совпадает: 

А = Аб. 

Так как отображение 4 отображает А ровно в один элемент, то и 
отображение 9 отображает в один элемент. То есть, все элементы из 
класса эквивалентности А отображаются в один и тот же элемент из 
множества, 5". В том числе, элемент а отображается в тот же элемент, 
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что и весь класс эквивалентности А. То есть, образы элемента, а и клас- 
са эквивалентности А совпадают: 

Аб = аб. 

Лемма доказана. 

Лемма. 4 — гомоморфизм. 

Доказательство. Возьмём в группоиде 5/р два произвольных элемен- 
та Аи В. Эти элементы являются классами эквивалентности по отно- 
шению р на группоиде 5. Возьмём в классах эквивалентности Аи В 
произвольные элементы а и 6: 

аеА, ьЕ В. 

Подлемма. аб Е Ао В. 

Доказательство. В параграфе «Факторгруппоид» доказана теорема 
о том, что множество 5/р является факторгруппоидом с бинарной опе- 
рацией (о). При этом бинарная операция определяется следующим об- 
разом: 

АсВ = С тогда и только тогда, когда АВ С С. 

Произведение элементов аб принадлежит произведению множеств 
АВ: 

аб Е АБ. 

Так как множество АВ включается в множество С = До В, то эле- 
мент аб принадлежит множеству Ао В: 

аф Е Ао В. 

Подлемма доказана. 

По определению отображения 4, образы классов эквивалентности 
при отображении 42 совпадают с образами при отображении 0, поэтому 

(Ао В) = (Ао В)д. 

В лемме выше мы установили, что при отображении 0 образы классов 
эквивалентности по отношению р совпадают с образами элементов в 
них. В частности, так как аб Е Ао В, имеется равенство образов: 

(Ао В)д = (а6)0. 

По условию теоремы, отображение 9 является гомоморфизмом, а лю- 
бой гомоморфизм сохраняет бинарную операцию: 

(46)0 = (а9) (580). 


Отображение 9 отображает каждый элемент туда же, куда и весь 
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класс эквивалентности, в котором этот элемент находится. Так как а & 
АифеЕ В, мы можем заменить выражения а9 и 60 соответственно на 
Аб и В6: 

(а0)(69) = (А0)(В0). 

По определению отображения 4, образ классов эквивалентности при 
отображении 42 совпадает с их образами при отображении 0, поэтому 

(49)(В®) = (АЧ(ВУ). 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения (Ао В) к выра- 
жению (Аф)(Вф). Следовательно, эти выражения равны: 

(Ао Ву = (А4) (В). 

Это равенство есть свойство сохранения бинарной операции отобра- 
жением ф. Причём элементы А и В выбирались в множестве 5/р произ- 
вольно. Следовательно, отображение 4 является гомоморфизмом. Лем- 
ма доказана. 

Мы доказали, что отображение 4 взаимно однозначно и является 
гомоморфизмом. Это значит, что 4 является измоморфизмом. 

Лемма. 0 = р" 4. 

Доказательство. Возьмём в группоиде 5 произвольный элемент $5. 
Подействуем на элемент $ естественным гомоморфизмом р". Этот го- 
моморфизм отображает элемент $ в класс эквивалентности А по отно- 
шению р, в котором элемент $ содержится: 

зр" = А, глеаЕ А. 

Подействуем на обе части равенства, отображением \: 

рф = Ау. 

По определению отображения 4, образ класса эквивалентности А при 
отображении 42 совпадает с образом А при отображении 0: 

Ау = Аб. 

Выше мы доказали лемму о том, что гомоморфизм 9 отображает 
класс эквивалентности туда же, куда отображется любой его элемент. 
Так как $ Е А, то 

Аб = 360. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения 504 к выраже- 


нию 05. Следовательно, эти выражения равны: 
зрй у = 80. 
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Получается, что произвольный элемент из множества, © отображает- 
ся при гомоморфизме р" так же, как и при гомоморфизме 6. Следо- 
вательно, гомоморфизмы р и 0 отображают все элементы из множе- 
ства © одинаково, а значит, эти гомоморфизмы равны: 

ру = 9. 

Лемма доказана. 

Мы доказали, что гомоморфизм 9 можно разложить на естественный 
гомоморфизм р” группоида 5 на грунпоид 5/р и на изомофризм 4 
между 5/ри 5’. Теорема доказана. 
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ГЛАВА 31 


Отношения Грина 


31.1 Отношения Ди В 


Определения. 

[, — бинарное отношение на полугруппе 5, определённое следующим 
образом: 

а[6 тогда и только тогда, когда а и 6 порождают один и тот же 
главный левый идеал в ©. 

Другими словами, Ё, есть подмножество в множестве 5х ‚5, состоящее 
из всех таких пар (а,6), что а Ц ба = 6 Ц 56. Последнее равенство 
эквивалентно равенству Та = 916. 

В — бинарное отношение на полугруппе 5, определённое следующим 
образом: 

а@6 тогда и только тогда, когда а и 6 порождают один и тот же 
главный правый идеал в ©. 

Другими словами, В есть подмножество в множестве 5х5, состоящее 
из всех таких пар (а,6), что а Ц аб = 60 65. Последнее равенство 
эквивалентно равенству @/51 = 651. 

Теорема. Отношения Г и В являются отношениями эквивалентности. 

Доказательство. Докажем теорему только для отношения [,, потому 
что для отношения В доказательство симметрично аналогичное. 

Докажем свойства отношения эквивалентности для отношения [.. 

1) Рефлексивность: аЁа для любого элемента а Е 5. 

Элемент а порождает тот же главный левый идеал, что и элемент а. 
Следовательно, аа. Рефлексивность доказана. 

2) Симметричность: из @[.6 следует Га. 

Пусть а[.6. Это означает, что элементы а и 6 образуют один и тот 
же главный левый идеал. Так как элементы а и 6 образуют один и 
тот же главный левый идеал, то элементы 6 и а образуют один и тот 
же главный левый идеал. Поэтому они находятся в отношении БГа. 
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Мы доказали, что из а[6 следует 6Га. Это значит, что отношение [ 
симметрично. Симметричность доказана. 

3) Транзитивность. Из а.[6 и 6Гс следует ас. 

Пусть а[6 и 6[.с. Отношение а[.6 означает, что элементы а и 6 об- 
разуют один и тот же главный левый идеал. Отношение 6[.с означает, 
что элементы 6 и с образуют один и тот же главный левый идеал. 

Получается, что элементы а и с образуют тот же главный левый 
идеал, что и элемент 6, а значит, элементы а и с образуют один и тот 
же главный левый идеал. Поэтому они находятся в отношении а/с. 

Мы доказали, что из а[6 и 6[.с следует а[.с. Это есть свойство тран- 
зитивности для отношения /[,, то есть отношение [, транзитивно. Тран- 
зитивность доказана. 

Мы доказали все свойства отношения эквивалентности для отноше- 
ния [,. [, является отношением эквивалентности. Теорема доказана. 

Теорема. Г, — правая конгруэнция, А — левая конгруэнция. 

Доказательство. Пусть а[. Это означает, что элементы а и 6 обра- 
зуют один и тот же главный левый идеал: 

Е 0 

Возьмём в полугруппе 5 произвольный элемент с. Умножим обе ча- 
сти равенства, на элемент с справа: 

(59а) 6566, 

Воспользуемся ассоциативностью полугруппы, переставим скобки, по- 
лучаем равенство: 

А 


Это равенство означает, что элементы аси 6с образуют один и тот 





же главный левый идеал. Следовательно, элементы ас и 6с находятся 
в отношении /[, друг с другом: 

асс. 

Мы пришли к тому, что из отношения а[,6 следует отношение асс 
для произвольного элемента с из полугруппы 5. Значит, отношение 
эквивалентности [, является правой конгруэнцией. 

Для отношения [, доказали, докажем для отношения В. 

Пусть а85. Это означает, что элементы а и 6 образуют один и тот же 
главный правый идеал: 
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йен 

Возьмём в полугруппе 5 произвольный элемент с. Умножим обе ча- 
сти равенства, на элемент с слева: 

ав 

Воспользуемся ассоциативностью полугруппы, переставим скобки, по- 
лучаем равенство: 

[са (605 


Это равенство означает, что элементы са и сб образуют один и тот 





же главный правый идеал. Следовательно, элементы са и сб находятся 
в отношении В друг с другом: 

саВсф. 

Мы пришли к тому, что из отношения аНб следует отношение саВсь 
для произвольного элемента с из полугруппы 5. Значит, отношение 
эквивалентности А является левой конгруэнцией. 

Мы доказали теорему и для отношения [,, и для отношения В. Тео- 
рема доказана. 


31.2 Обозначения в теории /.- и В-классов 


Обозначения 
а[ означает, что элементы а и 6 [-эквивалентны. То есть, Та = 916. 
а[Ь означает, что элементы а и 6 В-эквивалентны. То есть, аб" = 651. 
[и — Г-класс, содержащий элемент а — множество всех элементов 
полугруппы ©, которые [-эквивалентны элементу а. 
В. — В-класс, содержащий элемент а — множество всех элементов 
полугруппы ©, которые В-эквивалентны элементу а. 


31.3 Отношения Ди А коммутируют 


Теорема. Отношения Г, и К коммутируют. 
Доказательство. Докажем включение [о КС Но Г. 
Возьмём в отношении Го В произвольную пару (а, 6): 


а(Го В)б. 
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По определению композиции отношений, отношению а(ЁГо В)б экви- 
валентно утверждение: 

существует такой элемент с Е 5, что выполняются следующие отно- 
шения между элементами: 

ас, СНБ. 

По определению отношений Г и К, отношения между элементами 
ас и сВЬ эквивалентны равенствам 

ое, 69 ОО" 

В множестве 5" присутствует единица, и поэтому в идеале ба име- 
ется элемент 1а = а. Аналогично в идеале 65" имеется элемент 61 = 6: 

ое ба. 50“ 

Благодаря равенствам 51а = 5\с и с5! = 651 мы можем утверждать, 
что элементы а и 6 принадлежат соответственно идеалам 51с и ©51: 

ЕО. 560". 

Так как а принадлежит множеству 5"с, то в множестве 51с имеется 
элемент ‘ис, где и Е 5", равный элементу а. Аналогично в множестве 
сбТ имеется элемент си, где ф Е 5", равный элементу 6: 

а=ис вБ=сы. 

Лемма. ао = чб. 

Доказательство. Рассмотрим элемент исо. С одной стороны, приме- 
няя равенство а = ис, мы имеем: 

ис = (исуу = ам. 

С другой стороны, применяя равенство в = си, мы имеем: 

ис =(60) = 6. 

Получается, что элемент иси равен одновременно выражениям а и 
иб. Следовательно, эти выражения равны: 

ах = иб. 

Лемма доказана. 

Выше мы установили отношения для элементов а/с и сВФ. В пара- 
графе «Отношения Г и В» доказана теорема о том, что Ё является 
правой конгруэнцией, а В является левой конгруэнцией. То есть, из от- 
ношения ас следует отношение а%[.с%, а из отношения сВБ следует 
отношение исВиб. Запишем эти отношения вместе: 

исКиб, ао. 
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Обратим внимание, что в середине записанной строки находятся эле- 
менты 6 и ао, про которые мы доказали лемму, что они равны. Получа- 
ется, что существует элемент 4 = и6 = а%, для которого выполняются 
отношения между элементами: 


исВа, ас. 

Это означает, что элементы ис и со состоят в отношении Во Г: 
ис(Во Г) со. 

Вернёмся к старым обозначениям ис = а, со = 6: 

а(Во Гб. 


Получается, что произвольная пара (а, 6) из отношения Го В принад- 
лежит отношению Ко [.. Следовательно, все пары из отношения ро В 
принадлежат отношению До [,, что означает включение 

Го НС Ко Г. 

Включение доказано. 

В параграфе «Достаточное условие коммутативности композиции от- 
ношений» доказана теорема о том, что если отношения р и о симмет- 
ричны, и имеется включение род © сор, то композиция отношений ри 
с коммутативна: роб = дор. В нашем случае отношения эквивалентно- 
сти ри В симметричны по определению отношения эквивалентности, и 
ещё мы доказали включение [о В С КоГ.. Следовательно, композиция 
отношений [и Н коммутативна: 

Го К = Во [.. 


Теорема доказана. 


51.9: классы 


Теорема. Отношение [) = Го В является отношением эквивалентности, 
равно объединению [У В, является наименьшим отношением эквива- 
лентности, которое содержит в себе отношения [и К: 

Де. О 

Доказательство. В параграфе «Коммутирующие отношения эквива- 
лентности» доказаны теоремы о том, что если композиция род двух 
отношений эквивалентности р и о коммутирует, то композиция род яв- 
ляется отношением эквивалентности и равна объединению отношений: 
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род = р\о. 

В нашем случае отношения Г и В являются отношениями эквива- 
лентности. В параграфе «Отношения [Г и В коммутируют» доказа- 
на теорема, соответствующая названию. Следовательно, композиция 
р = Го В является отношением эквивалентности, равна объединению 
ГУ В: 

Г = он К, 

Объединение отношений является наименьшим отношением эквива- 
лентности, содержащим в себе Г, и В: 

АС, В 

Теорема доказана. 

Определения. 

)-класс — это класс эквивалентности в полугруппе 5 относительно 
отношения эквивалентности О = ро В. 

0. — ПО-класс, содержащий элемент а. То есть, это множество всех 
элементов, [)-эквивалентных элементу а. 

Теорема. Г.-класс /. и В-класс К. целиком находятся в 0)-классе Па: 

ба Ва с И. 

Доказательство. В теореме выше мы доказали, что Г, В С В. Это 
означает, что любая пара из Г, или ВК принадлежит отношению Д. То 
есть, если какие-то два элемента [.-эквивалентны, или В-эквивалентны, 
то они также Д-эквивалентны. 

[1 — это Г-класс, содержащий все элементы, эквивалентные элементу 
а. Раз они [-эквивалентны элементу а, то они также Г)-эквивалентны 
элементу а. Следовательно, все элементы из класса эквивалентности 
[к находятся в одном классе эквивалентности /[).. Аналогично все эле- 
менты из класса эквивалентности В. находятся в одном классе эквива- 
лентности Г): 

Га» Ва с а 

Теорема доказана. 
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55 У =класеы 


Определение. „Л — бинарное отношение, определяемое следующим обра- 
зом: а.ЛЬ тогда и только тогда, когда 51аб1 = 651651, то есть элементы 
аи 6 Л-эквивалентны тогда и только тогда, когда они порождают один 
и тот же главный двусторонний идеал. 

Теорема. Бинарное отношение // является отношением эквивалентно- 
сти. 

Доказательство. Докажем определяющие свойства отношения экви- 
валентности для бинарного отношения .Л. 

1) Рефлексивность: а ^> а. 

Возьмём в полугруппе 5 произвольный элемент а. Один и тот же 
элемент образует один и тот же главный двусторонний идеал: 

Ба = йо. 

Отсюда следует, что а.Ла. Рефлексивность доказана. 

2) Симметричность: а ^^ 6 = 6 —> а. 

Возьмём в полугруппе 5 произвольные элементы а и 6. Пусть эти 
элементы находятся в отношении 4.6. Это означает, что они образуют 
один И тот же главный двусторонний идеал: 

а 5 

При этом мы можем менять стороны равенства, местами: 

бы 4 

а, это значит, что Ла. Получается, что из а.Л6 следует 6Ла для про- 
извольных элементов полугруппы. Симметричность доказана. 

3) Транзитивность: из а > фи 6 => с следует а ^> с. 

Возьмём в полугруппе 5 три произвольных элемента а,6,с. Допу- 
стим, что а.Л6, 6.с. Это означает наличие равенств 

ба ао БОТ. 39 9-90". 

Так как выражения 514,51 и 51с5" равны одному и тому же выраже- 
нию 5165", то они равны друг другу: 

О ао 9169". 

Это равенство значит, что ас. Таким образом, для произвольных 
элементов а, 6, с из отношений а.Л6 и 6.Лс следует а/с. Транзитивность 
доказана. 
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Мы доказали все определяющие свойства отношения эквивалентно- 
сти для отношения „Л, следовательно, отношение .// является отношени- 
ем эквивалентности. Теорема, доказана. 

Теорема. 2 Сл, ВС А. 

Доказательство. Докажем включение /, С //. 

Возьмём в отношении Г, произвольную пару (а, 6). а1.6 означает, что 
элементы а и 6 образуют один и тот же главный левый идеал: 

бай, 

Умножим обе части равенства на полугруппу 5" справа: 

5 а0 1969". 

Это равенство означает, что элементы а и 6 находятся в отношении 
Л. 

а.Л6. 

Получается, что произвольная пара (а, 6) из отношения Г, принадле- 
жит отношению /. Следовательно, все пары из отношения [, принад- 
лежат отношению .Л, что означает включение [, С ./. 

Аналогично, с зеркальной симметрией, доказывается включение В С 
Л. Теорема, доказана. 

Теорема. 2) С {. 

Доказательство. В параграфе «)-классы» доказана, теорема о том, 
что отношение /) является объединением ГУ К. По параграфе «Объеди- 
нение отношений эквивалентности» доказана теорема о том, что объ- 
единение р\ о отношений эквивалентности р и о является наименышим 
отношением эквивалентности, содержащим теоретико множественное 
объединение р Чо. В нашем случае 2) = БУ В является наименышим 
отншением эквивалентности, содержащим одновременно отношения эк- 
вивалентности Г, и В. Раз оно наименьшее, то оно содержится в любом 
другом отношении эквивалентности, содержащем одновременно [и К. 

Отношение „Л содержит одновременно Г, и В. Следовательно, отно- 
шение /) находится внутри .Л: 

ко 

Теорема доказана. 
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31.6 Н-классы 


Определение. Н = ЁП В. 

Теорема. Н является отношением эквивалентности. 

Доказательство. В параграфе «Пересечение отношений эквивалент- 
ности является отношением эквивалентности» доказана, теорема, соот- 
ветствующая названию. [и В являются отношениями эквивалентно- 
сти. Следовательно, Н = СП В является отношением эквивалентности. 
Теорема доказана. 

Определение. Но — это класс эквивалентности относительно отноше- 
ния Н, содержащий элемент а. То есть, это множество всех элементов 
полугруппы, находящихся в отношении Н с элементом а. 

Теорема. На = [и П Ва для любого элемента полугруппы. 

Доказательство. Докажем включение На С Ги П Ва. 

Возьмём в множестве Н. произвольный элемент х: 

хеЕН.. 

Все элементы в классе эквивалентности эквивалентны друг другу, 
следовательно, 

фНа. 

По определению, отношение эквивалентности Н равно пересечению 
ЕП В, а значит находится в каждом множестве из пересечения: 

см На 

Нахождение Н внутри Ё[, означает, что все пары из отношения Н 
находятся внутри Г,, в том числе пара (т, а). Аналогично, пара (5, а) 
находится внутри В: 

(ха) Е Г, (а)ЕеВ. 

Классы эквивалентности покрывают всю полугруппу. Поэтому эле- 
мент а содержится в некотором классе эквивалентности [„ по отноше- 
нию Г, и в классе эквивалентности В. по отношению В. Так как Га, 
то элемент 1 находится в том же классе эквивалентности, что и а. Так 
как т Ва, то элемент т находится в том же классе эквивалентности, что 
иа: 

ТЕГ, ТЕН... 

Раз элемент 1 находится одновременно в классах эквивалентности [л 
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и На, то т находится в их пересечении: 

хе пПИ.. 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент т из множества, Но 
принадлежит множеству [Г.П Ко. Следовательно, все элементы из мно- 
жества Н. принадлежат множеству /[лП Ва, что означает включение 

В Пот й 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение [„ ПВ. © На. 

Возьмём в множестве /[„П В. произвольный элемент т: 

хе п В.. 

Так как т принадлежит пересечению множеств [„ПКа, то т принад- 
лежит каждому множеству из пересечения: 

ТЕГ, ТЕН... 

Нахождение элемента т в классах эквивалентности [и и В. означает, 
что элемент 1 [- и В-эквивалентен элементу а: 

ха, тВа. 

Раз пара (х,а) принадлежит одновременно отношениям Ги В, то 
(т, а) принадлежит пересечению этих отношений: 

шале НЫ. 

Отношение между элементами хНа означает, что элемент 1 находит- 
ся в том же классе эквивалентности по отношению Н, что и элемент 
а: 

хеЕН.. 

Получается, что произвольный элемент т из множества, [ПВ при- 
надлежит множеству На. Следовательно, все элементы из множества 
[в П В‚ принадлежат множеству На, что означает включение 

ТАН 

Обратное включение доказано. 

Из противоположных включений 

СТА. АН 

следует равенство 

и: | Ри 

Теорема доказана. 
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31./ Пересечение /[,- и А-классов внутри /)-класса 


Теорема. [-класс пересекается с В-классом тогда и только тогда, когда 
они находятся в одном Д)-классе. 

Доказательство. Докажем сначала в одну сторону. 

Пусть Г-класс и В-класс пересекаются. Обозначим их [и и Вь, где 
аи 6 — представители соответственно классов эквивалентности [м и 
Вь. Так как Ги и Вь пересекаются, то в них имеется общий элемент. 
Обозначим его с: 

се ‚пЬВ.. 

Любой элемент класса, эквивалентности может играть роль его пред- 
ставителя. Следовательно, 

Ре оо Ее 

Далее предпочтительнее пользоваться обозначениями [+ и В. вместо 
[а и Нь. 

Возьмём в классе [„. произвольный элемент х, а в классе В. произ- 
вольный элемент у: 

хЕЁГ. чЕН.. 

Нахождение элемента х в классе эквивалентности [,. означает, что 
элементы 1 и с Г-эквивалентны. Аналогично элементы у и с В-эквива- 
лентны: 

[с су. 

Получается, что существует такой элемент с, для которого имеют- 
ся отношения для элементов 2[с, сВу. Это утверждение означает, что 
пара (т, у) принадлежит композиции отношений Го В, которая по опре- 
делению является отношением ШО: 

(ху) Е Го В = О. 

Итак, произвольный элемент х Е [. О-эквивалентен произвольно- 
му элементу у Е В.. Следовательно, все элементы из класса, [№ Г)- 
эквивалентны произвольному элементу у Е В.. Значит, все элементы 
из [„. находятся в одном ДО-классе. В то же время все элементы из Ис 
Р-эквивалентны произвольному элементу т Е [Ё„.. Следовательно, все 
элементы из В, находятся в одном ДО-классе. 

Получается, что множество [.„. находится целиком в одном П)-классе, 
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и множество В. находится в одном О-классе. При этом элементы из [ле 
-эквивалентны элементам из А... Значит [и В, находятся в одном /[)- 
классе. Этим мы доказали, что произвольные пересекающиеся классы 
эквивалентности [и = [+ и В, = В. находятся внутри одного Д-класса. 

В одну сторону теорема доказана. Докажем в другую. 

Пусть классы эквивалентности [4 и Вь находятся в одном ))-классе. 
Следовательно, все элементы из классов /[и и ВНь О-эквивалентны, в 
том числе их представители а и 6: 

а. 

По определению, отношение эквивалентности /) является композици- 
ей Го В. Отношение между элементами а(Ёо В) эквивалентно утвер- 
ждению: 

существует такой элемент с, что имеются следующие отношения меж- 
ду элементами: 

ас, СНБ. 

То есть, элемент с [-эквивалентен элементу а и В-эквивалентен эле- 
менту 6. Следовательно, элемент с находится в классах эквивалентно- 
сти и Ды 

СЕ СЕВ. 

Получается, что классы [и и Нь имеют общий элемент с, а значит 
пересекаются. 'Таким образом, любой Г/Г-класс и В-класс внутри одного 
)-класса пересекаются. В другую сторону теорема, доказана. Теорема 
доказана. 


31.8 Представление классов Грина в виде таблиц 


Данный параграф носит пояснительный характер. 

Система классов Грина (Г-, В-, 0О-, Н-классы) формирует нетри- 
виальную и хорошо запоминающуюся картину. Причём такая картина 
имеет место быть абсолютно для любой полугруппы. То есть, мы полу- 
чаем универсальный инструмент описания и исследования полугрупп. 

Картина системы классов Грина. Любая полугруппа распадает- 
ся на непересекающиеся )-классы. Каждый ПО-класс является табли- 
цей, ячейками которой являются Н-классы, строки таблицы являются 
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В-классами, а столбцы [-классами. 

Объяснение. Отношение /) является отношением эквивалентности, и 
поэтому соответствующие этому отношению классы эквивалентности 
(Р-классы) покрывают всю полугруппу и не пересекаются. Другими 
словами, полугруппа распадается на непересекающиеся )-классы. 

В параграфе «О-классы» доказана, теорема о том, что любой [-класс 
и любой В-класс находится целиком в соответствующем Д-классе. То 
есть, нет никаких [.- или В-классов, которые дробились бы между раз- 
ными ))-классами. Вся полугруппа распадается на )-классы, в каждом 
из которых содержатся [-классы и В-классы. 

В параграфе «Пересечение Г. и В-классов внутри О-класса» дока- 
зана, теорема о том, что внутри Д-класса любой [-класс пересекается 
с любым В-классом. При этом пересечение Г, П Кь, по определению, 
является Н-классом. 

Рассмотрим внутри ))-класса, какой-нибудь В-класс. Он пересекается 
с каждым Г-классом из рассматриваемого О-класса. Классы эквива- 
лентности не пересекаются, в том числе, разные [-классы не пересека- 
ются друг с другом. А значит, пересечения одного В-класса с разны- 
ми [-классами тоже не пересекаются. Таким образом, В-класс можно 
представить в виде строчки (горизонтальной полоски), которая пере- 
секается с Г-классами, которые можно изобразить столбцами (верти- 
кальными полосками). При пересечении разных А-классов и разных 
[-классов получаются разные Н-классы. То есть, внутри рассматри- 
ваемого О-класса мы имеем таблицу, где строчки — это В-классы, а 
столбцы — Г-классы. Ячейки таблицы — это Н-классы, являющиеся 
пересечениями соответствующих /[. и В-классов. Объяснение заверше- 
НО. 


31.9 Произведение /Г,„Кь лежит в одном Д-классе 


Теорема. Пусть 
© — полугруппа, 
Г, — произвольный [-класс (а — его представитель), 
В, — произвольный В-класс (6 — его представитель). 
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Тогда произвдение [,„Нь целиком содержится в одном О-классе Пь. 

Доказательство. Возьмём в произведении множеств [„Вь произволь- 
ный элемент 27: 

ху Е Го Нь, глете Г, чЕ В. 

Принадлежность х Е [и означает, что элемент т Г-эквивалентнен 
элементу а. Принадлежность у Е Дь означает, что элемент у В-эквива- 
лентен элементу 6: 

хГа, ч9НФ. 

Отношение эквивалентности [, является правой конгруэнцией, то есть, 
[-эквивалентные элементы можно умножать справа на один и тот же 
элемент, и [-эквивалентность сохраняется: 

хГа = хуЁау. 

Отношение эквивалентности В является левой конгруэнцией, то есть, 
В-эквивалентные элементы можно умножать слева на один и тот же 
элемент, и В-эквивалентность сохраняется: 

В = ауКаб. 

Мы получили два отношения между элементами: 

туГау, ауКаб. 

То есть, существует такой элемент ау Е 5, что выполняются отно- 
шения туГау и ауВаб. Это утверждение означает, что пара (ту, аб) 
принадлежит композиции отношений [о В =: 

ху аб. 

Получается, что произвольный элемент 12% из множества [„Нь О- 
эквивалентен элементу аб. Следовательно, все элементы из множества 
[и № О-эквивалентны элементу аб, то есть, все элементы /[„В принад- 
лежат одному ))-классу Г)ь, что означает включение 

Ро, СА 

Теорема доказана. 
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ГЛАВА 32 


Отображения между классами Грина через 
умножение на элемент 


32.1 Внутри /,- и А-классов элементы можно 
переводить друг в друга домножением 


Теорема. Пусть 5 — полугруппа, а, 6 Е 5 — произвольные элементы из 
одного Г-класса: 

а... 

Тогда в полугруппе 5' существуют элемент $, переводящий элемент 
а в элемент 6 с помощью домножения слева: 

за = 6. 

Доказательство. Отношение между элементами а[ГФ означает, что 
элементы а и 6 образуют один и тот же главный левый идеал: 

ао 

Так как в полугруппе 5' содержится единица, то в множестве 51 
содержится элемент 16 = 6: 

Е 56. 

Так как множества Та и 51 равны, то элемент 6 содержится также 
в множестве Та: 

ре 51а. 

Каждый элемент из множества бТа имеет вид за, где з Е 5\. Раз в 
множестве бТа есть элемент 6, то некоторый элемент за Е 5\а равен 
элементу 6: 

за = 6 для некоторого $ Е 5". 

Мы нашли в полугруппе 5" элемент 5, переводящий элемент а в эле- 
мент В с помощью домножения слева. Теорема доказана. 

Теорема. Пусть $ — полугруппа, а, Бе 5 — произвольные элементы 
из одного А-класса: 


аВб. 
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Тогда в полугруппе 51 существуют элемент 5, переводящий элемент 
а в элемент 6 с помощью домножения справа: 

а8 = 6. 

Доказательство аналогично с зеркальной симметрией доказательству 
предыдущей теоремы. 


32.2 Отображение между [/-классами и между 
А-классами через умножение на элемент 


Теорема. Пусть 

© — полугруппа, 

а, 6 — произвольные элементы из одного В-класса: аВ6, 

(далее пользуемся теоремой из параграфа «Внутри Г- и В-классов 
элементы можно переводить друг в друга домножением» о том, что 
из любого элемента В-класса можно получить любой другой элемент 
этого же В-класса с помощью домножения на элемент из 5" справа) 

$ — элемент из 5", переводящий а в 6 домножением справа: 

48 = 6, 

{ — соответствие между элементами, устанавливаемое следующим 
правилом: 

(а ЕЕ, 

Тогда } является отображением [-класса [Г в Г-класс [ь. 

Доказательство. Проверим определяющие свойства отображения для 
соответствия { между множествами [а и [%. 

1) Задействованность всего множества, Г, в соответствии. 

Возьмём в множестве Г[„„ произвольный элемент 1: 

те 14. 

То, что элемент 1 находится в классе эквивалентности [„, означает, 
что х Г-эквивалентен элементу а: 

хГа. 

В параграфе «Отношения Г и Н» доказана теорема, что Г, — пра- 
вая конгруэнция. Это означает, что [-эквивалентные элементы можно 
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домножать справа на один и тот же элемент, и [-эквивалентность со- 
храняется: 

хГа = тз[аз. 

По условию теоремы, а5 = в, следовательно 

138.10. 

Получается, что элемент т5 [-эквивалентен элементу 6, а значит, т$ 
находится в классе эквивалентности /[%. Таким образом, произвольный 
элемент х из множества Г, имеет образ }(т) = тз в множестве [. 
Следовательно, все элементы множества [л„ имеют образ в множестве 
[%, что означает задействованность всего множества [„„ в соответствии 
Т. Задействованность всего множества [„ доказана. 

2) Однозначность. Соответствие ] определено так, что каждому эле- 
менту 5 из [. ставится лишь один элемент 15. Это значит, что соответ- 
ствие | однозначно в сторону образа. 

Мы доказали оба, свойства отображения для соответствия {. Следо- 
вательно, [ является отображением из множества Ё. в множество [. 
Теорема доказана. 

Теорема. Пусть 

© — полугруппа, 

а, 6 — произвольные элементы из одного [-класса;: а./[5, 

(далее пользуемся теоремой из параграфа «Внутри Г- и В-классов 
элементы можно переводить друг в друга домножением» о том, что из 
любого элемента, [-класса можно получить любой другой элемент этого 
же Г[-класса с помощью домножения на элемент из 5" слева) 

$ — элемент из 5", переводящий а в 6 домножением слева: 

за = 6, 

{ — соответствие между элементами, устанавливаемое следующим 
правилом: 

Е 

Тогда [ является отображением В-класса В, в В-класс Вь. 

Доказательство аналогично с зеркальной симметрией доказательству 
предыдущей теоремы. 
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32.3 Обратные отображения между Г/-классами и 
между В-классами 


Теорема. Пусть 

© — полугруппа, 

а, 6 — произвольные элементы из одного В-класса: аВ6. 

(далее пользуемся теоремой из параграфа «Внутри Г- и В-классов 
элементы можно переводить друг в друга домножением» о том, что 
из любого элемента В-класса можно получить любой другой элемент 
этого же В-класса с помощью домножения на элемент из 5" справа) 

$ — элемент из 5", переводящий а в 6 домножением справа: 

48 = 6, 

3' — элемент из 5", переводящий 6 в а домножением справа: 

5’ = а, 

{ — отображение множества [„ в множество [4, устанавливаемое 
следующим правилом: 

и ИЕ. 

д — отображение множества, Г, в множество [, устанавливаемое сле- 
дующим правилом: 

С. 

Тогда отображения [ и 9 обратны друг другу. 

Доказательство. Возьмём в множестве Г произвольный элемент 1: 

те [.. 

Подействуем на элемент 1х сначала, отображением }, а потом отобра- 
жением д: 

9(1(+)) = 9(55) = т88'. 

В параграфе «Внутри [- и В-классов элементы можно переводить 
друг в друга домножением» доказана теорема о том, что из любого 
элемента, [-класса можно получить любой другой элемент этого же [- 
класса с помощью домножения на элемент из 5\ слева. В нашем случае 
элементы 5 и а принадлежат одному [-классу Га, и поэтому из элемен- 
та а можно получить элемент 5х с помощью домножения на некоторый 
элемент # Е 51 слева: 

Та = т. 
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Заменим в выражении 185’ элемент 1 на равный ему элемент фа: 
188' = 4а38'. 
По условию теоремы, а5 = 6: 


$а33' = 18'. 
По условию теоремы, 63' = а: 
205. = а 


Через цепочку равенств мы пришли от выражения 9({(5)) к выра- 
жению т. Следовательно, эти выражения равны: 

9((т)) = <. 

Отображения } и д определяются аналогично, симметрично (нужно 
только поменять местами а и 6, зи $'), поэтому из таких же сообра- 
жений будет выполняться равенство }(9(у)) = у для любого элемента, 
ИЕ: 

Этим мы доказали, что отображения Ёи д между множествами [м и 
[» обратны друг другу. Теорема доказана. 

Теорема. Пусть 

© — полугруппа, 

а, 6 — произвольные элементы из одного Г-класса;: а./[5, 

$ — элемент из 5", переводящий а в 6 домножением слева: 

зав, 

3' — элемент из 5", переводящий 6 в а домножением слева: 

8 =а, 

{ — отображение множества ИА, в множество Въ, устанавливаемое 
следующим правилом: 

= 8. 

4 — отображение множества Аь в множество В, устанавливаемое 
следующим правилом: 

9, 

Тогда отображения / и д обратны друг другу. 

Доказательство аналогично с зеркальной симметрией доказательству 
предыдущей теоремы. 
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32.4 Биекция между Г,-классами и между 
В-классами через умножение на элемент 


Теорема. Пусть 

© — полугруппа, 

а, 6 — произвольные элементы из одного В-класса: аВ6. 

$ — элемент из 5", переводящий а в 6 домножением справа: 

48 = 6, 

{ — соответствие между элементами, устанавливаемое следующим 
правилом: 

уе. 

Тогда } является биекцией (взаимно однозначным отображением) [- 
класса [а в Г-класс [%. 

Доказательство. В параграфе «Отображение между [-классами и 
между В-классами через умножение на элемент» доказана, теорема о 
том, что соответствие } из условия теоремы является отображением. 

В параграфе «Обратные отображения между [-классами и между 
В-классами» доказана, теорема о том, что отображение } из условия 
теоремы имеет обратное отображение 4. 

Раз отображение имеет обратное, то оно взаимно однозначно. Таким 
образом, { — это биекция. Теорема доказана. 

Теорема. Пусть 

© — полугруппа, 

а, 6 — произвольные элементы из одного [-класса;: а./[5, 

3 — элемент из 5", переводящий а в 6 домножением слева: 

30: 

{ — соответствие между элементами, устанавливаемое следующим 
правилом: 

Е 

Тогда ] является биекцией (взаимно однозначным отображением) В- 
класса Аа в В-класс Ву. 

Доказательство идентично доказательству предыдущей теоремы. 
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32.5 Сохранение Д-, или [/-классов биекцией через 
умножение на элемент 


Теорема. Пусть 

© — полугруппа, 

а, 6 — произвольные элементы из одного В-класса: аВ6. 

$ — элемент из 5", переводящий а в 6 домножением справа: 

48 = 6, 

3' — элемент из 5", переводящий 6 в а домножением справа: 

55-й: 

{ — отображение множества, [„ в множество [4, устанавливаемое 
следующим правилом: 

И: 

д — отображение множества, Г, в множество [„, устанавливаемое сле- 
дующим правилом: 

ОА 8. 

Тогда отображения ] и д сохраняют В-классы (каждый В-класс отоб- 
ражается в самого себя). 

Доказательство. Отображение [, по условию теоремы, действует на 
множестве /[,,. Возьмём в множестве /[„ произвольный элемент т: 

те [ш. 

Этот элемент отображается соответствием { в элемент у: 

у= / (1) = 15. 

Наша, цель — это доказать, что элементы 1 и у принадлежат одному 
В-классу — это и будет означать, что функция } сохраняет В-классы. 

В параграфе «Обратные отображения между [-классами и между К- 
классами» доказана, теорема о том, что функция д в условии теоремы 
является обратной к функции Г. Следовательно, 

2 = 9(у) = 99. 

Таким образом, мы имеем два, равенства: 

=, 5. 

Домножим обе части этих равенств на полугруппу 5" справа: 

ПЕ О"о оао. 
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Умножение элемента полугруппы на всю полугруппу включается в 
эту полугруппу: 

ее Еее 

Умножим обе части первого включения на элемент х слева, а обе 
части второго включения на у слева: 

25, 59 

Из равенства 951 = 18,51 и включения 1851 С 25" следует включе- 
ние 

45" С 191. 

Из равенства 151 = у8'51 и включения у5'51 С у5" следует включе- 
ние 

ро 49 

Из противоположных включений 51 С 151 и 151 С 95" следует 
равенство 

Оо 

Получается, что элементы 5 и у образуют одинаковые главные пра- 
вые идеалы, а значит, элементы 5 и у В-эквивалентны: 

ТИ 

Этим мы доказали, что функция } отображает произвольный эле- 
мент из некоторого В-класса в этот же В-класс. То есть, сохраняет 
В-классы. 

Функция д определяется аналогично функции } (отличие только в 
обозначениях), поэтому касательно неё можно провести такое же до- 
казательство с таким же выводом о сохранении В-классов. Теорема 
доказана. 

Теорема. Пусть 

© — полугруппа, 

а, 6 — произвольные элементы из одного [Г-класса;: а./[5, 

$ — элемент из 5", переводящий а в 6 домножением слева: 

за = 6, 

$' — элемент из 5", переводящий 6 в а домножением слева: 

86 =а, 

{ — отображение множества ИА, в множество Въ, устанавливаемое 
следующим правилом: 
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Я 

4 — отображение множества Аь в множество В, устанавливаемое 
следующим правилом: 

еее 

Тогда отображения } и д сохраняют Г-классы (каждый [-класс отоб- 
ражается в самого себя). 

Доказательство аналогично с зеркальной симметрией доказательству 
предыдущей теоремы. 


32.6 Внутри одного /[.- или В-класса все Н-классы 
равномощны 


Теорема. Внутри одного [-класса все Н-классы равномощны. 

Доказательство. Возьмём в одном [-классе два произвольных Н- 
класса Но и Нь, где аи 6 — представители классов эквивалентности 
Но и Нь. Элементы а и 6 находятся внутри одного Г-класса, а значит 
[-эквивалентны: 

а... 

Любой элемент класса эквивалентности может выступать в роли его 
представителя, поэтому 

ЕЙ 

В параграфе «Внутри [- и В-классов элементы можно переводить 
друг в друга домножением» доказана теорема о том, что из любого 
элемента, [-класса можно получить любой другой элемент этого же [- 
класса с помощью домножения на элемент из 5\ слева. В нашем случае 
элементы а и 6 Г-эквивалентны, то есть принадлежат одному [-классу, 
и поэтому из элемента, а можно получить элемент 6 с помощью домно- 
жения на некоторый элемент 8 Е 51 слева: 

=. 

Обозначение. } — соответствие, устанавливаемое следующим прави- 
лом: 

аа. 


В параграфе «Биекция между [-классами и между В-классами» до- 
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казана теорема о том, что функция [, определённая таким образом, 
является биекцией (взаимно однозначным отображением) А-класса Ва 
на К-класс Въ. 

В параграфе «Сохранение Д-, или [-классов через умножение на эле- 
мент» доказана теорема о том, что функция }, определённая таким 
образом, сохраняет [-классы. 

Лемма. Соответствие | взаимно однозначно между множествами На 
И Нь. 

Доказательство. Докажем определяющие свойства взаимно однознач- 
ного отображения между множествами На и Нь для соответствия [. 

1) Задействованность всего множества, Но в соответствии. 

Возьмём в множестве Н. произвольный элемент х: 

хе Но. 

В параграфе «Н-классы» доказана теорема о том, что Н-класе На 
является пересечением [-класса [и В-класса Ви: 

Неа Ва 

Раз х принадлежит пересечению множеств Г, П\Юа, то х принадлежит 
каждому множеству из пересечения: 

ТЕГ, ТЕН... 

Выше мы установили, что } сохраняет [-классы. Так как элемент 5 
принадлежит Га, то элемент {(5) тоже принадлежит Г: 

Т(%) Е Гы. 

В начале доказательства теоремы мы установили, что [м = [4. Гаким 
образом, из принадлежности элемента (5) к множеству Г следует 
принадлежность множеству /4.: 

1(т) Е 1%. 

Соответствие | является отображением В-класса №. в В-класс Вь. 
Так как элемент х принадлежит Ва, то элемент }(5%) принадлежит Въ: 

Я Е Ю.. 

Итак, мы доказали две принадлежности: 

Е Е Шь, Ши Е Дь. 

Раз элемент }(т) принадлежит одновременно двум множествам [4 и 
Вь, то (т) принадлежит их пересечению: 


У(е Е п В,. 
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В параграфе «Н-классы» доказана теорема, что Н-класс Нь является 
пересечением Г[Г-класса [» и В-класса Въ: 

Нь = №%П В.. 

Таким образом, 

И) Е Нь. 

Мы пришли к тому, что для произвольного элемента, х Е На элемент 
Г(т) принадлежит множеству Нь. Следовательно, все элементы из мно- 
жества На имеют образ в множестве Нь. Это значит, что всё множество 
Но задействовано в соответствии } между Но и Нь. Задействованность 
всего множества На доказана. 

2) Задействованность всего множества Нь в соответствии. 

Возьмём в множестве Нь произвольный элемент у: 

уЕ Нь. 

В параграфе «Н-классы» доказана теорема о том, что Н-класс Нь 
является пересечением [-класса [+ и В-класса Кь: 

Нь = № П Вь. 

Раз у принадлежит пересечению множеств /»ьП\ Въ, то у принадлежит 
каждому множеству из пересечения: 

ЧЕ 1, УЕ Вь. 

Функция | является биекцией между ЮВ. и Нь. Следовательно, всё 
множество ВЮ, задействовано в соответствии. Раз элемент у принадле- 
жит множеству Въ, то он имеет прообраз при биекции { внутри мно- 
жества В. Обозначим этот прообраз т Е В: 

(2) = У. 

Функция } сохраняет Г-классы. Следовательно, элементы хи }(т) = 
у должны находиться в одном [-классе. Элемент у находится в [- 
классе [„, = [. Следовательно, и элемент 1 в нём находится: 

те 1. 

Итак, мы имеем две принадлежности: 

ТЕГ, ТЕН... 

Раз элемент 1 принадлежит одновременно двум множествам /[щ и Ва, 
то х принадлежит их пересечению: 

И ГИ 

В параграфе «Н-классы» доказана теорема о том, что Н-класе На 
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является пересечением [-класса, [„ и В-класса Ви: 

НЫ 

Таким образом, 

теЕН.. 

Мы доказали, что произвольный элемент у Е Нь имеет прообраз в 
множестве Но. Следовательно, все элементы из множества Нь имеют 
прообраз в множестве На. Это значит, что всё множество Нь задей- 
ствовано в соответствии [ между Н. и Нь. Задействованность всего 
множества Нь доказана. 

3, 4) Однозначность в обе стороны. Функция } взаимно однозначна, на 
множестве В. Значит, функция / однозначна в обе стороны на множе- 
стве К. На — это подмножество в Ва. Поэтому функция [ однозначна 
в обе стороны между множествами Ни и Нь. 

Мы доказали все свойства взаимной однозначности между множе- 
ствами На и Нь для соответствия |. Следовательно, соответствие ] 
взаимно однозначно. Лемма доказана. 

Мы нашли взаимно однозначное отображение между множествами 
Наи Нь. Значит, множества На и Нь имеют одинаковую мощность. Так 
как мы выбирали Н-классы внутри одного [Г-класса произвольно, то 
все Н-классы внутри одного Г, класса имеют одинаковую мощность. 
Теорема доказана. 

Теорема. Внутри одного А-класса, все Н-классы равномощны. 

Доказательство аналогично с зеркальной симметрией доказательству 
предыдущей теоремы. 


32. В [)-классе все Н-классы равномощны 


Теорема. В О-классе все Н-классы имеют одинаковую мощность. 

Доказательство. Рассмотрим в одном Д))-классе два произвольных Н- 
класса На и Нь, гдеаи 6 — представители классов эквивалентности На 
И Нь. 

Элементы а и 6 находятся в одном Д-классе. Любой элемент из класса 
эквивалентности может быть его представителем, поэтому 

РЕ 
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В параграфе «Н-классы» доказана теорема о том, что Н-класе На 
является пересечением [ПП Ао, аналогично с Нь: 

ВАО. НЕ, 

Пересечение включается в каждый член пересечения, поэтому 

На С Ро, Нь с А». 

В параграфе «Г)-классы» доказана теорема о том, что Г-класс [4 и 
В-класс В. целиком находятся внутри Д-класса Г)... В нашем случае 

Га» № © Па = Ц. 

То есть, Г-класс Г. и В-класс Вь находятся в одном О-классе. 

В параграфе «Пересечение /[. и В-классов внутри О-класса» доказа- 
на теорема о том, что Г-класс пересекается с К-классом тогда и только 
тогда, когда они находятся в одном О-классе. В нашем случае Г[.-класс 
[в и В-класс Вь находятся в одном Д-классе, и поэтому имеют нетри- 
виальное пересечение: 

ГП Вь= Я. 

При этом, по определению, пересечение Г[-класса с В классом явля- 
ется Н-классом: 

[в П Вь = Не для некоторого элемента, с Е Н.. 

В параграфе «Внутри одного Г-класса или В-класса все Н-классы 
равномощны» доказана, теорема, соответствующая названию. 

Так как Н-класс Н. находится вместе с На в одном Г-классе [., то 
они имеют одинаковую мощность: 

иЁ — На. 

Так как Н-клас Н. находится вместе с Нь в одном В-классе Вь, то 
они имеют одинаковую мощность: 

[На] = |Ны.. 

Получается, что Н-классы На и Нь равномощны Н-классу Не. Сле- 
довательно, эти Н-классы имеют одинаковую мощность: 

|. = В. 

Вы выбирали Н-классы Но. и Нь в одном О-классе произвольно. Сле- 
довательно, все Н-классы в одном О-классе имеют одинаковую мощ- 
ность. Теорема доказана. 
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Аст ы [У 


Группы 
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ГЛАВА 33 


Введение в группы 


33.1 Определение группы 


Определения. Бинарная операция на множестве Х — это функция, ста- 
вящая любой упорядоченной паре (а, 6) элементов из множества Х’ эле- 
мент с из того же множества. Обозначается это соответствие: 

@0 =. 

Группа С — это множество с введённой на нём бинарной операцией, 
удовлетворяющей трём свойстам: 

1) ассоциативность: 

(а6)с = а(5<) для любых элементов а, 6, с из С; 

2) существование единицы е: 

ае = еа = а для любого элемента а Е С: 

3) существование обратных элементов: для любого элемента х из а 
существует обратный элемент 71 в С со свойством: 


Н 1 


т т=ах - =е. 


33.2 Единственность единицы 


Теорема. Единица в группе единственна. 

Доказательство. Допустим что есть две разные единицы еи е’. Умно- 
жим их друг на друга. С одной стороны, правая единица не меняет 
левую: 

ее =. 

С другой стороны, левая единица не меняет правую: 

ее’ =е'. 

Объединим эти равенства: 


е =ее' = е'. 

Из этих равенств следует, что единицы равны: 
/ 

е=е.. 
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В допущении указано, что эти единицы разные. Мы пришли к проти- 
воречию. Допущение наличия двух разных единиц в группе приводит 
к противоречию с самим собой. Следовательно, единица в группе един- 
ственна. Теорема доказана. 


33.3 Единственность обратного элемента 


Теорема. У любого элемента, группы обратный элемент единственен. 
Доказательство. Возьмём произвольный элемент х из группы. Допу- 
стим, что теорема неверна, и элементу т соответствуют два обратных 


элемента: в И в. Умножим 1 на эти элементы слева и справа: 


ар! 
о 

Группа ассоциативна, и в этом произведении можно по-разному рас- 

ставлять скобки: 
о 

(11 т)42 = (21. ). 

Но оказывается, что разные расстановки скобок в этом выражении 
дают разный результат. Давайте в этом убедимся. В скобках стоят об- 
ратные элементы, и их умножение равно единице. 

С одной стороны, 

а = о 

С другой стороны, 

о те 

И а а 

Объединим равенства, вместе: 
1 и 


1 =1: 115 =15 

Получается, оба, обратных элемента должны быть равны друг другу: 
1 и 

и 


хотя мы предполагали, что они разные. Допущение о наличии разных 
обратных элементов приводит к противоречию с самим собой. Следо- 
вательно, у любого элемента группы обратный элемент единственен. 
Теорема доказана. 
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33.4 Обратный элемент от произведения 


Формула. (аб) 1 = 61а! (при раскрытии скобок порядок множителей 
меняется). 

Доказательство. (а6)`1 — это обратный элемент к аб. Проверим, яв- 
ляется ли 6` а ' обратным элементом к аб. Для этого перемножим их: 

(‘а (аб). 

Элементы в группе ассоциативны, поэтому мы можем менять расста- 
новку скобок: 

а аа 

Элементы в скобках обратны друг к другу и равны единице: 

(а а) = 6 1её. 

Умножение на единицу ничего не меняет, так что остаются обратные 
друг к другу элементы, которые дают единицу: 

Вер =ь1Ь=е. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения (6`'а` ")(а6) к вы- 
ражению е. Следовательно, эти выражения равны: 

(61а ') (аб) = е. 

Умножение элементов аб и 6 'а 1 в другом порядке даёт такой же 
результат: 

(45а) = 00а аа "= аа = 

Действительно, элемент 6`'а`' является обратным к элементу аб. 
Но в то же время обратным к аб является элемент (а6)-'. В группе у 
любого элемента обратный элемент единственен, поэтому 

> 

Формула доказана. 

Формула. (а1а2... аи)" = ал"... ара". 

Доказательство. Проделаем то же самое, что и в доказательстве преды- 


1 


дущей формулы. Возьмём элемент а1а2... а и умножим его на элемент 
0 —_ а 
а а а а: 

Поменяем скобки так, чтобы выделить два элемента в центре фор- 
мулы: 


алаз... (ава )а- 1 т 


О 
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Эти два элемента в центре формулы сокращаются, то есть, обраща- 
ются в единицу, а единица ничего не меняет: 


о а И —1 = 
О 


Далее выделим элементы (аи—1а/_1), они опять сократятся. Продол- 

жая эти процедуры, мы сократим все элементы в выражении, останется 

1—1 
п—1°°‘ 


является обратным к @1а2... ап. И в то же время обратным к элементу 


только единица. Получается, что элемент а» ат" действительно 
ала2...а» является элемент (а142...а») ". Так как у элемента группы 
обратный элемент единственен, то эти два обратных элемента, должны 
быть равны: 
зав) а. 
Формула доказана. 


т ЕЕ 


... 5 @1 


не. 


1 1 


вЫ. 
Доказательство. Рассмотрим выражение и” 


Формула. и 


ти. Представим элемент 


т” в виде произведения п элементов т: 
р 1 


ИИ Чи 


п 
Умножение на единицу ничего не меняет, поэтому мы можем встав- 


лять единицу между любыми членами произведения: 
ия ие .ти=и тете. ге ОЫ: 
т 


Заменим все единицы на выражение и 1: 


и 'хехе.... ‘ети = и (ии т ....: т(ии ти. 
Поменяем расстановку скобок: 
и (ии "т... тии "хи = (ци ти) (и ти)... (и ‘тии ти). 


Количество скобок соответствует количеству элементов т, то есть 
равно 7. Так как выражения в скобках одинаковые, мы можем заменить 
произведение на возведение в степень: 

(и тии ти) +... (и и (и ти) = (и ти). 


Через цепочку равенств мы пришли от выражения и” 
1 


т 


127, к выра- 


жению (и ти)" следовательно, эти выражения равны: 
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1 Я 


О 
Формула доказана. 


33.6 Степень элемента 


Определения. 
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а = — элемент а в степени 7, означает произведение п 


а-а:..-4 
7% 
элементов а. 

Порядок элемента а — это минимальное натуральное число п, при 
возведении в степень которого элемент а обращается в единицу: 

а" = 1. 

Элемент бесконечного порядка — это элемент, который при возведе- 
нии в любую степень не обращается в единицу. 

Формула. а'ай = а". 

Доказательство. а’ — это произведение # элементов а. а7 — это про- 
изведение 7 элементов а. Произведение а’а/ этих двух элементов есть 
произведение # - 7 элементов а, то есть, а "7. Формула доказана. 

Формула. а’а7 = аа. 

Доказательство. а’ = а" 7 = а/" = а? а'. Формула доказана. 


Степень (а7`')" обратного элемента, обозначается а`". 


ад считается равным единице: а = 1. 


7% 7% 


Формула. аа" =а "а" =а"". 


п" — это 


Доказательство. а” — это произведение т элементов а. а 
произведение я элементов а '. Каждый обратный элемент а" при со- 
прикосновении с а уничтожает его, и сам уничтожается тоже, то есть 

ба ба: 

Возможны три случая: 

Гы, САРы. ЭЛЬ 

Рассмотрим случай 1: т > п. 

В выражении аа" п обратных элементов а уничтожают п эле- 


ментов а. Останется т — п, элементов а. 'То есть, получается а”"`", как 
и указано в формуле. 


Рассмотрим случай 2: п > т. 
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В этом случае число обратных элементов а`' больше числа элементов 
а. Таким образом, т элементов а уничтожают т обратных элементов 
а '. Остаётся п — т обратных элементов а". То есть, получается 

ата" = во = а ®"—”) = а"—”, 

как и указано в формуле. 

Рассмотрим случай 3: т = п. 

Все обратные элементы а! сокращают все элементы а. Останаётся 
единица. То есть, получается 

ата аа" 
как и указано в формуле. Все случаи рассмотрены. Во всех случаях 
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формула верна. Формула доказана. 


33./ Циклическая группа 


Теорема. Пусть 

а — элемент, 

(а) — множество, состоящее из всех степеней а' элемента а, включая 
отрицательные и нулевую, 

а’а7 = а" для любых целых чисел {и о 

Тогда (а) является группой. 

Доказательство. Проверим все определяющие свойства группы для 
множества (а). 

0) Замкнутость бинарной операции. 

Возьмём в множестве (4) два произвольных элемента. Любые элемен- 
ты в множестве (а) имеют вид элемент а в некоторой степени. Поэтому 
обозначим выбранные два элемента, а! и а7: 

а, Е (а). 

По условию теоремы, произведение а'ай двух элементов равно @ 
*-+7 


+7. 
а’ай = а 
а'=7 — это элемент а в целой степени, а значит он принадлежит мно- 
жеству (а): 
а? е (а). 
Получается, что произведение любых элементов из множества (а) 
даёт элемент из этого же множества, а это есть свойство замкнутости 
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бинарной операции для множества (а). Замкнутость бинарной опера- 
ции доказана. 

1) Ассоциативность. 

Возьмём в множестве (а) элемент а в трёх произвольных целых сте- 
пенях: 

а’, ал, ай Ее (а). 

Перемножим сначала, первые два элемента, а потом умножим на тре- 
ТИЙ: 

(а’а?)а^. 

Перемножим элементы в скобке, сложив степени: 

(“а )а^ = а ай. 


Мы получили два элемента в степенях, которые мы тоже можем пе- 





ремножить, сложив степени: 

а ай — ай. 

В степени элемента находятся целые числа, а сложение целых чисел 
ассоциативно. Поэтому мы можем поменять скобки в сумме: 

аб -+Е — то +®) 

Сумме двух чисел в степени соответствует произведение элементов с 
соответствующими степенями: 

а-+Я-®) — ей. 

Разложим на произведение двух элементов элемент @/+; 

аа" = а (а а^). 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения (а’а?)а^ к выра- 
жению а'(аа^). Следовательно, эти выражения равны: 

(“а?)а^ = а (а? а’). 

Получается, что для произвольных элементов из множества (а) вы- 
полняется свойство ассоциативности. Ассоциативность доказана. 

2) Наличие единицы. 

В множестве присутствует единица аб = 1. Проверим свойства едини- 
пы для элемента а. Возьмём произвольный элемент а’ и перемножим 


с ад в разном порядке: 


аа! = а" ны а". 
$0 ры 


аа’ =а 1 


а. 
Действительно, умножение любого элемента на аб ничего не меняет 
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— ао действительно удовлетворяет определяющим свойствам единицы. 
Наличие единицы в множестве (а) доказано. 

3) Наличие обратных элементов. 

Возьмём в множестве (а) произвольный элемент а’. Этому элемен- 
ту соответствует обратный а". Проверим свойства обратного элемента 
для а '. Для этого перемножим элемент а’ и его обратный а" в разном 
порядке: 

И а и 

а-й — а-7" — а —1 

Действительно, умножение элемента а’ на его обратный а`' даёт еди- 
ницу, роль которой в множестве (а) исполняет а. Свойства обратного 
элемента для а ' выполняются, значит а ' действительно является об- 
ратным элементом к элементу а’. Таким образом, все элементы в мно- 
жестве (а) имеют обратные элементы в этом же множестве. Наличие 
обратных элементов доказано. 

Все свойства, группы для множества (а) доказаны. Следовательно, 
множество (а) является группой. Теорема доказана. 

Определение. (а) — циклическая группа, порождённая элементом а 
— это группа, состоящая из элемента а и всех его степеней, включая 
отрицательные и нулевую. 


33.8 Произведение множеств 


Определение. Произведение АВ двух множеств Аи В — это множество 
всех произведений аб, геае А, Бе В. 

Теорема. Произведение группы С на любой её элемент т равно всей 
группе: Ст = т@ = С. 

Доказательство. Докажем для умножения группы на т справа, то 
есть, для ат. Случай умножения на х слева доказывается аналогично. 

Допустим обратное: 

СТС. 

Тогда в С’ существует элемент, который не входит в множество С/х. 
Обозначим этот элемент д: 


9@ Ст. 
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Умножение элемента, на единицу ничего не меняет: 


4 = де. 
Произведение любого элемента на его обратный даёт единицу: тт = 


е. Заменим единицу в равенстве д = де на выражение 77 1х: 


Иа. 

Умножение в группе ассоциативно, мы можем расставлять скобки, 
как нам угодно. Установим скобки следующим образом: 

9= (92 ')г. 

Произведение элементов группы даёт элемент группы, взятие обрат- 
ного элемента тоже не выводит за пределы группы. Следовательно, 
элемент 05 находится в группе С: 

971 ЕС. 

Таким образом, 

4 = (95 \)х Е Ст, где 951 Е С. 

Получается, что элемент д находится внутри ат, хотя мы определя- 
ли его вне ах. Допущение неравенства, множеств С и Ст приводит к 
противоречию. Следовательно, эти множества, совпадают: 

а = Ст. 

Теорема доказана. 

Теорема. С: С = С. 

Доказательство. Умножение группы С на любой её элемент даёт всю 
группу С. Если же её умножить сразу на все её элементы, то и подавно 
получится (т. Теорема доказана. 


33.9 Множество подмножеств — моноид с нулём 


Определение. Моноид с нулём — это полугруппа с единицей и нулём. 
То есть, это бинарная операция на множестве М, у которой имеются 
три свойства: 

1) ассоциативность: (а6)с = а(6с) для любых элементов а, 6, се М, 

2) существует единица е Е М: ае = еа = а для любого элемента 
ае М, 

3) существует ноль 0 Е М: а0 = 0а = 0 для любого элемента а Е М, 
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Теорема. Пусть а — группа. Тогда множество всех подмножеств в С 
является моноидом. 

Доказательство. Пусть М — множество всех подмножеств в группе 
а. 

0) Замкнутость бинарной операции. 

Возьмём в множестве М два элемента Аи В: 

А, ВЕМ. 

Эти элементы являются подмножествами в группе (С. Произведение 
любых подмножеств группы С является подмножеством в этой группе. 
Следовательно, произведение АВ принадлежит множеству М: 

АВЕМ. 

Таким образом, произведение произвольных элементов из множества 
М даёт элемент из этого же множества. Замнкутость бинарной опера- 
ции доказана. 

1) Ассоциативность. 

Произведение АВС состоит из всевозможных произведений абс, где 
ае А, 6 Е В,сЕ С. Так как элементы ассоциативны, то и произведение 
множеств тоже ассоциативно. 

2) Существование единицы. 

На единицу е группы С’ можно смотреть как на одноэлементное полд- 
множество {е}. Умножение любого подмножества, на единицу не меняет 
подмножества. Следовательно, в множестве М всех подмножеств еди- 
ница группы С играет роль единицы в М. 

3) Существование нуля. 

Группа С’ является подмножеством в самой себе. То есть, группа С 
принадлежит к множеству М всех подмножеств в С: 

СЕМ. 

Умножение любого подмножества А на группу С даёт группу С: 

АС =СА=С. 

Следовательно, группа (С играет роль нуля в множестве М. 

Мы доказали все определяющие свойства моноида с нулём. Значит 
М является моноидом с нулём. Теорема, доказана. 
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ГЛАВА 34 


Подгруппы и смежные классы 


34.1 Определение подгруппы 


Определения. 

Замкнутая бинарная операция на данном множестве — это бинарная 
операция, при которой произведение любых элементов множества при- 
надлежит этому же множеству. (Понятие замкнутости актуально для 
подмножеств, где результат произведения элементов подмножества, мо- 
жет находится за его пределами.) 

Подгруппа — это подмножество элементов группы, которое само яв- 
ляется группой. (То есть, внутри этого подмножества должны выпол- 
няться все свойства группы, включая замкнутость бинарной операции.) 

Тривиальные подгруппы — это единица и вся группа. 

Собственная подгруппа — подгруппа, не совпадающая со всей груп- 
ПОЙ. 


34.2 Пересечение подгрупп является подгруппой 


Определение. А П В — пересечение множеств А и В — это множество 
всех элементов, находящихся одновременно в А ив В. 

Теорема. Пересечение подгрупи является подгруппой. 

Доказательство. Пусть А и В — две произвольные подгруппы. Рас- 
смотрим их пересечение АП В. Докажем для него свойства группы. 

0) Замкнутость бинарной операции. 

Возьмём в пересечении А П В произвольные два, элемента 1 и у: 

хУЕАПВБ. 

Так как элементы 5 и у принадлежат пересечению подгрупп АП В, 
то они принадлежат каждой подгруппе из пересечения: 

туеЕА, туЕ В. 
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По определению, в группе бинарная операция замкнута, то есть, про- 
изведение элементов группы является элементом группы. Раз оба эле- 
мента т, у принадлежат подгруппе А, то и их произведение ху приналд- 
лежит Д: 

хуЕА. 

Аналогично, из 1, у Е В следует 

ту Е Б. 

В итоге произведение ту принадлежит одновременно А и В, а значит 
и их пересечению АП В: 

хуЕ АПВ. 

Получается, что произведение произвольных элементов из множества 
АП В принадлежит этому же множеству, что означает замкнутость 
бинарной операции внутри АП В. Замкнутость бинарной операции до- 
казана. 

1) Ассоциативность. Пересечение АП В состоит из элементов группы, 
а, все элементы группы ассоциативны. 

2) Наличие единицы. 

В подгруппах А и В есть единица по определению подгруппы. Раз 
она находится в обеих подгруппах, то находится и в пересечении. 

3) Наличие обратных элементов. 

Рассмотрим в множестве А П В произвольный элемент 2: 

хЕАПБ. 

Так как х принадлежит пересечению подгрупп АП В, то он принад- 
лежит каждой подгруппе из пересечения: 

гены ев. 

По определению подгруппы, обратный элемент к элементу из под- 
группы принадлежит этой же подгруппе. Раз 5 принадлежит подгруппе 
А, то и обратный элемент принадлежит этой подгруппе: 

т'ЕА. 

Аналогично из 5 Е В следует 

ЕВ. 

Таким образом, обратный элемент 5х! принадлежит одновременно А 


и В, а значит и их пересечению: 
х1Е АПВ. 
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Получается, что обратный элемент к произвольному элементу мно- 
жества АПВ принадлежит этому же множеству. Значит, внутри множе- 
ства АПВ ко всем его элементам имеются обратные. Наличие обратных 
элементов доказано. 

Все свойства группы для множества АПВ доказаны. Следовательно, 
пересечение подгрупп АП! В является подгруппой. Теорема доказана. 

Определение. Пусг.А; — пересечение всех множеств семейства { А; 1 
— это множество всех элементов, находящихся одновременно во всех 
множествах А; для всех индексов {Е [. 

Теорема. Пересечение любого количества подгрупп является подгруп- 
ПОЙ. 

Доказательство. Пусть { А; }; г — произвольное семейство подгрупп в 
группе С. Рассмотрим их пересечение П;сг.А;. Докажем свойства груп- 
пы для этого пересечения. 

0) Замкнутость бинарной операции. 

Возьмём в множестве П;сг.А; два произвольных элемента хи у: 

те ПЕРА 

Так как элементы 1 и у принадлежат пересечению подгрупп Пуег.Ах, 
то они принадлежат каждой подгруппе из пересечения: 

туЕ А; для всех индексов {Е Г. 

По определению, в группе бинарная операция замкнута, то есть, про- 
изведение элементов группы является элементом группы. Раз оба эле- 
мента т, у принадлежат подгруппе А;, то и их произведение 1 приналд- 
лежит А; 

уе А;. 

И так для всех индексов 1 Е [. В итоге произведение ху принадле- 
жит одновременно всем подгруппам из семейства {А;};сг, а значит и 
их пересечению ГуегАх: 

ОЕ аа 

Получается, что произведение произвольных элементов из множества 
П;<1А; принадлежит этому же множеству, что означает замкнутость 
бинарной операции внутри Гус г.4;. Замкнутость бинарной операции до- 
казана. 

1) Ассоциативность. Пересечение состоит из элементов группы, а все 
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элементы группы ассоциативны. 

2) Наличие единицы. 

Во всех подгруппах из семейства {А;};сг есть единица по опреде- 
лению подгруппы. Раз она находится во всех подгруппах семейства 
{ А’ сг, значит находится и в их пересечении. 

3) Наличие обратных элементов. 

Рассмотрим в множестве Г;сг.А; произвольный элемент т: 

хепП:“: А; 

Так как х принадлежит пересечению подгрупп Пуег.А;, то он принад- 
лежит каждой подгруппе А; из пересечения: 

те А; для всех индексов 1 Е Г. 

По определению подгруппы, обратный элемент к элементу из под- 
группы принадлежит этой же подгруппе. Раз х принадлежит подгруппе 
А;, то обратный элемент д! принадлежит этой же подгруппе: 

а." [= А;. 

И так для всех индексов 1 Е [. Таким образом, обратный элемент 
т принадлежит одновременно всем подгруппам из семейства {А ег, 
а значит и их пересечению: 

= П;егА;. 

Получается, что обратный элемент к произвольному элементу мно- 
жества Пусг.А; принадлежит этому же множеству. Значит, внутри мно- 
жества Гусг.А; ко всем его элементам имеются обратные. Наличие об- 
ратных элементов доказано. 

Все свойства группы для множества П;сг.А; доказаны. Следовательно, 
пересечение подгрупп П;=1.А; является подгруппой. Теорема доказана. 


34.3 Произведение коммутирующих подгрупп 


Теорема. Пусть А и В — подгруппы, которые коммутируют друг с дру- 
гом: 

АВ = ВА 

(коммутируют множества целиком, их отдельные элементы могут не 
коммутировать). Тогда АВ — подгруппа. 

Доказательство. 0) Замкнутость бинарной операции. 
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Возьмём в множестве АВ два произвольных элемента а161 и а265: 

алб1, 4262 в АВ, где а1, 2 Е А, 165 Е В. 

Перемножим их друг на друга, получаем 

а101а265 — ал (61а2)6>. 

Выделенный в скобках элемент В1а>2 принадлежит множеству ВА. 
По условию теоремы, ВА = АВ. То есть, элемент 6142 принадлежит не 
только ВА, нои АВ, а значит может иметь вид а6, геае А, бЕ В: 

В: а> 0: 

Подставим вместо лаз в выражении а1 (1 а2)65 элемент аб: 

ал (1а2)6> — ал (а6)6> — (а1а) (55). 

Произведение элементов подгруппы принадлежит этой же подгруппе. 
Следовательно, а1а Е А, 662 Е В. Отсюда следует, что 

(а1а) (665) е АБ. 

Получается, что произведение двух произвольных элементов из мно- 
жества АВ принадлежит этому же множеству. Это означает, что би- 
нарная операция на множестве АВ замкнута. Замкнутость бинарной 
операции доказана. 

1) Ассоциативность. Все элементы множества АВ являются элемен- 
тами группы, а значит ассоциативны. 

2) Наличие единицы. 

В любой подгруппе есть единица, в том числе в подгруппах А и В: 

еЕА, еЕ В. 

Следовательно, элемент ее = е принадлежит множеству АВ: 

ее АВ. 

Наличие единицы в множестве АВ доказано. 

3) Наличие обратных элементов. 

Возьмём в множестве АВ произвольный элемент аб, геаЕ А, БЕ В. 
Элемент аб является элементом группы (внутри который мы изучаем 
подгруппы Аи В), и поэтому имеет обратный 

т 

Так как Аи В — подгруппы, то обратные элементы @ 1 и 6! при- 
надлежат этим подгруппам: 

о: Ед. Е: 


Следовательно, элемент В "а! принадлежит множеству ВА: 
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(а) = а Е ВА. 

По условию теоремы, АВ = ВА, следовательно, обратный элемент 
(аБ)-' принадлежит множеству АВ: 

(а) ТЕ АВ. 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент из множества АВ 
имеет обратный в этом же множестве. Следовательно, все элементы в 
АВ имеют обратные в этом же множестве. Наличие обратных элемен- 
тов доказано. 

Мы доказали все свойства группы для множества АВ, а значит мно- 
жество АВ является подгруппой. Теорема, доказана. 

Теорема. Пусть {А;}”, — множество попарно коммутирующих под- 
групп, то есть 

А; А; = А, А; для любых индексов фи 7. 

Тогда произведение 41.42... А„ является подгруппой. 

Доказательство по индукции. Для двух подгрупп доказано в преды- 
дущей теореме. Пусть теорема выполняется для п — 1 подгрупп. Дока- 
жем выполнение для п подгрупп. 

Раз для случая п — 1 подгрупи теорема выполняется, то множество 
А1А2... А„_1 является подгруппой. 

Подгруппа А» коммутирует с каждой из подгрупп А1, А2,..., Ап_1, 
а значит коммутирует и с их произведением (мы можем протащить её 
через каждую подгруппу в произведении, переведя из одного конца в 
другой). Получается, что подгруппы 412... Арти А, коммутируют, 
и поэтому их произведение А14.... А„_1.А»„ является подгруппой. 

Таким образом, из выполнения теоремы для случая п — 1 следует 
выполнение для случая п. А значит, теорема выполняется для всех 
натуральных й. Теорема доказана. 





Теорема. Пусть Ат, 42, Аз — подгруппы. Каждая из этих подгрупп 
включается в произведение остальных: 

А; С А; Ау, где 1, 1, К — разные числа от 1 до 3. 

Тогда подгруппы А1, 42, Аз коммутируют друг с другом, и поэтому 





А.А; А.А Аз — подгруппы. 
Доказательство. По условию теоремы, 


дс а. Е. 
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Перемножим соответствующие части этих включений (правую с пра- 
вой, левую с левой): 


В группе все элементы ассоциативны. Ассоциативность множеств сле- 





дует из ассоциативности элементов. Поэтому мы можем поменять рас- 
становку скобок. Выделим скобками среднюю часть произведения: 
(А, Ак) (Ак А,) —= АА, А,) А, 


В скобках мы видим произведение группы Ах на саму себя. Умноже- 








ние группы на себя даёт эту же группу: 


Для средней группы Ак выполняется включение А, © А,А;. Умно- 





жим обе части этого включения на А; слева и на А; справа: 

А, Аь А; = АДА, АДА. 

Поменяем расстановку скобок: 

АДАА ДА, = (АА (А.А. 

В скобках мы имеем произведение групп А; и А; на самих себя. За- 
меним произведения идентичных групп на эти группы: 

(ААД(А: А.) = АЗА: 

Через цепочку равенств и включений С мы пришли от выражения 
А; А; к выражению А;.А;. Следовательно, первое выражение включает- 
ся во второе: 

А.А; С А; А.. 

Аналогично, поменяв местами индексы фи 7, можно доказать А;А; С 
А; А;. Из двух включений 

А САОАа, коме аа 

следует равенство. 

АА; = АА 

Здесь индексы фи 1 произвольные, а значит, все подгруппы А. 2, Аз 
попарно коммутируют. Так как подгруппы А1, 42, Аз попарно комму- 





тируют, следовательно, по теореме выше, АА; и А1.А>Аз являются под- 
группами. Теорема, доказана. 
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34.4 Смежные классы 


Определения. 

Пусть Н — подгруппа группы (С. 

Правый смежный класс фН — это множество, состоящее из всех про- 
изведений элемента 5х на элементы подгруппы Н справа. 'То есть, умно- 
жение элемента, х на подгруппу Н справа. 

Левый смежный класс Нт — это множество, состоящее из всех про- 
изведений элемента 1 на элементы подгруппы Н слева. То есть, умно- 
жение элемента, х на подгруппу Н слева. 

В этих определениях элемент 1 называется представителем смежного 
класса. 

Теорема. Представитель смежного класса, содержится в этом же смеж- 
ном классе. 

Доказательство. Рассмотрим случай левых смежных классов, для 
правых ситуация аналогична. Так как Н — группа, то в ней есть еди- 
ничный элемент: 

СА, 

А значит в левом смежном классе Нт есть элемент ех, равный т: 

= е.Нт. 

То есть, х содержится в смежном классе Нт, который он представ- 
ляет. Теорема, доказана. 

Определение. Порядок группы — количество элементов в ней. 

Теорема. Все смежные классы по подгруппе Н обладают одинаковым 
количеством элементов, равным порядку подгруппы Н. 

Доказательство. Докажем для правых смежных классов. Для левых 
доказательство аналогично. 

Смежный класс состоит из произведений элемента, 1 на все элементы 
подгруппы Н. Количество таких произведений равно количеству эле- 
ментов в группе Н. То есть, количество элементов в смежном классе 
не больше порядка подгруппы Н: 

Можно предположить, что некоторые из этих произведений одинако- 
вы (откуда будет следовать, что в смежном классе меньше элементов, 
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чем в подгруппе). Допустим, что два произведения тй1 и х№2 из мно- 
жества хН одинаковы (при разных й1 и №2): 

ХР — др. 

Умножим обе части равенства слева на х_'. Получаем 

том =х ИтЬ>. 


Учитывая, что д! = е, предыдущее равенство переходит в 


ел — ей2, 

откуда следует 

Ре Йо: 

Но в допущении утверждается, что эти элементы разные, то есть, 
допущение приводит к противоречию с самим собой. Следовательно, 
все произведения в смежном классе хН разные, и их количество равно 
количеству элементов в подгруппе Н: 

Теорема доказана. 

Теорема. Любой элемент из смежного класса можно взять в качестве 
представителя, и он породит этот же смежный класс. 

Доказательство. Докажем для правых смежных классов. Для левых 
доказательство аналогично. 

Рассмотрим правый смежный класс хН. Возьмём произвольный его 
элемент хр: 

хрЕхН, ге ВЕН. 

Породим правый смежный класс по этому элементу, то есть, умно- 
жим элемент тр, справа на Н. Получаем хр Н. Так как элемент Р, при- 
надлежит группе Н, то АН = Н. Поэтому 

о 

То есть, произведение любого элемента правого смежного класса на 
подгруппу Н справа даёт тот же самый смежный класс. Другими сло- 
вами, любой элемент смежного класса порождает этот же смежный 
класс, является его представителем. Теорема, доказана. 

Определения. АПВ — пересечение множеств А и В — это множество 
всех общих для Аи В элементов. То есть, множество всех элементов, 
которые содержатся одновременно в А ив В. 

Непересекающиеся множества — это множества, не имеющие общих 
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элементов. 

Теорема. Разные смежные классы не пересекаются (имеется в виду 
правые с правыми и левые с левыми). 

Доказательство. Докажем для правых смежных классов. Для левых 
доказательство аналогично. 

Допустим, что есть два разных пересекающихся правых смежных 
класса хН и УН: 

НЕ, 

Возьмём в этом пересечении какой-нибудь элемент а: 

аетНпПУН. 

Породим с его помощью правый смежный класс аН. По предыдущей 
теореме этот смежный класс совпадает с тем, в который входил этот 
элемент. Но он входил сразу в два смежных класса: вт Н ивУуН. Значит 
порождённый смежный класс будет равен им обоим: 


&Н:=аН=\ы. 
Следовательно, эти два смежных класса, совпадают: 
хН =УН. 


Хотя мы в допущении указывали, что они разные. Получается, что 
допущение приводит к противоречию с самим собой. Следовательно, 
оно неверно и разные правые смежные классы не могут пересекаться. 
Теорема доказана. 

Обозначение. Раз группа, разбивается на непересекающиеся множе- 
ства смежных классов, то эту ситуацию удобно обозначать так: 

а = Н+12Н + 13Н +... — разложение на правые смежные классы, 

а =Н + Нт2- Н1з+... — разложение на левые смежные классы. 

Здесь счёт начинается с т2, потому что предполагается, что 1 = е. 
Знак «+» означает объединение непересекающихся множеств. 

Определение. Индекс подгруппы — количество всех смежных классов 
по ней. 

Теорема Лагранжа. Порядок группы равен произведению порядка 
подгруппы на, её индекс. 

Доказательство. Группа разбивается на непересекающиеся множе- 
ства: смежные классы по подгруппе. В каждом смежном классе оди- 
наковое количество элементов, равное порядку подгруппы. А количе- 
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ство смежных классов равно индексу подгруппы. Таким образом, общее 
количество элементов в группе равно сумме элементов во всех смеж- 
ных классах, что равно произведению количества элементов в смежном 
классе на число смежных классов, то есть, произведение порядка под- 
группы на её индекс. Теорема доказана. 


34.5 Пересечение смежных классов 


Условность. Будем говорить, что подгруппы не пересекаются, если в 
их пересечении содержится лишь единица. Непересекающимися под- 
группами будем называть подгруппы, пересечение которых содержит 
помимо единицы ещё и другие элементы. 

Теорема. Пусть 

а — группа, 

Аи В — подгруппы, 

2 — пересечение подгрупп: 0 = АП В. 

Если правый смежный класс по подгруппе А пересекается с правым 
смежным классом по подгруппе В, то их пересечение состоит ровно 
из одного правого смежного класса по подгруппе О. (Аналогично для 
левых смежных классов). 

Доказательство. Рассмотрим два произвольных пересекающихся пра- 
вых смежных класса тА и УВ: 

ХАПУВ = ©. 

В непустом пересечении хАПуВ существует некоторый неединичный 
элемент 2: 

ЕХТАПУВ. 

Так как элемент = находится в пересечении множеств ХА ПуВ, то он 
находится в каждом из них: 

ЕТА, ЗЕЧВ. 

Любой элемент смежного класса является его представителем, из ко- 
торого можно образовать весь смежный класс целиком. Элемент 2х яв- 
ляется представителем смежных классов А и УВ, поэтому 

ХА=2А, УВ=2В. 

А пересечение хА П уВ принимает вид 
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АПВ ЗАВ. 

Лемма. 5АП2В = (АПВ). 

Доказательство. Докажем включение АПВ С 2(АПВ). 

Возьмём в пересечении 2 А П &В произвольный элемент и: 

иЕЗАПЗВ. 

Так как элемент и принадлежит пересечению множеств 2 А П В, то 
он принадлежит каждому из них: 

иЕЗА ицЕЗВ. 

Умножим эти принадлежности на элемент 27" слева: 


ео ДЕДА. ОВО 


Раз элемент 21 


и принадлежит одновременно обоим множествам А 
и В, то он принадлежит их пересечению: 
хи Е АПВ. 
Умножим это обе части этого пересечения на элемент 2 слева: 
27 Е (АПВ). 
Умножение обратных элементов даёт единицу, которая ничего не ме- 


няет: 22 и = еи = и. В итоге получаем принадлежность 


цЕ (АПВ). 

Мы выбирали элемент и произвольно из пересечения смежных клас- 
сов фАПЗВ. Получается, что произвольный элемент из множества зАП 
2В принадлежит смежному классу 2(А П В). Следовательно, все эле- 
менты из множества 2АП;В принадлежат смежному классу (АПВ), 
что означает включение: 

АП2В С (АПВ). 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение 2(АП В) С АПЗВ. 

Пересечение подмножеств АП В включается в каждое множество из 
пересечения: 

АПВСА, АПВСВ. 

Умножим обе части этих включений на элемент х слева: 

2(АПВ)С2А, (АПВ) С зв. 

Так как множество 2(АП В) включается одновременно в оба множе- 
ства 2 А и 5В, то оно включается в их пересечение: 


(АПВ) с АПЗВ. 
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Обратное включение доказано. 

Из противоположных включений 

АП2В С (АПВ) 2АПВ) С 2АП2В, 

следует равенство 

2АП2В = (АПВ). 

Лемма доказана. 

До этого мы установили, что АПВ = тАпПуУвВ. Сочетая это равен- 
ство с равенством, доказанным в лемме, получаем равенство 

тАПУВ = (АПВ). 

Таким образом, пересечение двух произвольных пересекающихся пра- 
вых смежных классов тА и уВ является правым смежным классом по 
подгруппе 0 = АПВ. 

Для случая левых смежных классов доказательство аналогичное с 
зеркальной симметрией. Теорема доказана. 

Теорема. Пусть 

а — группа, 

Аи В — подгруппы, 

р — пересечение подгрупп: 0 = АП В. 

Тогда каждый правый смежный класс по подгруппе АП В является 
пересечением некоторых правых смежных классов по подгруппам Аи 
В. (Аналогично с левыми смежными классами.) 

Доказательство. Возьмём в группе С произвольный правый смежный 
класс по подгруппе 2) = АП В. Обозначим его т), где х — представи- 
тель смежного класса т). 

Рассмотрим правые смежные классы А и хВ. Представитель смеж- 
ного класса, всегда содержится в самом смежном классе: 

теЕТА, ТЕЗВ. 

Так как элемент х принадлежит обоим множествам А и тВ, то он 
принадлежит и их пересечению: 

ХЕТАПХВ. 

Получается, что смежные классы тА и тВ имеют нетривиальное пе- 
ресечение, потому что содержат элемент т. В предыдущей теореме до- 
казано, что пересекающиеся правые смежные классы хА и хВ имеют 
пересечение, равное некоторому правому смежному классу по подгруп- 
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пе 2 = АПВ: 

ав =оВ. 

При этом мы установили, что элемент х принадлежит пересечению 
тАПтВ, а значит х принадлежит также смежному классу #0): 

ЯВА 

Любой элемент смежного класса может образовать этот смежный 
класс целиком и является его представителем. Элемент 1 принадлежит 
смежному классу 2), и поэтому 

ЯГА =, 

В итоге мы имеем равенство 

ее АТаВ. 

Смежный класс т) мы выбирали произвольно. Следовательно, каж- 
дый смежный класс по подгруппе ) = АП В является пересечением 
некоторых правых смежных классов по подгруппам Аи В. 

Доказательство для левых смежных классов аналогично, зеркально 
симметрично. Теорема доказана. 


34.6 Пересечение подгрупп с конечным индексом 


Теоерма. Пересечение двух подгрупи с конечным индексом является 
подгруппой с конечным индексом. 

Доказательство. Рассмотрим две подгруппы А и В с конечным индек- 
сом. Их пересечение обозначим 0) = АПВ. Конечный индекс означает, 
что количество правых (или левых) смежных классов по подгруппам 
Аи В конечно. 

Допустим, что индекс подгруппы О = АП В бесконечен. То есть, 
в группе С’ есть бесконечное количество правых смежных классов по 
подгруппе 0 = АПВ. 

В параграфе «Пересечение смежных классов» доказана теорема, о 
том, что любой правый смежный класс по подгруппе 2) = АП В явля- 
ется пересечением некоторых правых смежных классов по подгруппам 
Аи В. Раз количество правых смежных классов по О) бесконечно, сле- 
довательно существует бесконечное количество различных пересечений 


правых смежных классов по подгруппам А и В. 
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Количество смежных классов по подгруппам Аи В конечно, поэтому 
можно составить лишь конечное количество комбинаций пересечения 
правых смежных классов по Аи В. Но ранее мы установили, что ко- 
личество различных пересечений правых смежных классов по Аи В 
бесконечно. Получается противоречие. Допущение, что количество пра- 
вых смежных классов по подгруппе 0 = АП В бесконечно, приводит 
к противоречию. Следовательно, количество правых смежных классов 
по подгруппе 0 = АПВ конечно. То есть, пересечение АП В подгрупп 
с конечным индексом имеет конечный индекс. 'Теорема, доказана. 

Теорема. Пересечение конечного числа, подгрупп с конечным индек- 
сом является подгруппой с конечным индексом. 

Доказательство по индукции. Для случая пересечения двух подгрупп 
теорема, выполняется. 

Пусть 7 — наименьшее натуральное число, для которого мы не знаем, 
выполняется ли теорема для пересечения п подгрупп, или не выполня- 
ется. Для случая п — 1 подгрупп теорема выполняется. То есть, пересе- 
чение 7 — 1 подгрупп с конечным индексом даёт подгруппу с конечным 
индексом. 

Представим пересечение п подгрупп ПА; в виде пересечения от 
пересечения 7% — 1 подгруппы и ещё одной подгруппы: 

ПА, = (ПА) ПА». 

Таким образом, мы имеем пересечение двух подгрупп. Первая под- 
группа — пересечение п — 1 подгрупп ПИТА; с конечным индексом — 
это подгруппа с конечным индексом. Вторая подгруппа А» тоже имеет 
конечный индекс. Пересечение двух подгрупп с конечным индексом — 
это подгруппа с конечным индексом. В итоге пересечение п подгрупп 
П.А; с конечными индексами является подгруппой с конечным ин- 
дексом. Теорема доказана. 


34.’ Смежные классы внутри смежных классов 


Теорема. Пусть 
а — группа, 
А, В — подгруппы, 
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р ака. 

Тогда каждый левый смежный класс по А целиком содержится в 
каком-либо одном левом смежном классе по ВБ. 'То есть, никакой левый 
смежный класс по А не дробится между левыми смежными классами 
по В. Для правых смежных классов аналогично. 

Доказательство. Возьмём в группе С произвольный левый смежный 
класс Ад. Этот смежный класс получается с помощью умножения под- 
группы А на элемент д справа. В условии теоремы указано, что под- 
группа А включается в подгруппу В: 

де В. 

Умножим обе части включения на элемент д справа: 

Ад с Вад. 

Получается, что произвольный левый смежный класс Ад целиком 
находится в некотором левом смежном классе Ва. При этом Ад не со- 
держится в других левых смежных классах по подгруппе ВБ, потому что 
левые смежные классы по одной подгруппе не пересекаются, и то, что 
содержится в одном смежном классе, не содержится в другом. В ито- 
ге каждый левый смежный класс по подгруппе А содержится в одном 
соответствующем смежном классе по подгруппе Б. 

Для правых смежных классов доказательство аналогичное с зеркаль- 
ной симметрией. Теорема, доказана. 

Теорема. Пусть 

С — группа, 

А, В — подгруппы, 

Е ВЕ. 

Тогда каждый левый смежный класс по В является объединением 
левых смежных классов по А. (Для правых смежных классов анало- 
ГИЧНО. ) 

Доказательство. Возьмём в группе С произвольный левый смежный 
класс Бд: 

ВассС. 

Смежный класс является множеством и состоит из элементов груп- 
пы. Семейство всех левых смежных классов по подгруппе А покрывают 
всю группу С, то есть, каждый элемент группы С содержится в неко- 
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тором левом смежном классе по А. В том числе каждый элемент из 
смежного класса Бд содержится в соответствующем ему левом смеж- 
ном классе по подгруппе А. 

Возьмём в смежном классе Бд произвольный элемент 2: 

те Бу. 

Этот элемент находится в некотором левом смежном классе по под- 
группе А. Любой элемент смежного класса может выступать в роли 
представителя, поэтому элемент т находится в левом смежном классе 
Ах: 

ТЕ Ал. 

Смежный класс Дт находится целиком в каком-то одном левом смеж- 
ном классе по В. Так как элемент 5 из смежного класса Ах находится в 
смежном классе Ва, то смежный класс Вд как раз является тем смеж- 
ным классом, в котором содержится Ах: 

хЕ АТС Вч. 

Получается, что произвольный элемент х из смежного класса Бд 
содержится в левом смежном классе по подгруппе А, который в свою 
очередь содержится в смежном классе Вд. 

Смежный класс Вд является объединением своих элементов: 

Ву = Ч»ьева{т}. 

Так как для каждого элемента, 5 © Вд смежный класс Ат находится 
внутри В, то их объединение Ч».евь Ах тоже находится внутри смеж- 
ного класса Бд: 

Чзево АТ © Вд. 

В итоге имеем цепочку включений 

Вова ре Мей В%: 

В этой цепочке объединение У,ев..Алт стоит между смежным классом 
Вди им же самим. Следовательно, объединение равно этому смежному 
классу: 

ОзевоАт = Вд. 

Мы пришли к тому, что произвольный левый смежный класс по под- 
группе В является объединением левых смежных классов по подгруппе 
А. Что и нужно было доказать в теореме. 

Для правых смежных классов доказательство аналогично с зеркаль- 
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ной симметрией. Теорема, доказана. 

Теорема. Пусть 

С — группа, 

А, В — подгруппы, 

ис ВСС, 

Бд — левый смежный класс по подгруппе Б, 

( — множество левых смежных классов по подгруппе А внутри под- 
группы В, 

(О, — множество левых смежных классов по подгруппе А внутри 
смежного класса Бд. 

Тогда имеется взаимно однозначное соответствие между множества- 
ми О и0.. (Аналогично для правых смежных классов.) 

Доказательство. Установим соответствие { между множествами И 
и 0О.. Каждому левому смежному классу У по подгруппе А внутри 
группы В поставим в соответствие левый смежный класс У д. Докажем, 
что [ — это взаимно однозначное соответствие между множествами 
О и 0.. Для этого докажем четыре определяющих свойства взаимно 
однозначного соответствия. 

1) Задействованность всего множества, И в соответствии. 

Возьмём в множестве 0 произвольный элемент \: 

ЕС. 

Элементы множества 0 — это левые смежные классы по подгруппе 
А внутри группы В. Таким образом, и — это левый смежный класс по 
подгруппе А с некоторым представителем т: 

а 

Представитель смежного класса должен содержаться в самом смеж- 
ном классе: 

ТЕ Ал. 

Так как смежный класс Ах находится внутри группы В, то и все 
элементы в нём тоже находятся в группе В, в том числе элемент т: 

ев. 

Подействуем соответствием ] на смежный класс Ат: 

(Ах) = Атд. 


59 — это элемент группы С, а значит Ахд — это левый смежный 
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класс по подгруппе А. Домножим обе части включения Ат С В на 
элемент д справа: 

Ах С Ва. 

Получается, что смежный класс Атд находится внутри смежного 
класса Бд. Таким образом, соответствие { отображает произвольный 
левый смежный класс Ах из группы В в левый смежный класс Атд из 
смежного класса Вд. Для нас здесь важно, что [ отобразил смежный 
класс Ал внутрь ВЧ, а не куда-нибудь ещё. Это означает, что произ- 
вольный левый смежный класс и Е 0 задействован в соответствии } 
между множествами 0 и О. Следовательно, все элементы множества 
(С задействованы в соответствии. Задействованность всего множества, 
(7 в соответствии доказана. 

2) Задействованность всего множества, (у в соответствии. 

Возьмём в множестве И, произвольный элемент ии: 

м. 

Элементы множества И, — это левые смежные классы по подгруппе А 
внутри смежного класса Вд. Таким образом, ‘и, — это левый смежный 
класс по подгруппе А с некоторым представителем т: 

Пн 

Представитель смежного класса, должен содержаться в самом смеж- 
ном классе: 

ТЕ Ал. 

Так как мы выбирали смежный класс Ат внутри смежного класса, 
Вд, то и все элементы в Ах находятся в смежном классе Вад, в том 
числе элемент т: 

те Бу. 

Все элементы смежного класса Вд имеют вид 69, где 6 — соответ- 
ствующий элемент из группы В. Поэтому 

х = 64, гдебе В. 

Умножим это равенство на элемент 9`' справа: 

91 = 699". 

Произведение обратных элементов 949`' равно единице, а умножение 
на единицу ничего не меняет. Равенство принимает вид 

ой = 
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Раз 6 принадлежит группе В, то и элемент 149`' принадлежит группе 
Б: 

9 'ЕБВ. 

А — это подгруппа в группе В. Семейство всех левых смежных клас- 
сов по подгруппе А покрывает всю группу В. То есть, каждый элемент 
группы В находится в некотором левом смежном классе по подгруппе 
А, в том числе элемент 297": 

9 'ЕАДуС В. 

Любой элемент смежного класса может быть его представителем, в 
том числе элемент 14! может быть представителем смежного класса 
Ау: 

Ау= Ах". 

Раз смежный класс Атд`( находится в группе В, то он принадлежит 
множеству И: 

Ах" ЕЦ. 

Подействуем соответствием } на смежный класс Ах": 

ГСАз9 = (Ао = Ад о Але Аб 

Таким образом, выбранный нами смежный класс и, получается из 
смежного класса 4107! из семейства И действием соответствия }. Это 
означает, что смежный класс и, задействован в соответствии {. 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент и, множества Оу за- 
действован в соответствии {. Следовательно, все элементы множества 
О, задействованы в соответствии ]. Задействованность всего множе- 
ства у в соответствии доказана. 

3) Однозначность в сторону образа. 

Возьмём в множестве И произвольный левый смежный класс и = Ах. 
Подействуем на него соответствием {: 

(Ах) = Атд. 

Ах9 — это один левый смежный класс по подгруппе А. Получается, 
что произвольный элемент из множества И имеет ровно один элемент 
(у нас смежные классы в качестве элементов) в качестве образа. Сле- 
довательно, все элементы из множества, ( имеют ровно один элемент в 
качестве образа, что означает однозначность соответствия | в сторону 
образа. Однозначность в сторону образа, доказана. 
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4) Однозначность в сторону прообраза. 

Допустим, что однозначности соответствия [ в сторону прообраза, 
нет: существует элемент и, из множества Их, у которого есть два разных 
элемента и1 = 1 и и2 = Ау в качестве пробраза: 

КА =, КА еш 

Так как выражения /(Алх) и }(Ау) равны одному и тому же элементу 
и, ТО эти выражения равны: 

(Аз) = Ау). 

Раскроем действие соответствия /: 

Ах = Ауд. 

Домножим полученное равенство на элемент 9" справа: 

Ат99`' = Ауд". 

Произведение обратных элементов 949! даёт единицу: 

Ахе = Ауе. 

Умножение на единицу ничего не меняет: 

Ах = Ау. 

Получается, что смежные классы Ах и Ау совпадают, хотя мы их вво- 
дили разными. Допущение неоднозначности соответствия } в сторону 
прообраза приводит к противоречию. Следовательно, соответствие ] 
однозначно в сторону прообраза. Однозначность в сторону прообраза 
доказана. 

Мы доказали все определяющие свойства взаимной однозначности 
для соответствия [. Следовательно, соответствие { взаимно однознач- 
но. Мы нашли взаимно однозначное соответствие между множествами 
О и (0.. В итоге левые смежные классы по подгруппе А внутри груп- 
пы В и внутри смежного класса Вд взаимно однозначно соответствуют 
друг другу. 

Для правых смежных классов теорема доказывается аналогично с 
зеркальной симметрией. Теорема доказана. 

Теорема. Пусть 

а — группа, 

А, В — подгруппы, 

АСВСС, 


[В : А] — количество левых смежных классов по подгруппе А внутри 
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группы В. 

Тогда каждый левый смежный класс по В содержит в себе одина- 
ковое количество левых смежных классов по А, равное [В : А]. (Для 
правых смежных классов аналогично.) 

Доказательство. Рассмотрим произвольный левый смежный класс 
Бд по подгруппе Б. В предыдущей теореме установлено, что множество 
левых смежных классов по подгруппе А внутри смежного класса Вд 
находится во взаимно однозначном соответствии с множеством левых 
смежных классов по подгруппе А внутри группы В. Следовательно, 
эти множества имеют одинаковую мощность. То есть, количество ле- 
вых смежных классов по подгруппе А внутри Вд равно количеству 
левых смежных классов по подгруппе А внутри группы В. То есть, 
равно [В : 4]. 

Раз произвольный левый смежный класс Бд по подгруппе ВБ име- 
ет [В : А] левых смежных классов по подгруппе А, значит все левые 
смежные классы по подгруппе В содержат одинаковое количество ле- 
вых смежных классов по подгруппе А, равное [В : А). 

Для правых смежных классов доказательство аналогично с зеркаль- 
ной симметрией. Теорема, доказана. 


34.8 Подгруппа в подгруппе и их индексы 


Теорема. Пусть 

а — группа, 

А, В — подгруппы, 

Ане ВЕС, 
[С': А] — количество левых смежных классов по подгруппе А внутри 
группы С, 
|С' : В] — количество левых смежных классов по подгруппе В внутри 
группы (С, 
[В : А] — количество левых смежных классов по подгруппе А внутри 





группы В. 
Тогда [@: А] = [а: В]. |В:А]|. 


618 


Доказательство. Для конечных групп эта теорема доказывается очень 
просто через теорему Лагранжа. По теореме Лагранжа, порядок груп- 
пы равен произведению порядка подгруппы на количество смежных 
классов. Отсюда 

С: А =||:|А, [С:В = ||: В, В:А=|В|: | 

Очевидно равенство 

1:1 = (61:80 - (В| АВ. 

из которого следует равенство 

[С(:А| =: В]. В:А. 

В случае бесконечных групп возникает проблема: в формуле |С |: 
А] = (||: В) - (В| : |А]) в числителях и знаменателях находятся 
бесконечные числа, и мы не можем сказать, верно это равенство, или 
нет. Поэтому в бесконечном случае нужен непосредственный подсчёт 
смежных классов. 

В параграфе «Смежные классы внутри смежных классов» доказа- 
на теорема, что все левые смежные классы по подгруппе В содержат 
одинаковое количество левых смежных классов по подгруппе А и рав- 
ны количеству [В : А| левых смежных классов по подгруппе А внутри 
подгруппы В. Следовательно, количество |( : А] левых смежных клас- 
сов по подгруппе А внутри С’ равно произведению количества [С : В] 
смежных классов по подгруппе ВБ на количество смежных классов по 
подгруппе А в каждом смежном классе по В, то есть на [В : А]: 

[С(:А| =: В]. В:А. 

Теорема доказана. 

Теорема. Пусть 

С — группа, 

А, В — подгруппы, 

АСВСС, 

А имеет конечный индекс. 

Тогда подгруппа В имеет конечный индекс. 

Доказательство. Допустим, что теорема, неверна: подгруппа Б имеет 
бесконечный индекс. То есть, в группе С имеется бесконечное количе- 
ство смежных классов по подгруппе ВБ. В каждом смежном классе по 
подгруппе В имеются смежные классы по подгруппе А. Так как смеж- 
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ные классы по подгруппе В не пересекаются друг с другом, то если 
какой-то смежный класс по А содержится в некотором смежном классе 
по В, то другие смежные классы по В его не содержат. Следовательно, 
в разных смежных классах по В находятся разные смежные классы по 
А. Смежных классов по В бесконечное количество, а значит имеется 
бесконечное количество разных смежных классов по А. Но у группы А 
конечный индекс, то есть, она имеет лишь конечное количество смеж- 
ных классов. Получилось противоречие. Допущение, что подгруппа ВБ 
имеет бесконечный индекс, приводит к противоречию. Следовательно, 
подгруппа В имеет конечный индекс. Теорема, доказана. 
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ГЛАВА 35 


Нормальная подгруппа и факторгруппа 


35.1 Нормальная подгруппа 


Определения. 

Коммутирующие элементы — элементы, которые можно перестав- 
лять местами в произведении: 

аб = ба. 

Коммутирующие множества — это множества, которые можно пере- 
ставлять местами в произведении: 

АВ = ВА. 

Нормальная подгруппа — это подгруппа, которая коммутирует со 
всеми элементами группы. То есть, 

Нх = хН для всех те С, 

где Н — подгруппа в С. 

Теорема. Если подгруппа нормальна, то все правые смежные классы 
равны левым. 

Доказательство. Пусть Н — нормальная подгруппа. Тогда для лю- 
бого элемента 1 выполняется равенство хН = Нх. Это есть равенство 
правого и левого смежного класса с представителем т. 'Георема дока- 
зана. 

Теорема. Если все правые смежные классы равны левым, то подгруп- 
па нормальна. 

Доказательство. Пусть Н — подгруппа, по которой все правые и ле- 
вые смежные классы совпадают. Возьмём произвольный элемент т из 
всей группы. хН — это правый смежный класс, Нт — это левый смеж- 
ный класс. Раз правые и левые смежные классы совпадают, то 

в = 

То есть, элемент х коммутирует с подгруппой Н. А так как мы выби- 
рали т произвольно, то все элементы группы коммутируют с подгруп- 
пой Н. Значит, она нормальная подгруппа. Теорема, доказана. 
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Следствие. Для подгруппы свойство нормальности эквивалентно свой- 
ству равенства левых и правых смежных классов. 


35.2 Произведение нормальных подгрупп — 
нормальная подгруппа 


Теорема. Произведение двух нормальных подгрупп является нормаль- 
ной подгруппой. 

Доказательство. Нормальные подгруппы коммутируют со всеми эле- 
ментами группы, а значит, коммутируют с любыми подмножествами 
группы. Нормальная подгруппа, — это подмножество группы, следова- 
тельно, одна нормальная подгруппа коммутирует с любой другой нор- 
мальной подгруппой. 

В параграфе «Произведение коммутирующих подгрупп» доказана 
теорема о том, что если подгруппы Аи В коммутируют, то их произве- 
дение АВ является подгруппой. Раз любые две нормальные подгруппы 
Аи В коммутируют друг с другом, то их произведение АВ является 
подгруппой. 

Проверим, что подгруппа АВ является нормальной. Для этого про- 
верим коммутирование подгруппы АВ с любым элементом 4 группы: 

АВ = АдВ = АВу. 

Здесь мы воспользовались тем, что элемент д коммутирует с каж- 
дой из подгрупи А и В в отдельности. В итоге получилось, что про- 
извольный элемент д коммутирует с подгруппой АВ, а это означает, 
что подгруппа АВ нормальна. Нормальные подгруппы А и В мы вы- 
бирали произвольно, следовательно, произведение любых нормальных 
подгрупп является нормальной подгруппой. Теорема доказана. 


35.3 Множество нормальных подгрупп — моноид 


Определение. Коммутативный моноид с нулём — это коммутативная 
полугруппа с единицей и нулём. То есть, это бинарная операция на 
множестве Л, у которой имеются четыре свойства: 
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1) ассоциативность: (а6)с = а(6с) для любых элементов а, 6, се М, 

2) существует единица е Е М: ае = еа = а для любого элемента 
ае М, 

3) существует ноль 0 Е М: а0 = 0а = 0 для любого элемента а Е М, 

4) коммутативность: любые два элемента а,6 Е М коммутируют: 
аб = ба. 

Теорема. Пусть С — группа. Тогда множество всех нормальных под- 
групп в ней является коммутативным моноидом с нулём. 

Доказательство. Пусть М — множество всех нормальных подгрупп в 
группе (=. 

0) Замкнутость бинарной операции. 

Возьмём в множестве М два элемента Аи В: 

А, ВЕМ. 

Эти элементы являются нормальными подгруппами в группе С. В 
параграфе «Произведение нормальных подгрупп — нормальная под- 
группа» доказана теорема, соответствующая названию. Следовательно, 
произведение АВ принадлежит множеству М: 

АВЕМ. 

Таким образом, произведение произвольных элементов из множества 
М даёт элемент из этого же множества. Замнкутость бинарной опера- 
ции доказана. 

1) Ассоциативность. 

Нормальные подгруппы — это подмножества в группе (С. Произведе- 
ние АВС состоит из всевозможных произведений абс, геае Аб Е 
Б,сЕ С. Так как элементы ассоциативны, то и произведение множеств 
тоже ассоциативно. 

2) Существование единицы. 

Единица группы С’ является нормальной подгруппой, так как ком- 
мутирует со всеми элементами группы. Умножение любой подгруппы 
на единицу не меняет подгруппы. Следовательно, в множестве М нор- 
мальных подгрупп единица группы С’ играет роль единицы в М. 

3) Существование нуля. 

Группа С' является нормальной подгруппой, так как коммутирует со 
всеми своими элементами. То есть, группа С’ принадлежит к множеству 
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М нормальных подгрупп: 

СЕМ. 

Умножение любой подгруппы на группу С’ даёт группу а. Следова- 
тельно, группа С играет роль нуля в множестве М. 

4) Коммутативность. Все нормальные подгруппы коммутируют друг 
с другом. 

Мы доказали все определяющие свойства коммутативного моноида, с 
нулём. Значит М является коммутативным моноидом с нулём. Теорема 
доказана. 


35.4 Произведение нормальных р-подгрупп — 
нормальная 7-подгруппа 


Определение. р-группа, — это группа, все элементы которой имеют по- 
рядок число р в некоторой степени (р — простое число). 

Теорема. Произведение нормальных 7-подгрупп является нормаль- 
ной р-подгруппой. 

Доказательство. Пусть А и В — нормальные р-подгруппы. 

В параграфе «Произведение нормальных подгрупп — нормальная 
подгруппа» доказана, теорема, соответствующая названию. 'Так как под- 
группы Аи В нормальны, то АВ — нормальная подгруппа. Осталось 
доказать, что АВ является р-подгруппой, то есть, что все её элементы 
имеют порядок число р в некоторой степени. 

Возьмём в группе АВ произвольный элемент аб, геае А, 6 Е В. 
Так как Аи В — р-группы, то их элементы имеют порядки число р в 
некоторой степени: 

а? = № = 1. 

Возведём элемент аб в степень р’; 


1 
(а6)Р = аб -аб....- а6. 
—_——— 
р! 
А является нормальной подгруппой, поэтому коммутирует с любым 


элементом группы, в том числе с элементом 6: 


БА = Аб. 
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ЬА — это множество всех произведений элемента В на элементы из 
подгруппы А. В 6А также есть элемент да. Равенство ВА = АБ означает, 
что для каждого произведения из 6А имеется равное ему произведение 
из ДВ: 

ра = а’6, глеа' Е А. 

То есть, мы можем переместить элемент В вправо, но элемент а при 
этом меняется на элемент а’ из этой же группы А. Таким образом, в 
выражении аб: аб....:а6 мы можем перемещать элементы в вправо, 

р! 
но при этом элементы из группы А заменяются на другие элементы из 
этой же группы. В итоге, когда мы переместим все элементы 6 вправо, 


у нас получится следующее выражение: 


а6- аб ....- аб = а1а2... аб... 6. 
р р 
Выражение 66... — это элемент 6 в степени р’. Причём р! явля- 
ЕВА 
1 
р 
ется порядком элемента 6, а значит выражение 66...6 равно единице. 
1 
р 


Умножение на единицу ничего не меняет, поэтому 

а1а2...ар 06...60 -6 = а1а2...ар. 
ша 

Произведение элементов подгруппы принадлежит этой же подгруппе, 


поэтому элемент ала2...ам принадлежит подгруппе А: 

аи Ь 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения (ав)Р к выраже- 
нию а”. Следовательно, эти выражения равны: 

(а6)Р = а". 

В подгруппе А все элементы имеют порядок р в некоторой степени, 
в том числе элемент а": 


т 


п: 
1 
Подставим вместо а” выражение (а6)Р 


а (5) = (аб)РР" = (ав)Р"". 


[-|-т 


Получается, что число р" обращает в единицу элемент аб. Порядок 


должен делить степень, обращающую элемент в единицу (это доказы- 
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вается во введении в теорию абелевых групп). У числа р" делителем 
может быть только число р в некоторой степени. Следовательно, поря- 
доком элемента аб является число р в некоторой степени. 

Мы выбирали элемент аб произвольно из подгруппы АВ. Раз произ- 
вольный элемент из подгруппы АВ имеет порядок число р в некоторой 
степени, то все элементы подгруппы АВ имеют порядок число р в неко- 
торой степени. Это означает, что подгруппа АВ является р-подгруппой. 

Мы пришли к тому, что произведение двух нормальных 70-подгрупп 
является нормальной 7-подгруппой. Теорема, доказана. 


35.5 Свойства нормальности и инвариантности 
эквиваленты 


Обозначение. 57 = 1 155 — сопряжение множества 5 элементом 2. 

Определение. Инвариантная подгруппа в группе С — это подгруппа 
А, которая равна любому своему сопряжению: 

т Ат = А для любого элемента, х Е С. 

Теорема. Для подгруппы свойство нормальности и свойство инвари- 
антности эквивалентны. 

Доказательство. Рассмотрим группу С'и подгруппу А в ней: 

АСС. 

Докажем сначала в одну сторону. Пусть А нормальна. Это означает, 
что 

А = Ат для любого элемента, х из (С. 


1 


Умножим обе части этого равенства на т`` слева. Получаем 


А=т1Ах. 

Выходит, что А инвариантна относительно сопряжения элементом т, 
который мы выбирали произвольным. Значит, она инвариантна отно- 
сительно любых сопряжений, то есть, является инвариантной в группе 
С. В одну сторону доказано. 

Докажем теперь в другую сторону. Пусть А инвариантна относитель- 
но любых сопряжений: 

т Ат = А для любого элемента, х Е С. 
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Умножим обе части этого равенства на 1 слева. Получаем 

Ах =хА. 

То есть, подгруппа А коммутирует с произвольным элементом х Е С, 
следовательно она нормальна. Теоерма доказана. 


35.6 Пересечение нормальных подгрупп нормально 


Теорема. Пересечение двух нормальных подгрупи нормально. 

Доказательство. Пусть Аи В — произвольные нормальные подгруп- 
пы. Рассмотрим их пересечение АП В. Пересечение подгрупп является 
подгруппой. 

В параграфе «Свойства нормальности и инвариантности эквивалент- 
ны» доказана теорема, что свойство нормальности подгруппы А (для 
любого х Е С: хН = На) эквивалентно свойству инвариантности от- 
носительно любых сопряжений (для любого х Е С: х'Нх = Н). Сле- 
довательно, подгруппы А и В инвариантны, а чтобы доказать нор- 
мальность подгруппы АП В, достаточно доказать её инвариантность 
относительно любых сопряжений в С. 

При любом сопряжении инвариантная подгруппа переходит в саму 
себя, а, значит внутренности инвариантной подгруппы при сопряжении 
остаются в ней же самой. Подгруппа АП В находится внутри подгрупп 
Аи В, то есть, является внутренностью этих подгрупп и поэтому оста- 
ется в них при любых сопряжениях. Раз подгруппа А П В остаётся 
внутри подгрупп Аи В при любых сопряжениях, значит она остаётся 
внутри их пересечения: 

9 (Ап В) С АП В для любых элементов 9 Е С. 

Так как данное включение выполняется для любых элементов 4 Е С, 
возьмём в качестве сопрягающего элемента любой обратный элемент 
9 ' и запишем соответствующее включение. В таком случае при со- 
пряжении элемент 9 окажется слева (потому что (9`')7" = 9), ад! 
окажется справа: 

9(АП В)! С АПВ. 

Домножим обе части этого включения на элемент 91 слева и на 
элемент д справа: 
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9 '9(АПВ)9 ‘чс9 (АПВ). 

Произведение обратных элементов равно единице: 919 =е, а умно- 
жение на единицу ничего не меняет. Наше включение принимает вид: 

АПВСа ((АпПВ)у. 

Мы получили два противоположных включения 

9 ((АПВ)9СсАПВ, АПВСад (АПВ), 

из которых следует равенство 

9 (Ап В)9= АПВ. 

При этом данное равенство мы доказывали для произвольных эле- 
ментов 9. Это означает, что подгруппа (АПВ) инвариантна и нормаль- 
на. Теорема доказана. 

Теорема. Пересечение произвольного количества нормальных под- 
групи нормально. 

Доказательство. Пусть { А; ег — произвольное семейство нормаль- 
ных подгрупп. Рассмотрим их пересечение П;сг.А;. Пересечение под- 
групп является подгруппой. 

В параграфе «Свойства нормальности и инвариантности эквивалент- 
ны» доказана теорема, о том, что свойство нормальности подгруппы А 
(для любого д Е С: хН = Нл) эквивалентно свойству инвариантности 
относительно любых сопряжений (для любого х Е С: х'Нт = Н). 
Следовательно, подгруппы А и В инвариантны, а чтобы доказать нор- 
мальность подгруппы ПуегА;, достаточно доказать её инвариантность 
относительно любых сопряжений в (4. 

При любом сопряжении инвариантная подгруппа переходит в саму 
себя, а значит внутренности инвариантной подгруппы при сопряжении 
остаются в ней же самой. Подгруппа Гусг.А; находится внутри подгрупп 
А; для всех индексов # Е Г, то есть, является внутренностью этих под- 
групп и поэтому остаётся в них при любых сопряжениях. Раз подгруппа 
П;=гА; остаётся внутри подгрупп А; для всех индексов { Е [ при любых 
сопряжениях, значит она остаётся внутри их пересечения: 

9 (ПегАз9 С П;егА; для любых элементов 9 Е С. 

Так как данное включение выполняется для любых элементов 9 Е С, 
возьмём в качестве сопрягающего элемента любой обратный элемент 


9 ' и запишем соответствующее включение. В таком случае при со- 
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пряжении элемент д окажется слева (потому что (9`')7" = 9), ад! 


окажется справа: 
= 
9(Г:ег А) 9 ^ © ПегА,. 
Домножим обе части этого включения на элемент 91 слева и на 
элемент 4 справа: 
= =] —1 
9 9(Пе14А)9 9 С 9 (Пг Ауд. 
Произведение обратных элементов равно единице: 919 =е, а умно- 
жение на единицу ничего не меняет. Наше включение принимает вид: 
ЕЯ 
ПуегА; © 9 “(Пег Ауд. 
Мы получили два противоположных включения 
= ыы 
9 (Пет А 9 С ПкгА, Пы А С 9 (Пг Ау, 
из которых следует равенство 
—1 =. 
9 (Пг Ал д = Пег А, 
При этом данное равенство мы доказывали для произвольных эле- 
ментов 9. Это означает, что подгруппа (ГуегА;) инвариантна и нор- 
мальна. Теорема доказана. 


35./ Две нормальные непересекающиеся подгруппы 


Теорема. Если две подгруппы А и В нормальны и не пересекаются, то 
все элементы А коммутируют со всеми элементами В: 

аб = фа для любыхае А, ЬЕ В. 

Доказательство. Возьмём в подгруппах А и В произвольные элемен- 
тыаив: 

аеА, 6ЕБ. 

Составим из них выражение, называемое коммутатором: 

а 0-90 

Так как подгруппа А нормальна, то она коммутирует с любыми эле- 
ментами группы: 

ХА = Ду. 

Умножим обе части этого выражения на 11 слева, получим 

т'Ат=А. 

Так как подгруппа ВБ тоже нормальна, то для неё аналогично 


т 'Вх = В для любого элемента 1 из группы. 
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В частности, если взять конкретный элемент а Е А, то получится 

тт =а'еЕА. 

Воспользуемся этими свойствами нормальных подгрупи для изуче- 
ния коммутатора (под а’ и 6 мы понимаем некоторые неопределённые 
элементы, о которых известно только, что они из А и из В соответ- 
ственно): 

а 16а = а "(6 1а6) = а а Е А, 

ааа ав 

Получается, что коммутатор принадлежит одновременно и подгруппе 
А, и подгруппе В, а значит и их пересечению: 

а "аб Е АПВ. 

Но пересечение АП В = {е}, следовательно, коммутатор равен еди- 
нице: 

а 6 аб=е 

Умножим обе части уравнения слева на ба, при этом обратные эле- 
менты сократятся: 

к 

останется равенство 

аб = ба. 

То есть, мы пришли к тому, что произвольные элементы а Е Аи 
ре В коммутируют. Теорема, доказана. 


35.8 Факторгруппа 


Лемма. Рассмотрим множество смежных классов по нормальной под- 
группе. На этом множестве имеется бинарная операция: произведение 
двух смежных классов (рассматриваемых как подмножества в группе) 
равно смежному классу из этого же множества смежных классов. 
Доказательство. Возьмём два смежных класса (так как подгруппа, 
нормальна, то неважно, правые, или левые): Нт и Ну. Перемножим 
их. Нт: Ну. Так как нормальная подгруппа коммутирует с любыми 
элементами группы, её можно переставлять между элементами. То есть 


Нт . Ну = ННху = Нту 
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(мы воспользовались равенством НН = Н, так как Н — группа). 
Нту — это смежный класс с представителем ту. 'То есть, перемножив 
два смежных класса, мы получили третий. Лемма доказана. 

Теорема. Множество смежных классов по нормальной подгруппе яв- 
ляется группой. 

Доказательство. То, что на множестве смежных классов есть бинар- 
ная операция, доказано в лемме. Докажем групповые свойства бинар- 
ной операции. 

1) Ассоциативность. 

Смежные классы являются множествами элементов группы. Резуль- 
тат перемножения смежных классов зависит от результата перемноже- 
ния их представителей: если произведение представителей а и 6 оказы- 
вается в смежном классе (С, то и произведение соответствующих смеж- 
ных классов Аи В будет равно С’. То есть, результат перемножения 
смежных классов находится в полном соответствии с результатом пере- 
множения их представителей. А так как представители ассоциативны, 
то и смежные классы тоже ассоциативны. 

2) Существование единичного элемента. 

Роль единицы в множестве смежных классов играет подгруппа Н. 
Проверим наличие свойства единицы (ет = те = 1). Возьмём любой 
смежный класс хН и умножим его на подгруппу НД: 

Умножение ассоциативно, поэтому мы можем поменять расстановку 
скобок: 

Подгруппа Н нормальна, коммутирует с элементом т. Поменяем её 
местами с элементом т: 

Поменяем расстановку скобок. 

Умножение подгруппы на саму себя даёт эту же самую подгруппу: 

ИН 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения Н(хН) к выра- 
жению %Н. Следовательно, эти выражения равны: 
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НН) НЫ: 

Свойство единицы выполняется. 

3) Существование обратного элемента. 

Возьмём любой смежный класс хН. Каждому такому смежному клас- 
су можно поставить в соответствие смежный класс х_'Н. Перемножим 
их: 

ЖЕ 

Подгруппа Н нормальна и должна коммутировать с любым элемен- 


том группы, в том числе с элементом 57": 


Ноа Н а НЫ: 

Умножение обратных элементов 12! равно единице, а умножение 
НН группы на саму себя даёт эту же группу: 

т (НН =еН=Н. 

Получается, что 71Н — это обратный элемент для смежного класса 
фН, и их произведение даёт единицу (роль которой играет Н). Наличие 
обратных элементов доказано. 

Мы доказали все свойства группы для множества смежных классов 
по нормальной подгруппе. Следовательно, множество смежных классов 
по нормальной подгруппе является группой. Теорема, доказана. 

Определение. Факторгруппа по нормальной подгруппе — это группа 
смежных классов по этой подгруппе. 

Обозначается факторгруппа так: @/Н, где С — группа, Н — нор- 
мальная подгруппа. 


35.9 Обратный смежный класс состоит из обратных 
элементов 


Теорема. Пусть 
С — группа, 
Н — нормальная подгруппа, 
2 — смежный класс по подгруппе Н. 
Р-' — смежный класс, обратный к смежному классу П: 


А 
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Тогда О)! состоит из всех обратных элементов к элементам из О. 

Доказательство. Обозначение. [)_1 — это множество всех обратных 
элементов к элементам из смежного класса 0. 

Для доказательства теоремы нам нужно доказать, что О" = Рф. 

Докажем включение О”! С О. 

Возьмём в множестве О-' произвольный элемент 4: 

аеЕП"'. 

Любой элемент смежного класса является его представителем, то 
есть, с помощью элемента 4 можно образовать весь смежный класс 
Р-', умножив 4 на подгруппу Н: 

ПРЕ 

Рассмотрим смежный класс а 'Н. Перемножим смежный класс АН 
и а 'Н в разном порядке. При этом воспользуемся коммутативностью 
нормальной подгруппы Н со всеми элементами группы С: 

ана `Н = аа ‘НН =еН =Н, 

а `нНаН=а`аНН=еН= И: 

Таким образом, смежный класс АН является обратным смежным 
классом к смежному классу 4 'Н. Мы знаем, что у смежного клас- 
са 0) = аН обратным является смежный класс О. Так как Ди)! 
являются элементами факторгруппы С'/Н, то обратный элемент един- 
ственен. Мы имеем два обратных смежных класса к смежному классу 
р '. Ри4 "Н. Следовательно, эти смежные классы равны: 

Ра. 

Элемент {`' — это представитель смежного класса О) = а 'Н. Пред- 
ставитель смежного класса содержится в этом же смежном классе: 

а'еЕа"Н =. 

Раз элемент 4 является обратным к элементу 4 из смежного класса 
О, то он принадлежит множеству обратных элементов 1: 

АЕ П1. 

Получается, что произвольный элемент 4 из множества О”! принад- 
лежит множеству О_1. Следовательно, все элементы из множества 0! 
принадлежат множеству Г)_1, что означает включение 

С Ры 


Включение доказано. 
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Докажем обратное включение ОД_1 © р” ". 

Возьмём в множестве [)_1 произвольный элемент 4: 

ае 1. 

По определению множества, [)_1, все элементы из него являются об- 
ратными к элементам из 0. В том числе элемент 4 Е ПД: является 
обратным к некоторому элементу 4! из смежного класса РО: 

“ЕО. 

Любой элемент из смежного класса является его представителем. 'То 
есть, из элемента 4 можно образовать весь смежный класс Д с помо- 
щью умножения на подгруппу Н: 

а = 

В доказательстве предыдущего включения мы доказали, что смеж- 
ные классы АН и 4 'Н обратны друг другу. При этом обратный эле- 
мент к элементу факторгруппы может быть только один. Раз у смеж- 
ного класса Р = 4 "Н есть два обратных элемента О”! и аН, то они 
равны: 

А, = 

Представитель смежного класса принадлежит этому смежному клас- 
су: 

ЕН =>, 

Получается, что произвольный элемент 4 из множества О_1 принад- 
лежит множеству 07". Следовательно, все элементы из множества О_1 
принадлежат множеству 07", что означает включение 

С 

Обратное включение доказано. 

Из противоположных включений 

В РЕ О 

следует равенство 

ЯР 

Получается, что обратный смежный класс О” является множеством 
всех элементов, обратных к элементам из смежного класса ). Теорема 
доказана. 
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ГЛАВА 36 


Гомоморфизмы 


36.1 Определения 


Гомоморфизм |: А -} В — отображение группы А в группу В со 
свойствами 

1) сохранение операции умножения: 

(аб) = Г(а)), 

2) сохранение операции взятия обратного элемента: 

и Е 

Ка )=Ла)`. 

[п] — образ гомоморфизма } — это множество }(А), то есть множе- 
ство всех элементов из В, которые имеют прообраз в Д: 

ппу = (А) 

Кег} — ядро гомоморфизма — это множество всех элементов из А, 
которые отображаются в единицу группы В: 


{(Кег р) = {е} © В. 


36.2 Образ гомоморфизма — подгруппа 


Теорема. Образ гомоморфизма — подгруппа. 

Доказательство. 0) Замкнутость бинарной операции. 

Возьмём в множестве Пи} два, произвольных элемента 61 и 6: 

Ы, 65 Е Ш. 

Так как эти элементы находятся в образе Па} гомоморфизма {}, то 
них есть прообразы а1, 42 Е А, так что выполняются равенства 

(а) =в, Л(а2) = 6. 

Перемножим элементы 61 и > и воспользуемся свойством гомомор- 
физма сохранять произведение: 

в16> = Г(а1) (аз) = Г(ала2). 


Элемент а1а2 принадлежит группе А. В итоге получается, что 6165 = 
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Г(а1а2), то есть, у элемента, 6165 есть прообраз из группы А, следова- 
тельно, 

65 Е}. 

Таким образом, произведение двух произвольных элементов 61 и 65 
из множества, пи} принадлежит этому же множеству. Это означает, что 
бинарная операция на множестве Пт] замкнута. Замкнутость бинарной 
операции доказана. 

1) Ассоциативность. Все элементы образа гомоморфизма, являются 
элементами группы В, а все элементы группы ассоциативны. 

2) Наличие единицы. 

Докажем, что }(е) является единицей образа Пи} (напомню свойства 
единицы: 1 = ет = те для всех т из группы). Возьмём в множестве 
По} произвольный элемент 6: 

БЕ Ш}. 

Так как 6 принадлежит образу Па] гомоморфизма, то он имеет про- 
образ а: 

Г(а) = 6. 

Перемножим элементы би }(е): 

К(е)ь = е)Л(а) = Г(еа) = (а) 

ЬГ(е) = (а) (е) = (ае) = (а) 


Итак, мы имеем 


в, 
Ь 


Т(е)6 = Б/(е) = 6 для произвольного 6 из образа Пл}. 

Получается, что для элемента }(е) выполняются свойства единицы 
в множестве Па}. Следовательно, элемент [(е) является единицей в 
множестве Пп/. Наличие единицы доказано. 

3) Наличие обратных элементов. 

Возьмём в образе Пи} произвольный элемент }(а): 

Г (а) Е Ш.. 

Рассмотрим обратный к нему элемент }(а)7'. Принадлежит ли этот 
элемент множеству Пип]? Так как { является гомоморфизмом, то для 
него выполняется равенство 

Ка) = Ка) `. 

Элемент а`_' принадлежит группе А, следовательно элемент {(а) ' = 
Г(а ‘) принадлежит образу Пи = } (А): 
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Г(а) ‘Е 1}. 

Получается, что обратные элементы к элементам из образа, Па} при- 
надлежат образу Ша {. Наличие обратных элементов доказано. 

Все свойства группы для множества Па} доказаны. Следовательно, 
образ Пип] гомоморфизима } является подгруппой. Теорема доказана. 


36.3 Ядро гомоморфизма — нормальная подгруппа 


Теорема. Ядро гомоморфизма — подгруппа. 

Доказательство. 0) Замкнутость бинарной операции. 

Возьмём в множестве Кег} два произвольных элемента а и 6: 

а, бе Кег]. 

По определению ядра 

Ка) =е_ Л =е. 

Перемножим элементы а и 6 и посмотрим, куда отображается их про- 
изведение аб: 

(ав) = Г(а) 1) = ее =е. 

Произведение аб отображается в единицу, а значит оно принадлежит 
ядру гомоморфизма: 

аб Е Кег}. 

Получается, что два произвольных элемента а и 6 из ядра Кег{ го- 
моморфизма { принадлежат этому же ядру. Следовательно, бинарная 
операция на ядре гомоморфизма замкнута. Замкнутость бинарной опе- 
рации доказана. 

1) Ассоциативность. Элементы ядра являются элементами группы, 
поэтому ассоциативны. 

2) Наличие единицы. Докажем, что единица при гомоморфизме отоб- 
ражается в единицу. Пусть единица отображается в некоторый элемент 
ве) 

К(е) = Л(ее``) = (е/(е`^) = ое) ` =тт' =ев, 

где ев — это единица группы ВБ, в которую направляется гомомор- 
физм. (Мы использовали индекс «В», чтобы отличить единицу в группе 
А отединицы группы В. В других местах мы не вводим индекс, потому 
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что там путаницы не возникает.) В итоге мы пришли к тому, что еди- 
ница при гомоморфизме отображается в единицу. Следовательно, она 
принадлежит ядру гомоморфизма. Наличие единицы доказано. 

3) Наличие обратных элементов. Возьмём произвольный элемент а 
из ядра гомоморфизма. Посмотрим, куда отображается обратный ему 
элемент а". Гомоморфизм сохраняет операцию взятия обратного эле- 
мента: 

Ка) = Ла `. 

Мы брали элемент а из ядра Кег{ гомоморфизма }. Следовательно, 
элемент а отображается в единицу: 

Па 

Так как умножение единицы на себя даёт единицу: ее = е, то единица 
является обратным элементом к самой себе: 

ее! =е. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения }{(а`') к выраже- 
нию е. Следовательно, эти выражения равны: 

Ка’) =е. 

Получается, что обратный элемент к элементу из ядра отображает- 
ся в единицу, следовательно, он принадлежит ядру. Таким образом, в 
ядре гомоморфизма, у любых элементов есть обратные внутри него же. 
Наличие обратных элементов доказано. 

Мы доказали все свойства группы для ядра Кег} гомоморфизма /. 
Следовательно, ядро гомоморфизма является подгруппой. Теорема, до- 
казана. 

Теорема. Ядро гомоморфизма является нормальной подгруппой. 

Доказательство. Пусть } — гомоморфизм из группы А в группу В. 
Обозначим ядро гомоморфизма буквой 

Н = Кег{. 

Соответственно, так как Н — ядро гомоморфизма, то это множество 
должно отображаться в единицу: 

Пе. 

Нам нужно доказать, что Н коммутирует со всеми элементами груп- 
пы А (из которой идёт гомоморфизм } в В). Возьмём в группе А про- 
извольный элемент а: 
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ае А. 

Рассмотрим произведение а`_'На и посмотрим, куда оно отображает- 
ся. 

К(а `На) = Ха )А(Н)К(а) = Ка) ‘еКа) =е. 

Получается, что множество а "На отображается в единицу. Следо- 
вательно, оно включается в ядро гомоморфизма: 

а Нас нН. 

Умножим обе части включения на, а слева, получаем 

На СаН. 

Полностью аналогично доказывается, что «На ' отображется в еди- 
ницу и, следовательно, включается в ядро: 

аНа! СН. 

Умножаем обе части включения на а справа, получаем 

аН с На. 

Из противоположных включений 

НасаН, аНс На 

следует равенство 

аН = На. 

Мы доказали, что ядро Н гомоморфизма коммутирует с произволь- 
ным элементом группы и, следовательно, является нормальной под- 
группой. Теорема доказана. 


36.4 Соответствие между смежными классами по 
ядру и образом гомоморфизма 


Лемма. Пусть гомоморфизм } отображает группу А в группу В. Тогда 
любой смежный класс в группе А по ядру гомоморфизма Н = Кег} 
целиком отображается ровно в один элемент из группы ВБ: 

Г(аН) =6е В, где а — произвольный элемент из группы А. 

Доказательство. Пусть Н = Кег} — ядро гомоморфизма /[. Возьмём 
в группе А произвольный смежный класс аН по подгруппе Н. Так 
как ядро гомоморфизма является нормальной подгруппой, то неважно, 
правый это смежный класс, или левый. Подействуем на смежный класс 


639 


аН отображением }: 

Т(аН). 

{ является гомоморфизмом и поэтому сохраняет бинарную опера- 
ЦИЮ: 

Кан) = КН) 

Так как Н — ядро гомоморфизма [, то Н отображается в единицу: 

(а) (Н) = Гаде = Г(а). 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения /(аН) к выраже- 
нию }(а). Следовательно, эти выражения равны: 

Кан) = Ка). 

Это равенство означает, что смежный класс аН целиком отобража- 
ется в один элемент }(а). При этом смежный класс мы выбирали про- 
извольно, значит, все смежные классы группы А по ядру Н = Ке] 
отображаются в один соответствующий элемент из ВБ. Лемма доказа- 
на. 

Лемма. Пусть гомоморфизм [ отображает группу А в группу В. То- 
гда между множеством смежных классов в А по ядру Кег] и образом 
гомоморфизма [{ имеется взаимно однозначное соответствие. 

Доказательство. Обозначим ядро гомоморфизма буквой 

Н.=Кегу. 

Соответственно, так как Н — ядро гомоморфизма, то это множество 
должно отображаться в единицу: 

РН ==е: 

Мы не будем вводить новых соответствий. Воспользуемся уже имею- 
щимся соответствием {. Ведь с помощью отображения } можно отоб- 
ражать смежные классы целиком. 

Докажем, соответствие } между множеством смежных классов А/Кег} 
и множеством Пи] взаимно однозначно. Для этого докажем все опре- 
деляющие свойства, взаимно однозначного соответствия. 

1) Задействованность всего множества А/Кег} в соответствии. 

Соответствие } является отображением из группы А в группу В. По 
определению отображения, всё множество А должно быть задейство- 
вано в соответствии. Следовательно, все смежные классы в А должны 
быть задействованы в соответствии [. Задействованность всего множе- 
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ства А/Кег} в соответствии доказана. 

2) Задействованность всего множества Па] в соответствии. 

Возьмём в множестве [п } произвольный элемент 6: 

фе ш} = Д(А). 

Так как элемент 6 находится в образе группы А, то он имеет в группе 
А прообраз. Пусть а — элемент из прообраза, элемента 6: 

а =Ь: 

Множество смежных классов покрывает всю группу А, поэтому эле- 
мент а Е А находится в некотором смежном классе аН: 

реа 

В лемме выше в этом параграфе установлено, что смежный класс 
отображается целиком в один элемент из группы В. Так как один из 
элементов смежного класса аН, а именно элемент а, отображается в 
элемент 6, то весь смежный класс аН отображается в элемент 6: 

Г(аН) = 6. 

Таким образом, мы нашли смежный класс из множества смежных 
классов А/Кег{, который отображается в элемент 6 Е Ш. Следова- 
тельно, все элементы из множества [Пп{ имеют прообраз в множестве 
смежных классов А/Кег}. Задействованность всего множества Ш} в 
соответствии доказана. 

3) Однозначность в сторону образа. 

В лемме выше в этом параграфе установлено, что каждый смежный 
класс в группе А по подгруппе Кег} отображается соответствием | 
ровно в один элемент из группы В. Это означает однозначность отоб- 
ражения в сторону образа. Однозначность в сторону образа доказана. 

4) Однозначность в сторону прообраза. 

Допустим, что однозначности в сторону прообраза, нет. Это означает, 
что в множестве Пип} есть элемент 6, у которого в прообразе имеются 
два элемента из множества А/Кег}. Обозначим их @1Н и а2Н: 

КаиН) =ь= Ла2Н). 

Элементы а1 и а2 являются представителями смежных классов а1Н 
и а2Н: 

иеаН, @а2ЕеазН. 

Раз смежные классы а1Н и а2Н целиком отображаются в элемент 6, 
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то и их представители тоже в него должны отображаться: 

Каз) == Ла). 

Умножим обе части равенства [(а1) = /(а2) на элемент /(а1) ": 

е= Л(а1)}(а1) "= (аз) (ал) ". 

Гомоморфизм сохраняет операцию взятия обратного элемента: /(а1 
)-* = (а '). Поэтому 

Ка) (ал) = К(а2) (ат). 

Гомоморфизм сохраняет бинарную операцию: 

Ка>) (ат) = Халат). 

Через цепочку равенств мы пришли от единицы е к выражению {(а2 
а1'). Следовательно, они равны: 

е= (агат `). 

Раз элемент а2ал1 ' отображается в единицу е, значит, он принадлежит 
ядру гомоморфизма: 

агат Е Н = Кег{. 

Умножим обе части принадлежности а2а1 ' Е Н на элемент а1 справа: 

а› Е На1. 

Получается, что элемент а2 лежит в том же смежном классе, что 
и а1. То есть, а2 является представителем смежного класса На = 
аН. Представитель смежного класса образует весь смежный класс при 
умножении его на подгруппу: 

а2Н — Н. 

Получается, что смежные классы а1Н и а2Н одинаковые, хотя мы их 
вводили разными. Допущение неоднозначности соответствия { в сторо- 
ну прообраза приводит к противоречию. Следовательно, отображение 
{ однозначно в сторону прообраза. Однозначность в сторону прообраза, 
доказана. 

Мы доказали все свойства, взаимной однозначности для соответствия 
Г между множеством смежных классов А/Кег} и множеством Пи}. 
Следовательно, соответствие { между множеством смежных классов 
А/Кег} и множеством Пи} взаимно однозначно. Лемма доказана. 

Теорема. Пусть [ — это гомоморфизм группы А в группу В. Тогда 
факторгруппа А/Кег] изоморфна группе [п }. 

Доказательство. Элементы факторгруппы А/Кег]Р — это смежные 
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классы в группе А по подгруппе Кег}. В первой лемме этого парагра- 
фа мы установили, что смежные классы в А по подгруппе Кег { отобра- 
жаются целиком гомоморфизмом { в элементы из группы В. Причём 
одному смежному классу соответствует один элемент. Таким образом, 
гомоморфизм } является не только отображением из группы А в груп- 
пу В, но и является отображением множества смежных классов в А 
по подгруппе Кег{ в группу В. Отличие заключается только в области 
определения: в первом случае отображение } определено на элемен- 
тах группы А, во втором случае на смежных классах по подгруппе 
Кег/. Можно считать, что во втором случае отображение } определено 
на элементах факторгруппы А/Кег}, которые и являются смежными 
классами по подгруппе Кег{. 

Докажем, что } является гомоморфизмом из факторгруппы А/Кег] 
в подгруппу Па{. Для этого проверим выполнение определяющих 
свойств гомоморфизма. 

1) Сохранение бинарной операции. 

Возьмём в факторгруппе А/Кег] два произвольных элемента 01 и 
5, являющихся смежными классами по подгруппе Кег]: 

Р1, Г. Е А/Кег}. 

Рассмотрим произведение смежных классов [1 125. Это произведение 
является множеством всех произведений вида 4142, где а Е Пу, 4 Е 
2. Так как { — гомоморфизм, то он сохраняет бинарную операцию 
между элементами: 

(442) = (а) (42). 

Таким образом, все произведения 4145 переходят в произведения }(41 
) (42). Соответственно, произведение множеств Г) Г) переходит в про- 
изведение множеств (01) }(Г5): 

ИР) = КРУЛР>). 

А это и есть выражение сохранения бинарной операции для отобра- 
жения /. Первое свойство гомоморфизма доказано. 

2) Сохранение операции взятия обратного элемента. 

Возьмём в факторгруппе А/Кег{ произвольный элемент Ш), являю- 
щийся смежным классом по подгруппе Кег{: 


РеЕА/Кег}. 
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Смежный класс 0) является элементом факторгруппы А/Кег}, сле- 
довательно, имеет обратный. В параграфе «Обратный смежный класс 
состоит из обратных элементов» доказана теорема, о том, что обратный 
смежный класс О)! состоит из обратных элементов к элементам из О. 
То есть, произвольный элемент из О! имеет вид 4 ', где аЕ р. 

Множество /()7") состоит из всех элементов вида }(4`'). Так как 
{ является гомоморфизмом, то сохраняет операцию взятия обратного 
элемента: 

Ка“) = Ха)". 

Получается, что множество /(07") состоит из всех элементов вида 
Г (а) ', где АЕ Ш. В свою очередь это множество является множеством 
1(Р)-'. Таким образом, мы пришли от множества }()-') к множеству 


Г(Р)-'. То есть 

Кр) = КР) 

Это и есть выражение свойства сохранения операции взятия обралт- 
ного элемента. Второе свойство гомоморфизма доказано. 

Мы доказали все свойства гомоморфизма для отображения [ меж- 
ду элементами факторгруппы А/Кег{ и образом гомоморфизма п]. 
Следовательно, } является гомоморфизмом между элементами фак- 
торгруппы А/Кег} и образом гомоморфизма Пп}. 

В лемме выше мы доказали, что отображение } между элементами 
факторгруппы А/Кег} и образом гомоморфизма Пап} взаимно одно- 
значно. Следовательно, гомоморфизм { является изоморфизмом. 

Раз между группами А/Кег] и Па} имеется изоморфизм }, значит 
группы А/Кег] и Пи} изоморфны. Теорема, доказана. 

Теорема. Пусть 

|} — гомоморфизм из группы А в группу В, 

гомоморфизм { такой, что его образ Па} совпадает со всей группой 
72 

[о { = В, 

а ядро Кег] равно единичному элементу: 

Кег} = {е}. 

Тогда группы Аи В изоморфны, и } — изоморфизм. 

Доказательство. Так как Кег} — является единичной подгруппой, то 
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смежные классы по ней содержат по одному элементу группы А. Таким 
образом, факторгруппа А/Кег/ изоморфна группе А: 

А/Кег} = А. 

И в то же время факторгруппа А/Кег} изморфна образу гомомор- 
физма Па, который равен ВБ. То есть, 

А = А/Кег} = [а] = В. 

В итоге 

А=В. 

Получается, что группы Аи В изоморфны. 

Гомоморфизм } устанавливает взаимно однозначное соответствие меж- 
ду одноэлементными смежными классами из А (то же самое, что с эле- 
ментами из А) и всеми элементами из В. Следовательно, [1 является 
изоморфизмом из группы А в группу В. Теорема доказана. 


36.5 Естественное отображение 


Определение. Пусть С — группа, Н — нормальная подгруппа. 

Естественное отображение — это отображение }: @ — С/Н груп- 
пы С в факторгруппу С/Н, где каждый элемент отображается в свой 
смежный класс (смежный класс — это элемент факторгруппы). 

Теорема. Естественное отображение является гомоморфизмом. 

Доказательство. Пусть } — естественное отображение, отображаю- 
щее группу С в свою факторгруппу а/Н. Чтобы доказать, что } явля- 
ется гомоморфизмом, докажем определяющие свойства гомоморфизма 
для {. 

1) Докажем свойство сохранения бинарной операции: 

(аб) = (а) Л (о). 

Возьмём в группе С два произвольных элемента а и 6: 

а. 6ЕС. 

Смежные классы покрывают всю группу, поэтому элементы аи В 
должны находиться в каких-то смежных классах. Обозначим их Аи 
В: 

аеА, БЕВ. 
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Естественное отображение отображает элементы группы С в смеж- 
ные классы по подгруппе Н, в которых они находятся: 

а=А, Ю=В. 

Так как С — группа, то в ней есть бинарная операция, так что про- 
изведение двух элементов а и В даёт элемент с: 

аб = с. 

Так как множество смежных классов по нормальной подгруппе яв- 
ляется группой (факторгруппа), то в ней есть бинарная операция, а 
значит произведение смежных классов А и В даёт смежный класс С’ 

АВ=С. 

Это равенство означает, что любой элемент из произведения АВ ле- 
жит в множестве (>, в том числе элемент аб: 

«ЕС. 

Следовательно, естественное отображение должно отображать аб в 
смежный класс С: 

== ©: 

Заменим в равенстве АВ = С буквы А, В, С по установленным фор- 
мулам }(а) = А, 1(6) = В, Ё(а6б) = С, получаем равенство 

Ка) Л(Ъ) = Л(а5). 

Это равенство означает сохранение бинарной операции для элементов 
аи 6. Эти элементы мы выбирали произвольно, следовательно, отобра- 
жение ] сохраняет бинарную операцию над всей группой С. Свойство 
сохранения бинарной операции доказано. 

2) Докажем свойство сохранения операции взятия обратного элемен- 
та: 

Ка’) = Ка *. 

Возьмём в группе С произвольный элемент а: 

аеЕС. 

Смежные классы покрывают всю группу, поэтому элемент а нахо- 
дится в некотором смежном классе по подгруппе Н. Обозначим этот 
смежный класс А: 

ае А. 

Естественное отображение } отображает элементы группы С в смеж- 
ные классы по подгруппе Н, в которых находятся эти элементы. В 
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частности, элемент а отображается в смежный класс А: 

Ка) =А. 

Так как множество смежных классов — факторгруппа, то существует 
единственный смежный класс А`'!, обратный к А. В параграфе «Обрал- 
ный смежный класс состоит из обратных элементов» доказана теорема 
о том, что обратный смежный класс А-! состоит из всех элементов, 
обратных к элементам из смежного класса А. Раз в А есть элемент а, 


тов А! должен быть обратный к нему элемент а": 


а‘Е А“. 

Естественное отображение отображает элементы группы в свои смеж- 
ные классы: 

Ка-1) = АТ 

Выше мы установили равенство }(а) = А. Раз элементы факторгруп- 
пы /(а) и А равны, значит их обратные тоже равны: 

Кат = АП 

Получается, что выражения {(а`‘) и }(а) ' равны одному и тому же 
смежному классу А7'. Следовательно, эти выражения равны: 

Ка) = Ка) `. 

Это равенство означает, что отображение } сохраняет операцию взя- 
тия обратного элемента для элемента а. Элемент а мы выбирали в груп- 
пе С произвольно, следовательно, отображение | сохраняет операцию 
взятия обратного элемента над всей группой (С. Свойство сохранения 
операции взятия обратного элемента доказано. 

Мы доказали все определяющие свойства гомоморфизма для есте- 
ственного отображения |. Следовательно, естественное отображение 
является гомоморфизмом. Теорема доказана. 
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ГЛАВА 37 


Соответствие структур подгрупп в группе и 
в факторгруппе 


37.1 Сохранение подгрупп 


Теорема. Пусть 

а — группа, 

Н — нормальная подгруппа в С, 

С'/Н — факторгруппа, 

А — подгруппа между Си Н: 

НСАСС. 

А — образ группы А в факторгруппе С/Н. 

Тогда А является подгруппой. 

Доказательство. Н — это нормальная подгруппа, то есть, коммути- 
рует со всеми элементами группы С: 

9Н = Нд для любых элементов 9 Е С. 

В частности, Н коммутирует со всеми элементами подгруппы Д: 

аН = На для всех элементов а Е А. 

Следовательно, Н — нормальная подгруппа в А. Поэтому множество 
смежных классов в А по подгруппе Н образует факторгруппу А/Н. 
При этом множество смежных классов в А является подмножеством в 
множестве смежных классов в (С. Раз это подмножество А смежных 
классов является группой А/Н, следовательно, А — подгруппа в фак- 
торгруппе Са /Н. Теорема доказана. 

(Эту теорему можно доказать быстрее, если сказать, что А — это 
образ группы А при естественном отображении С -} С/Н. А образ 
гомоморфизма при отображении группы является группой.) 

Определение. Пусть А — подгруппа в факторгрупие С/Н. Полный 
прообраз А подгруппы А — это множество всех элементов из С, нахо- 
дящихся внутри смежных классов, которые являются элементами под- 
группы А. 
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Другими словами, полный прообраз А подгруппы А — это объедине- 
ние всех смежных классов, которые являются элементами подгруппы 
А. (Запутывающая трудность в том, что и элементы группы, и элемен- 
ты факторгруппы называются «элементами», но элементы факторгруп- 
пы в то же время являются смежными классами, то есть множествами 
элементов группы.) 

Теорема. Пусть А — подгруппа в факторгрупие (1 /Н. Полный про- 
образ А подгруппы А является группой. 

Доказательство. 0) Докажем сначала замкнутость бинарной опера- 
ции в А (то есть, что произведение любых элементов из А даёт элемент 
из А). 

Возьмём в полном прообразе А два произвольных элемента 1 и у: 

туЕА. 

Множество смежных классов по подгруппе Н покрывает всю группу 
С. Следовательно, элементы 5х и у находятся в некоторых смежных 
классах Х и У: 

ХЕХ, ЧЕХ. 

Смежные классы по подгруппе Н являются элементами факторгруп- 
пы С/Н. Мы выбирали элементы 1 и у из полного прообраза, подгруп- 
пы А. Следовательно, 5 и у находятся в смежных классах, являющихся 
элементами подгруппы А: 

Х,УЕА. 

Множество А является подгруппой. Поэтому произведение её элемен- 
тов даёт элемент из этой же подгруппы: 

ХУ =2, ей ЕА. 

Из равенства следует, что все элементы из произведения ХУ лежат 
в 7, в том числе элемент ту: 

гие. 

Так как смежный класс Й является элементом факторгруппы А, то 
все его элементы являются элементами полного прообраза А. В том 
числе, элемент ту: 

хуЕА. 

Мы пришли к тому, что произведение ту двух произвольных элемен- 
тов ти у из множества А принадлежит этому же множеству. Следова- 
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тельно, бинарная операция на полном прообразе А замкнута. Замкну- 
тость бинарной операции доказана. 

1) Ассоциативность следует из того, что А состоит из элементов груп- 
пы С, а они все ассоциативны. 

2) Наличие единицы. 

В подгруппе А есть единица, роль которой играет подгруппа Н. Все 
элементы из Н входят в множество А. В Н есть единица. Значит и в 
множестве А есть единица. Наличие единицы доказано. 

3) Наличие обратных элементов. 

Возьмём в множестве А произвольный элемент 7: 

хеЕА. 

Раз элемент х принадлежит полному прообразу А, то он находится в 
некотором смежном классе, являющемся элементом факторгруппы А. 
Обозначим этот смежный класс Х: 

ЕХЕА. 

Так как множество А является подгруппой, то любой элемент в ней 
имеет обратный в ней же самой. В частности элемент Х имеет обратный 
элемент Х-! в этой же подгруппе: 

Х1ЕА. 

В параграфе «Обратный смежный класс состоит из обратных эле- 
ментов» доказана теорема о том, что обратный смежный класс Х”! 
состоит из всех элементов, обратных к элементам из смежного класса 
Х. Раз элемент т находится в смежном классе Х, то обратный к нему 


элемент д! лежит в смежном классе Х —1. 


в Ел 


Так как элемент д 1 


находится в смежном классе Х`', являющимся 
элементом А, то элемент х_'! принадлежит полному прообразу А: 
т'ЕЛ. 
Мы пришли к тому, что любой элемент т из множества А имеет об- 
ратный в этом же множестве. Наличие обратных элементов доказано. 
Мы доказали все свойства, группы для полного прообраза А подгруп- 
пы А. Следовательно, полный прообраз А подгруппы А является под- 
группой. Теорема доказана. 
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37.2 Сохранение включений 


Теорема. Пусть 

а — группа, 

Н — нормальная подгруппа, 

С'/Н — факторгруппа, 

Аи В — подгруппы, 

подгруппа Н находится внутри Аи В: 

НСА, НСВ, 

Аи В — образы групи А и В в факторгруппе С'/Н. 

Тогда включение А С В эквивалентно включению А С В. 

Доказательство. Докажем сначала в одну сторону. 

Пусть А С В. Тогда все смежные классы в А по подгруппе Н со- 
держатся в подгруппе ВБ. Смежные классы по подгруппе Н являются 
элементами факторгруппы С/Н. Таким образом, все элементы фак- 
торгруппы из подгруппы А содержатся в подгруппе В, а значит 

АСВ. 

В одну сторону доказано, докажем теперь в другую. 

Пусть АС В. Докажем, что А С В. 

Элементы групи А и В являются смежными классами по подгруппе 
Н. Полные прообразы Аи В подгрупи А и В являются объединениями 
смежных классов по подгруппе Н: 

А = ЧхедХ, В=ОхевА. — 

Включение А С В означает, что все элементы из А являются элемен- 
тами из В. Следовательно, все смежные классы в объединении Ч хех 
находятся также в объединении Чх-в.Х. Откуда следует включение 

ЧУхедХ с ЭхевХ. 

Первый член включения является множеством А, а второй В: 

АСВ. 


В другую сторону доказано. 'Георема, доказана. 


37.3 Сохранение нормальности 


Теорема. Пусть 
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С — группа, 

Н — нормальная подгруппа, 

С'/Н — факторгруппа, 

А — подгруппа, содержащая Н: 

НСА, 

А — образ группы А в факторгруппе С'/Н при естественном отобра- 
жении. 

Тогда нормальность подгруппы А эквивалентна нормальности под- 
группы А. 

Доказательство. Докажем сначала в одну сторону. 

Пусть А — нормальная подгруппа. Докажем, что её образ А в фак- 
торгруппе а /Н тоже нормален. 

Нормальность подгруппы А в группе С' означает, что А коммутирует 
с любым элементом х из С: 

А = Ат для любого элемента, д Е С. 

Раз подгруппа А коммутирует с любым элементом, то она будет ком- 
мутировать с любым множеством 5 С С: 

БА = А5 для любого подмножества 5 С (о. 

Смежные классы — это подмножества элементов группы. Раз А ком- 
мутирует с любыми подмножествами, то и со смежными классами она 
коммутирует: 

(%Н)А = А(хН) для любого смежного класса хН. 

Смежные классы по Н — это элементы факторгруппы С'/Н. Следо- 
вательно, подгруппа А коммутирует со всеми элементами факторгруп- 
пы С/Н. Если мы будем рассматривать А как совокупность смежных 
классов по Н, то от такой перемены взгляда коммутативность не изме- 
нится, и в итоге образ А группы А коммутирует со всеми элементами 
факторгруппы: 

тА = Ат для любого элемента факторгруппы Я Е С'/Н. 

Это значит, что подгруппа А является нормальной в факторгрупие 
С'/Н. 

В одну сторону доказано, докажем в другую. 

Пусть подгруппа А нормальна в факторгрупие С /Н. Докажем, что 
её полный прообраз А нормален в группе С. 
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Нормальность подгруппы А внутри факторгрунны С/Н означает, 
что А коммутирует с любым элементом % факторгруппы: 

тА = Ат для любого элемента факторгрунпы 2 Е С/Н. 

Перейдём теперь к взгляду на элементы факторгруппы С'/Н как на 
смежные классы по подгруппе Н. Объединение смежных классов, яв- 
ляющихся элементами А является подгруппой А — полный прообраз 
подгруппы А. Из формулы ЖА = Ах мы знаем, что любой смежный 
класс по подгруппе Н коммутирует с подгруппой АД: 

(%Н)А = А(хН) для любого смежного класса хН. 

Но нам нужно доказать коммутирование не со смежным классом, а 
с отдельным элементом. Возьмём в группе С’ произвольный элемент т: 

ЕС. 

Образуем из элемента, х смежный класс по Н, умножив элемент на 
подгруппу: хН. Этот смежный класс коммутирует с подгруппой А: 

хНА = АтН. 

По условию теоремы, подгруппа Н находится внутри А: 

НСА. 

При этом умножение любого элемента подгруппы даёт эту подгруппу: 

аА = А, для любого элемента а Е А. 

Если мы умножим множество элементов подгруппы на подгруппу, 
то снова получится эта же подгруппа. Н — это как раз подмножество 
элементов подгруппы А, следовательно, 

АН=А=НА. 

Ещё вспомним, что Н — нормальная подгруппа, а значит коммути- 
рует с любым элементом из С, в том числе с т: 

ФЫ = Я. 

Теперь мы можем преобразовать равенство НА = АхН, переставив 
т с Н, и убрав Н при умножении на А. В итоге получается 

ХА = Ду. 

Мы выбирали х произвольным, следовательно, подгруппа А комму- 
тирует с любым элементом из С, а значит, является нормальной. Тео- 
рема, доказана. 

Подведём итоги. Мы рассматривали группу С и её факторгруппу 
С'/Н. Системе всех подгрупп в факторгруппе соответствует система 
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подгрупп в С, содержащих подгруппу Н. При этом структура этих 
двух систем совпадает: если две подгруппы включаются одна в другую 
внутри факторгруппы, то соответствующие подгруппы в С таким же 
образом включаются. Кроме того, есть соответствие свойства нормаль- 
ности: если в одной системе какая-то подгруппа нормальна, то в другой 
системе соответствующая подгруппа тоже нормальна. 
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ГЛАВА 38 


Объединение подгрупп 


38.1 Определение объединения подгрупп 


Определение. А 0 В — объединение подгрупп — это множество всех 
возможных произведений элементов из А и В (не только парных про- 
изведений, но и произведений любого конечного множества элементов 
Т152...Хп, где х; — это элементы из А или В). 

Хоть объединение подгрупи и объединение множеств обозначаются 
одинаково, это разные вещи. Теоретико множественное объединение в 
теории групп малорезультативно, используется редко, поэтому его за- 
менили на более результативное понятие объединения подгрупп. 


38.2 Объединение подгрупп является подгруппой 


Теорема. Объединение подгрупп является подгруппой. 

Доказательство. 0) Замкнутость бинарной операции. Если мы пере- 
множим две комбинации произведений каких-либо элементов из Аи В, 
то снова получим комбинацию произведений элементов из Аи В. То 
есть, произведение любых элементов из объединения даёт элемент из 
объединения. 

1) Ассоциативность. Любые комбинации произведений элементов под- 
групи являются элементами группы. А все элементы группы ассоциа- 
ТИВНЫ. 

2) Наличие единицы. Единица находится в подгруппах А и В, а сле- 
довательно, и в их объединении она тоже есть. 

3) Наличие обратных элементов. 

Возьмём произвольную комбинацию элементов из Аи В: 1112...Ти. 


[2 > —1 —1 —1 
Обратной к ней будет комбинация т.`...15 2%]. Перемножим их для 
проверки: 
г 1 ее = а Е 
Е 
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Свойство обратного элемента выполняется. "Так как элементы 25; из 
произведения 1112...т„ являются элементами подгрупп А и В, то об- 
ратные к ним тоже принадлежат подгруппам Аи В. Таким образом, 


| ат 
1 является произведением элементов из подгрупп 


элемент 1, ...То 
Аи В и поэтому принадлежит объединению АЦ В: 

а а еды В. 

Получается, что каждый элемент из объединения подгрупп АЦ В 
имеет обратный элемент в этом же множестве. Наличие обратных эле- 
ментов доказано. 

Мы доказали все свойства группы для объединения подгрупп АЦ В. 
Следовательно, объединение подгрупп является подгруппой. Теорема 


доказана. 


38.3 Объединение / Ц В и произведение АВ 


Определение. АВ — произведение двух подгрупп Аи В — это множе- 
ство всех произведений аб, геае А, бе В. 

Теорема. Если хотя бы одна из подгрупп А и В нормальна, то их 
объединение равно их произведению: 

АСВ = АВ. 

Доказательство. По условию теоремы одна из подгрупи нормальна 
— пусть это будет А. Нормальная подгруппа коммутирует с любым 
элементом группы: 

Ах = тА, где т — любой элемент группы. 

Возьмём в группе А любой элемент а: 

ае А. 

Произведение ах принадлежит произведению Ах. Из равенства Ах = 
тА следует, что элемент ах принадлежит также хД: 

ат Е ТА. 

Это значит, что элемент ах можно представить в виде произведения 
та’, геаеА: 

ат = ха’, глеа' Е А. 

Обратите внимание, что элемент а’может быть отличен от а. Ноу 
них в любом случае имеется общее: они находятся в одной подгруппе А. 
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Таким образом, любой элемент а из подгруппы А можно переставлять 
с любым элементом т из группы, но при этом а может поменяться на 
другой элемент из А. 

Объединение подгрупп состоит из всех возможных произведений 11: 
12... Ти, где т; — это элемент из А или В. При этом мы можем перестав- 
лять элементы из А с элементами из В. При таких перестановках эле- 
менты из А меняются, но остаются в своей подгруппе. Таким образом 
мы можем переставить все элементы из А в левую часть произведения. 
Получится произведение 

2119. Шр а. саб... 

Аи В — это подгруппы, бинарная операция в них замкнута, поэтому 
произведение любых элементов в одной подгруппе принадлежит этой 
же подруппе: 

а1а2...а. =аеА, [66...64 =БЕ В. 

В итоге мы можем свести любую комбинацию произведений элемен- 
тов 1112...т, к произведению двух элементов из Аи В: 

1152...1, = аб Е АВ. 

Получается, что произвольный элемент 1112...т„ из объединения 
АС В является элементом из произведения АВ, следовательно, все 
элементы из объединения АЦ В являются элементами из произведения 
АВ, что означает включение 

АОВС АВ. 

Обратное включение АВ С АЦВ очевидно, потому что произведение 
двух элементов — это тоже комбинация произведений. Раз множества 
АЦ Ви АВ друг в друга включаются, значит они равны: 

АЧВ = АВ. 


Теорема доказана. 


38.4 Объединение нормальных подгрупп нормально 


Теорема. Объединение любого количества нормальных подгрупп нор- 
мально. 

То есть, пусть С — группа, {Н; ег — семейство нормальных под- 
групп. Тогда объединение Ч;-/Н; является нормальной подгруппой в 
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С. 

Доказательство. По определению, объединение Ч; Н; состоит из все- 
возможных произведений элементов из подгрупп из семейства { Н; с /. 
Произвольный элемент из Че! Н; выглядит следующим образом: 

ВА. вы Й где А; Е Н;. 

Возьмём в группе С произвольный элемент д: 

9ЕС. 

Докажем, что сопряжение произвольного элемента из Ц; Н; элемен- 
том д даёт элемент из ле! Н;. Сопряжём элемент А; Аь,... №, элементом 
9: 

= 
0 Попь Иа Е 
Умножение на единицу ничего не меняет, поэтому вставим между 
элементами типа А единицы: 

= ой 

О ПО Пе: 

Заменим единицы на произведение обратных элементов 997 ': 
Е РР жит =] и 

9 Пнепье...ер„9 = 9 `` 99 №599 ...99 1,9. 

Расставим подходящим образом скобки: 
= —. Е 1 т = ыы ах 

9 1:99 №99 ...99 №9 = (9 №19)(9 159)(9``...9)(9` 1,9). 

В каждой скобке мы имеем 9 '№;9 — сопряжение элемента й;. Мы 
можем обозначить это сопряжение й#: 

р. ва —1 —1р. 9 АЯ 9 

(9№9)(9 `№ь9)(9 `` ...9)(9 14,9) = В, №, 

В условии теоремы указано, что каждая подгруппа Н; нормальна. 
Сопряжение сохраняет нормальную подгруппу. Следовательно, сопря- 
жение любого элемента нормальной подгруппы даёт элемент из этой 
же подгруппы: 

Е 
Произведём соответствующие замены в основном выражении: 
9 р9 9 РР! / 

п; ПВ, ..о р; ®_— РВ, о. Р, : 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения 9 “Аив,,...№,9к 
выражению /, /,,...й, . Следовательно, эти выражения равны: 

—1 о И р! / 

9 Ле ие — п, В, . о 

Выражение справа является произведением элементов подгрупи из 
семейства { Н;};сг. А значит оно принадлежит объединению этих под- 
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Р й, ЗИ | Е Ц;=1Н;. 

Таким образом, сопряжение любого элемента из объединения Ч;е1Н; 
любым элементом группы С’ даёт элемент из этого же объединения. 
Следовательно, сопряжение любым элементом группы С не выводит 
подгруппу Че! Н; за свои пределы, что означает включение 

9 (Че: Нд © ЧН, 

Сопрягающий элемент д мы выбирали в группе С’ произвольно. Зна- 
чит, мы можем выбрать любой другой элемент из С, и получится ана- 
логичное включение. Выберем в качестве сопрягающего обратный эле- 
мент Я Из-за того, что а = 9, в сопряжении элемент д будет 
стоять слева, а й справа: 

9(ЧеН:)9 1 © ЧН, 

Домножим обе части этого включения слева на элемент 9`', а справа 
на 9. Элементы ди д! в левой части включения сократятся: 

Че Н; © 9 (Це Ну. 

Таким образом, мы получили два противоположных включения: 

9 (ЧеН9 С ЧаН Час 9 (Че Н9 

Из них следует равенство: 

ао Е 

То есть, произвольный элемент д Е С самосопрягает подгруппу Че! Н:. 
Так как подгруппа Ч;е!Н; самосопрягается любым элементом груп- 
пы а, то ЧН; является инвариантной подгруппой. Для подгрупп 
свойство инвариантности и нормальности эквивалентно. Следователь- 
но, подгруппа Ч; Н; является нормальной подгруппой. Теорема дока- 
зана. 
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ГЛАВА 39 


Прямое произведение 


Определения. 

Декартово произведение двух множеств Х х У — это множество всех 
пар (5,9), гехе Х, уЕУ. 

а х Н — прямое произведение групп С и Н — множество всех пар 
(9, №) (ЕС, ВЕ Н) на котором введена бинарная операция: 

(9, Вл) - (92, №2) = (9192, № й2). 

Декартово произведение семейства множеств | 7: — это множе- 
ство всех векторов (...,27;,...), геях; Е Х;. 

[]=,‚ 4: — прямое произведение семейства групп {С'’,} — множество 
всех векторов (...,9;,...) (9 Е С) на котором введена бинарная опе- 
рация: 


39.1 Прямое произведение групп является группой 


Теорема. Прямое произведение двух групп является группой. 

Доказательство. Рассмотрим прямое произведение двух групп ах Н. 
Чтобы доказать, что это произведение является группой, докажем все 
определяющие свойства группы для него. 

0) Замкнутость бинарной операции. 

Возьмём в прямом произведении С’ х Н два произвольных элемента, 
(дп) и (9,1) 

(9,1), (9, №) ЕСХН, где 9,9 ЕС, В,ПЕН. 

По определению прямого произведения, бинарная операция между 
этими элементами определяется следующим образом: 

(9,1) (9, №’) = (99', №№). 

Бинарная операция в группах Си Н замкнута, поэтому произведения 
99’ и Р№' принадлежат своим группам: 


99 ЕС, ЕН. 
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Таким образом, пара (99', №’) состоит из элементов 99' Е а, А№/ Е Н, 
что означает принадлежность прямому произведению С Хх Н: 

(99,8) ЕСХН. 

Получается, что произведение двух произвольных элементов из мно- 
жества, С х Н принадлежит этому же множеству. А это есть свойство 
замкнутости бинарной операции на множестве С/х Н. Замкнутость би- 
нарной операции доказана. 

1) Ассоциативность. 

При произведении трёх пар 

(9%, #1) (92, №2) (93, Аз) = (919293 йай2йз) 

результат сводится к произведениям обычных троек элементов в обыч- 
ных группах: 919293 и Райэйз. При этом расстановка скобок в произве- 
дении пар будет повторять расстановку скобок в произведении троек 
обычных элементов. Так как эти обычные тройки ассоциативны, то и 
произведения пар тоже ассоциативны. Ассоциативность доказана. 

2) Наличие единицы. 

Роль единицы играет элемент (е, е). Проверим это. Возьмём в прямом 
произведении С х Н произвольный элемент (9,№) и умножим его на 
элемент (е,е) в разном порядке: 

(е,е)(9, №) = (ед,ей) = (9,1), 

(9, В)(е,е) = (де, ве) = (9,1). 

Свойства единицы выполняются. Значит, в прямом произведении ах 
Н имеется единица. Наличие единицы доказано. 

3) Наличие обратных элементов. 

Возьмём в прямом произведении С'х Н произвольный элемент (9, №): 

(9. ЕСХН. 

Элемент (9 ', №7 Г) тоже находится в прямом произведении, потому 
что элементы 9 и №" находятся соответственно в группах С и Н. 
Проверим свойства обратного элемента для элемента (9`', №‘). Для 
этого перемножим элементы в разном порядке: 

(В) (9 ув”) = (99 ЗВ") = (е,е), 

(9',8') (9,1) = (9 ‘9, № "П) = (е,е). 

Свойства обратного элемента выполняются. Таким образом, любой 
элемент из множества С’ х Н имеет обратный в этом же множестве. 
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Наличие обратных элементов доказано. 

Мы доказали все свойства группы для множества С’ х Н. Следова- 
тельно, прямое произведение двух групп является группой. Теорема 
доказана. 

Теорема. Прямое произведение любого количества групп является 
группой. 

Доказательство. Рассмотрим прямое произведение семейства, групп 
[]=,‚ Се. Чтобы доказать, что это произведение является группой, до- 
кажем все определяющие свойства, группы для него. 

0) Замкнутость бинарной операции. 


Возьмём в прямом произведении | [.-‚ С; два произвольных вектора 


О 
бань ео оиле 2 ОЕ С 


По определению прямого произведения, бинарная операция между 


Е1 


этими векторами определяется следующим образом: 

Е О, 

Бинарная операция в группах С’; замкнута, поэтому произведения 
9:/; принадлежат своим группам: 

9: Е С, для всех индексов 1 Е Г. 

Таким образом, вектор (...,9й;,...) состоит из элементов 9:1; Е Сь 
что означает принадлежность прямому произведению | [7 С: 

(. ый И 5 г —ы =, С. 

Получается, что произведение двух произвольных элементов из мно- 
жества | |; С’; принадлежит этому же множеству. А это есть свойство 


замкнутости бинарной операции на множестве | [.-‚С;. Замкнутость 


ЕТ 
бинарной операции доказана. 

1) Ассоциативность. 

При произведении трёх векторов 

результат сводится к произведениям обычных троек элементов в обыч- 
ных группах: }.9:№:. При этом расстановка скобок в произведении векто- 
ров будет повторять расстановку скобок в произведении троек обычных 
элементов. 'Так как эти обычные тройки ассоциативны, то и произведе- 


ния векторов тоже ассоциативны. Ассоциативность доказана. 
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2) Наличие единицы. 


Роль единицы играет элемент (...,е,...). Проверим это. Возьмём 
в прямом произведении ||;-/С'; произвольный элемент (...,4,...) и 
умножим его на элемент (...,е,...) в разном порядке: 


о базы оО О Иа 

м: 

Свойства единицы выполняются. Значит, в прямом произведении 
[];=, С; имеется единица. Наличие единицы доказано. 

3) Наличие обратных элементов. 


Возьмём в прямом произведении |[.-'С; произвольный элемент 


ОЕ 
ое р Ь 


Элемент (...,9;: о .) тоже находится в прямом произведении | [ 


1Е1 


| ЕТ С", 
потому что элементы 9; находятся в соответствующих группах С. 
Проверим свойства обратного элемента для элемента (...,9;: к .). Для 
этого перемножим элементы в разном порядке: 
т = т 
о а о О ее. 
= вы ны ры 
ан оеа о ола а аль Зла би. 
Свойства обратного элемента выполняются. Таким образом, любой 


элемент из множества | С имеет обратный В этом же множестве. 


ЕТ 
Наличие обратных элементов доказано. 

Мы доказали все свойства, группы для множества | ‚+. Следовал 
тельно, прямое произведение любого количества групи является груп- 


пой. Теорема доказана. 


39.2 Сохранение свойства подгруппы 


Теорема. Прямое произведение подгрупи является подгруппой в пря- 
мом произведении групп. 

То есть, пусть 

{С +ег-— множество групп, 

{Не — множество подгрупп, где 

Н; С С; для каждого те [. 

Тогда | [=‚ Н; — подгруппа в | [1 С. 
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Доказательство. Прямое произведение групп является группой. Мно- 
1Е1 Нр: яв- 
ляется группой. При этом все вектора в прямом произведении | | 


жество { Н;};сг состоит из групп, а значит их произведение | | 
51 Н. 
состоят из элементов групп {С лег, и поэтому являются а В 
прямом произведении ] [,-, С, так что верно включение 

[Пе Н: С Пе С: 

В итоге [я : Н; является группой, находящейся внутри другой го 
пы [][=/С:. Следовательно, [| 
Теорема доказана. 


Н; является подгруппой в |] 


ЕТ Е 


39.3 Сохранение нормальности 


Теорема. Прямое произведение нормальных подгрупи является нор- 
мальной подгруппой в прямом произведении групн. 

То есть, пусть 

{Сет -— множество групп, 

{Н;нсг— множество подгрупп, где 

Н; С С; для каждого {Е [, 

Н; нормальна в (С; для каждого 1Е [. 

Тогда, | |=, Н; — нормальная подгруппа в | [ 


= @ 


Доказательство. Докажем, что подгруппа |] и, коммутирует со 


ТЕГ 
всеми элементами группы [ЕЕЕ. 


Возьмём в группе | [+ С’ аа элемент. Элемент прямого 
произведения является вектором. Обозначим его (...,49....): 


Со 


Прямое произведение подгрупп ||.-'Н; можно представить в виде 


Е 
вектора подгрупп (...,Н‚,...). Умножим слева вектор элементов (..., 
9...) на вектор подгрупп (...,Нь...): 
По условию теоремы, каждая подгруппа Н; нормальна в С;, и поэто- 
му элемент 9; коммутирует с подгруппой Н;: 
Разложим вектор произведений на произведение векторов: 
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Через цепочку равенств мы пришли от выражения (...,0:,...)(..., 
Н‚,...) к выражению (...,Нь...)(...,9»...). Следовательно, эти вы- 
ражения равны: 

= Оо 

Действительно, произвольный вектор из | [,-; С; коммутирует с под- 


группой | [ < г Не. Это значит, что подгруппа [[.-, Н; нормальна в груп- 


ЕТ 
пе [[;-‚С*+. Теорема доказана. 


39.4 Сохранение свойства факторгруппы 


Теорема. Пусть 

{С +ег-— множество групп, 

Н; является подгруппой в (С; для каждого 1 Е [, 

подгруппа Н; нормальна в С; для каждого 1 Е Г, 

С = [= с, Н= [= Н.. 

Тогда С/Н = Ге би Пе Н; = Пек Но. 

Доказательство. 

Обозначения. 

В Пе, Н; = (...,Н‚...) — векторное обозначение подгруппы Н. 

9 = (...,95...) — векторное обозначение элемента 9 Е С. 

Докажем включение С/Н © |]. (С./Ну. 

Возьмём в множестве @/Н произвольный элемент д: 

9ЕС/Н. 

Так как а/Н — факторгруппа по подгруппе Н, то её элемент 9 — 
это смежный класс 9Н по подгруппе Н: 

9=9Н. 

Здесь 9 — это представитель смежного класса д = 9Н. Представим 
произведение 4Н в векторном виде: 

Перемножим векторы по обычному правилу умножения векторов: 

9:Н; — это смежный класс по подгруппе Н; в группе С;. То есть, 
9%Н; = 9; — это элемент факторгруппы С;/Н;: 

Ве: — а ана где 0; Е: С./Н.. 
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Через цепочку равенств мы пришли от выражения д к выражению 
(...,95...), следовательно, эти выражения равны: 

Я = Гены где 4 © С‚/Нь. 

Получается, что произвольный элемент 9 факторгруппы С/Н яв- 
ляется элементом (...,4,...) группы [| «(С./Н»). Следовательно, все 
элементы факторгруппы С'/Н являются элементами группы | [=1(@%/ 
Н;). Это означает включение 

СНС ПецСиНУ. 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение | |,./(С./Н;) © С/Н. 

Возьмём в множестве | [,-‚(@»,/Н:) произвольный элемент (...,4%,...): 

Ио 

Здесь каждая компонента 9; вектора является элементом фактор- 
группы @;/Н»; 

Элемент факторгруппы С;/Н; — это смежный класс по подгруппе 
Н;: 

9: = 9Нь 

где 9; — представитель смежного класса 9:Н;. Произведём замену 
элементов факторгрупи на соответствующие смежные классы: 

Разложим вектор произведений на произведение векторов в соответ- 
ствии с правилом умножения векторов: 

Вектор (..., 49...) — это элемент 9 группы С’ = [= С;. Вектор 
(...,Нь...) — это подгруппа Н = =, Н;. Перейдём от векторных к 
этим обозначениям: 

ры а оо ЕНОТ 

9Н — это смежный класс по подгруппе Н. 'Такой смежный класс 
является элементом д факторгруппы С/Н: 

9Н = 9. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения (...,9;,...) К вы- 
ражению 9. Следовательно, эти выражения равны: 


а: 250: 
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Получается, что произвольный вектор (..., 4%...) из группы [1 
С';/Н;) является элементом 9 факторгруппы С'/Н. Следовательно, все 
вектора из группы [|], /(С:/Н») являются элементами факторгруппы 
С'/Н. Это означает включение 

Обратное включение доказано. 

Из противоположных включений 

СИН с ПекбиН:), ПекбиН») © С/Н 

следует равенство 

С/Н = ПексиНо. 


Теорема доказана. 


39.5 Сохранение центра 


Определение. Центр группы С — это множество всех элементов из 
С, которые коммутируют со всеми элементами группы (с. 

Теорема. Центр прямого произведения групп равен прямому произ- 
ведению центров этих групп. 

То есть, пусть 

{С +ег-— множество групп, 

й; — центр группы С; для каждого индекса 1 Е [. 

Тогда, [я 7 А; — центр прямого произведения групи | [ 

Доказательство. 

Обозначение. # — центр прямого произведения групп | [ 


ет @ 


а 

Нам нужно доказать, что 

Я = [= 24. 

Докажем включение 7 © |]. 2 

Возьмём в центре { и элемент 5: 

ЕЙ. 

Элемент 2 является элементом прямого произведения | |; С, а зна- 
чит является вектором (...,2....), где 2; — элемент группы С; для 
каждого 1 Е [. 

Возьмём в группе | [,-; Я; произвольный вектор (...,49,...): 


я О ыы Е Пава 
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По определению центра, элемент 5 Е И коммутирует со всеми эле- 
ментами прямого произведения | |; С: 

и а О 

Произведём умножение векторов в обеих частях равенства в соответ- 
ствии с правилом умножения: 

Раз векторы равны, значит их компоненты равны: 

9:2: = 2:9; для каждого индекса 1 Ее [. 

Получается, что для каждого индекса 1 Е [ компонента 2; произ- 
вольного вектора, из центра коммутирует с компонентой д; произволь- 
ного вектора из группы [ |=; С. Перебирая все векторы из | [= С; мы 
столкнёмся со всеми возможными значениями 1-й компоненты векто- 
ров. Отсюда все элементы группы С’; коммутируют с элементом 2;. А 
значит элемент 2; принадлежит центру группы С’; 

& Е И; для любого индекса 1 Е [. 

Раз 2; находится в /; для каждого индекса 1 Е Г, то вектор = = 
(..., 2...) находится в прямом произведении центров 77;: 

хх — ие = [ей 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент 2 из центра { при- 
надлежит прямому произведению центров ] [,-; 2. Следовательно, все 
элементы из центра Й принадлежат прямому произведению центров 
[]=,‚ 2ь что означает включение 

ЕС [= 2. 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение | [1 2: С #. 

Возьмём в множестве | : й; произвольный вектор 2 = (...,2,...): 

а Е а [а 

Возьмём в группе | [,-; С; произвольный элемент д = (...,9...): 

Е оба О 

Докажем, что элементы 5 и д коммутируют. Перемножим элементы 
диз: 

о и 

Перемножим вектора по правилу перемножения векторов: 
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Так как вектор (...,2:,...) лежит в прямом произведении центров 
[]=,‚ 2ь то для каждого индекса $ Е Г элемент 2; лежит в центре 7. 
Следовательно, элемент 2; коммутирует со всеми элементами группы 
С, в том числе с элементом д;: 

Разложим вектор произведений на произведение векторов: 

о Не 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения 92 к выражению 
29, следовательно, они равны: 

20 

Получается, что элемент 2 коммутирует с произвольным элементом 
9Е |[]=гС+. Это означает, что элемент х = (...,2,...) принадлежит 
центру 7 группы | [1 С. 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент 2 = (..., 2...) из 
множества, | [= ; 0; принадлежит центру 7. Следовательно, все элемен- 


ты из множества ] [.-` 7; принадлежат центру 7, что означает включе- 


ИЗ 
ние 
[[=, СА. 
Обратное включение доказано. 
Из противоположных включений 


< Пей Пей 8 


следует равенство 


2 = Пг 2 
Таким образом, центр И прямого произведения групп [+ 1 С; равен 
прямому произведению центров групп Ча е г. Теорема доказана. 


39.6 Сохранение централизаторов прямым 
произведением 


Определение. Централизатор множества 5 — это множество С всех 
элементов группы С’, которые коммутируют со всеми элементами мно- 
жества, ©. 
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Теорема. Централизатор прямого произведения подмножеств являет- 
ся прямым произведением централизаторов этих подмножеств. 

То есть, пусть 

{Сет — семейство групп, 

©; — подмножество в группе С; 

ю; © С; для всехфЕ Г, 

С; — централизатор множества, 5;, 


С = [= С 
5 = [[=, 55, 
С = [= С. 


Тогда С’ — централизатор множества 5 в группе (>. 

Доказательство. Обозначим С‹ — централизатор множества © в груп- 
пе С. Нам нужно доказать, что С = С. 

Докажем включение СС С. 

Возьмём в множестве С’ произвольный элемент с: 

ЕС. 

Множество С’ является прямым произведением | [,-, С+, поэтому его 
элемент с является вектором: 

с = я 

Возьмём в множестве 5 произвольный элемент $: 

3Е5. 

Множество 5 является подмножеством группы С, являющейся пря- 


мым произведением | [‚-‚ Я» поэтому элемент $ является вектором: 


Да 

Перемножим элементы си 5: 

Сы албан 

Произведение векторов равно вектору от произведения компонент: 
д о ыы 


Элемент с; для любого индекса 1 Е [ принадележит соответствующе- 


Е1 


му централизатору С; и поэтому коммутирует с любым элементом из 
множества б в том числе с элементом 5%: 

Аа) И О и 

Вектор от произведения компонент равен произведению векторов от 
этих компонент: 
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и. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения с$ к выражению 
зс, следовательно, эти выражения равны: 

ЕО 

Получается, что элемент с коммутирует с произвольным элементом 
из 5, а значит элемент с принадлежит централизатору Сз множества 
о. 

СЕ С. 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент с из множества С при- 
надлежит централизатору С‘. Следовательно, все элементы множества 
С принадлежат централизатору С‘, что означает включение 

С СО: 

Докажем обратное включение С‹ С С. 

Возьмём в централизаторе С'‹ произвольный элемент с: 

СЕ С. 

Централизатор Сб — это подмножество группы (С, которая является 
прямым произведением ] |,-, С. Поэтому элемент с является вектором: 

с — О 

Возьмём в множестве 5 = | [1 9; произвольный элемент $, который 
тоже является вектором: 

оды 

По определению, все элементы централизатора Су коммутируют со 
всеми элементами множества 5, значит элементы с Е СОсизЕ 5 ком- 
мутируют: 

С3 = 8С. 

Перепишем это равенство в векторном виде: 

Ван О О 

Произведение векторов равно вектору от произведения их компонент. 
Перемножим соответствующим образом вектора в обеих частях равен- 
ства: 

о — О бана 

Два вектора равны тогда и только тогда, когда все их компоненты 
равны. Следовательно 

С;8; = 8:6; для всех индексов {Е [. 
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Элемент с; коммутирует с элементом $; из множества 5;. Вектор 
5 = (...,5%...) из множества 5 = ][е19: мы выбирали произволь- 
но. Компонента $; может принимать любые значения из множества 5;. 
Получается, что элемент с; коммутирует с любыми элементами из мно- 
жества 5;, а значит элемент с; принадлежит централизатору С; множе- 


ства, 5;: 

с: Е С; для всех индексов {Е [. 

Отсюда вектор (..., с...) = с принадлежит прямому произведению 
[= С =С: 

сЕС. 


Мы пришли к тому, что произвольный элемент с из централизатора 
Сх принадлежит множеству С’. Следовательно, все элементы центра- 
лизатора Сз принадлежат множеству С’, что означает включение 

ССС. 

Обратное включение доказано. 

Из противоположных включений 

СС Оа, - ССС 

следует равенство 

(=, 


То есть, прямое произведение централизаторов С = | |.-` С; является 


Е1 


централизатором множества 5' = | |.-т9; в группе С". Теорема доказана. 


1Е1 


39.’ Сохранение нормализаторов прямым 
произведением 


Определение. №5 — нормализатор множества 5’ — это множество всех 
элементов группы С’, которые самосопрягают множество 5: 

5% = 1155 = 9 для всех элементов т Е №. 

Теорема. Нормализатор прямого произведения подмножеств являет- 
ся прямым произведением нормализаторов этих подмножеств. 

То есть, пусть 

{С +ег-— семейство групп, 

©; — подмножество в группе С; 
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ю; © С; для всех фе Г, 
М; — нормализатор множества ©; 


С = [= Су, 
5 = [= 5 
№ = | №. 


Тогда ЛМ — нормализатор множества, 5 в группе С. 

Доказательство. Обозначим №5 — нормализатор множества © в груп- 
пе С. Нам нужно доказать, что М = №. 

Докажем включение М С №. 

Возьмём в множестве Л произвольный элемент 1: 

Ем. 

Множество М является прямым произведением [+ №, поэтому его 
элемент т является вектором: 

о 


Множество 5 является прямым произведением | ]|.-`5; которое мы 


Е1 
можем представить в векторном виде: 


В 6. 
Сопряжём множество 5 элементом т: 
57 = д 15. 


Представим все члены произведения в векторном виде: 
аи Е | 

Вектор, обратный к вектору (. о за Г имеет обратные компоненты: 
ры = 

о Пе ааа еВь. 

Наше основное выражение принимает вид: 
ве __ 

ее о а, о = 

В ЕЕ 

= Е | р 

Произведение векторов равно вектору от произведения компонент: 

=] —_ —1 
И. о О. Вы 
Мы выбирали вектор Хх = И ая .) из прямого произведения нор- 


мализаторов М = [],-,М№, поэтому элемент 1; для любого индекса 


ЕТ 
т Е [ принадлежит соответствующему нормализатору №; и самосопря- 
гает множество 05;: 


а О а ол ее 


Через цепочку равенств мы пришли от выражения 5” к выражению 
©, следовательно, эти выражения равны: 

о. 

Получается, что элемент 1 самосопрягает множество 5, а значит эле- 
мент х принадлежит нормализатору № 5 множества 5: 

хеЕМ.. 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент х из множества № 
принадлежит нормализатору №5. Следовательно, все элементы множе- 
ства М принадлежат нормализатору №5, что означает включение 

№М С №. 

Докажем обратное включение №5 С №. 

Возьмём в нормализаторе №5 произвольный элемент 1: 

хе №. 

Нормализатор №5 — это подмножество группы (С, которая является 


прямым произведением | [.-‚С;. Поэтому элемент 1 является вектором: 


а 
Множество 5 является прямым произведением |] 


ЕТ 
«гр Которое мы 
можем представить в векторном виде: 
ии 
По определению нормализатора №5, любой элемент нормализатора 
самосопрягает множество 5, в том числе элемент т: 
и. 
Перепишем это равенство в векторном виде: 
Е =! 
о Е 
Вектор, обратный к вектору (..., ть...) имеет обратные компоненты: 
г ИВ = 
о 
Исследуемое равенство принимает вид: 
а Е 
Е 
Произведение векторов равно вектору от произведения их компонент. 
Перемножим соответствующим образом вектора в равенстве: 
_ -. 
Е = И, Е И 
Два вектора равны тогда и только тогда, когда все их компоненты 
равны. Следовательно 
Ор. 19:1; для всех индексов { Е Г. 
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Элемент 1; самосопрягает множество 5х, а значит элемент 1; приналд- 
лежит нормализатору М; множества 5х: 

х; Е №; для всех индексов {Е Г. 

Отсюда вектор (...,7ь...) = х принадлежит прямому произведению 
[];=, № = М нормализаторов: 

хе \№. 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент т из нормализатора 
№ принадлежит множеству №. Следовательно, все элементы норма- 
лизатора № 5 принадлежат множеству М, что означает включение 

Ас: С. 

Обратное включение доказано. 

Из противоположных включений 

Мс №, №сС М 

следует равенство 

М№ = №. 

Таким образом, множество нормализатор № 5 прямого произведения 


множеств 5 = | [.-`9; является прямым произведением нормализато- 


1 
ров № = [| [,=‚ № этих множеств. Теорема доказана. 


39.8 Члены прямого произведения в качестве 
подгрупп 


Теорема. Определим отображение } группы А в группу Ах В по 
правилу: каждому элементу а Е А ставится в соответствие элемент 
(а,е) Е Ах В. Это отображение является гомоморфизмом. 

Доказательство. Проверим свойства, гомоморфизма сохранять опера- 
ЦИИ. 

В Проверим свойство сохранения бинарной операции. 

Возьмём в группе А два произвольных элемента, а1 и а2: 

а, а2 Е А. 

Подействуем на произведение @1а2 отображением {: 

Г(ал : а2) = (а1 - а2, е). 
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Единицу е можно превратить в произведение единиц ее. Это поможет 
разложить эту пару на произведение пар: 

(ал: а2,е) = (а1а2, ее) = (ат, е) - (а2, е). 

Элемент а1 отображается в }(а1) = (а1, е), аналогично }(а2) = (а2,е). 
Используем эти равенства для преобразования основного выражения: 

(ал,е) - (аз, е) = Х(ал) - Г(а2). 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения /(а1 : а2) к выра- 
жению }(а1) : /(а2). Следовательно, эти выражения равны: 

Г(ал - а2) = (ал) - (а2). 

Это равенство есть выражение свойства сохранения бинарной опера- 
ции. Сохранение бинарной операции проверено. 

2) Сохранение операции взятия обратного элемента. 

Возьмём в группе А произвольный элемент а: 

ае А. 

Подействуем на обратный к нему элемент отображением {: 

Ка’) = Е е) = (а, )— и Ка)". 

Равенство }(а`") = (а) ' означает сохранение операции взятия об- 
ратного элемента. Сохранение операции взятия обратного элемента про- 
верена. 

Мы проверили все определяющие свойства гомоморфизма для отоб- 
ражения {. Следовательно, отображение { является гомоморфизмом. 
Теорема доказана. 

Теорема. Множество (А, е) является подгруппой в Ах В. 

Доказательство. (А, е) — это образ гомоморфизма }: А Ах В, 
который мы определили в предыдущей теореме. Образ гомоморфизма 
является подгруппой, следовательно (А, е) — подгруппа. Теорема дока- 
зана. 

Аналогично множество (е, В) является подгруппой. 

Теорема. Все элементы подгруппы (А,е) коммутируют со всеми эле- 
ментами подгруппы (е, В). 

Доказательство. Возьмём в подгруппах (А, е) и (е, В) произвольные 
элементы (а,е) и (е,6): 

(а.е) Е (А, е), (е, 6) Е (е, В). 


Перемножим их в разном порядке: 
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(а,е)(е, 6) = (ае, еб) = (а,6), 

(е,6)(а,е) = (еа, ве) = (а,6). 

Умножение этих элементов в разном порядке даёт один и тот же ре- 
зультат. Следовательно, они коммутируют. Элементы (а, е) и (е,6) мы 
выбирали произвольно, значит все элементы подгруппы (А,е) комму- 
тируют со всеми элементами подгруппы (е, В). Теорема доказана. 

Теорема. Подгруппа (А, е) нормальна в прямом произведении Ах В. 

Доказательство. Возьмём в прямом произведении А х В произволь- 
ный элемент (а, 6): 

(а) Е Ах В. 

Проверим коммутирование с подгруппой (А, е). Для этого перемно- 
жим элемент (а, 6) с подгруппой (А, е): 

(а, 6)(А,е) = (аА, ве). 

а является элементом подгруппы А. Умножение элемента, группы на 
всю группу даёт эту группу: аА = А = Аа. Нам в этих равенствах 
важно, что элемент а и подгруппа а коммутируют: аА = Аа. Также 
элемент 6 и единица е коммутируют друг с другом. Произведём соот- 
ветствующие перестановки в векторе: 

(аА, бе) = (Аа, еб). 

Разложим вектор из произведений на произведение векторов: 

(Аа, еб) = (А, е)(а, 6). 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения (а, 6)(А,е) к вы- 
ражению (А, е)(а, 65). Следовательно, эти выражения равны: 

(а, 6)(А,е) = (А, е)\(а,6). 

Получается, что подгруппа (А, е) коммутирует с произвольным век- 
тором (а, 6) из прямого произведения Ах В. Следовательно, подгруппа 
(А, е) коммутирует со всеми векторами из прямого произведения Ах В. 
Это означает, что подгруппа (А,е) нормальна внутри прямого произ- 
ведения Ах В. Теорема доказана. 

Аналогично подгруппа (е, В) является нормальной в Ах В. 

Договорённость. Если мы говорим, что подгруппы не пересекаются, 
то имеем в виду, что их пересечение равно единице (ведь подгруппы 
не могут в принципе не пересекаться полностью, единица, всегда у них 
общая). 
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Теорема. Подгруппы (А, е) и (е, В) не пересекаются. То есть 

(А, е) П [6 В) = {(е, е)} 

Доказательство. Возьмём в пересечении подгрупп (А, е) и (е, В) про- 
извольный элемент (5, у): 

(т, у) Е (А, е)П (е, В). 

Раз элемент (5,9) находится в пересечении множеств (А, е) П (е, В), 
то он находится в каждом множестве из пересечения: 

(ту) Е (А,е), (ту) (е, В). 

Все элементы подгруппы (А, е) имеют единицу справа. Раз элемент 
(х, у) принадлежит подгруппе (А, е), то 

И. 

Все элементы подгруппы (е, В) имеют единицу слева. Раз элемент 
(т, у) принадлежит подгруппе (е, В), то 

Еее 

Таким образом элемент (5, у) оказался равным единице (е,е). Мы вы- 
бирали элемент (т, у) в пересечении (А, е)П (е, В) произвольно. Следо- 
вательно, все элементы в пересечении (А, е)П(е, В) являются единицей, 
что означает, что это пересечение состоит из единицы: 

(е,е) Е (А, е)П (е, В). 


Теорема доказана. 


39.9 Разложение на прямое произведение 


Определения. 
Изоморфизм — это взаимно однозначный гомоморфизм. 
Изоморфные группы — это группы, между которыми можно устано- 
вить изоморфизм. 
Теорема. Пусть А и В — подгруппы в группе С. Если выполняются 
три условия: 
1) Аи В нормальны, 
2) АПВ = {е}, 
ЗАВ =С, 
то группа С изоморфна прямому произведению этих подгрупп: 
<= АхБ. 
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Доказательство. В параграфе «Объединение АЦ В и произведение 
АВ» доказана, теорема, о том, что если хотя бы одна из двух подгрупп 
А и В нормальна, то объединение равно произведению: А 0 В = АВ. 
В нашем случае обе подгруппы А и В нормальны, Следовательно, 

АЧВ = АВ. 

По условию теоремы С = АЦ В, поэтому 

а = АБ. 

Установим соответствие } между множествами А х В в АВ следу- 
ющим образом: каждой паре (а,6) Е Ах В ставится в соответствие 
произведение аб Е АВ: 

Г((а,6)) = аб для любых (а,6) Е Ах В. 

Докажем, что такое соответствие взаимно однозначно. Для этого до- 
кажем свойства взаимной однозначности. 

1) Задействованность всего множества А х В. Каждой паре (а,6) Е 
Ах В можно поставить в соответствие произведение аб Е АВ, следо- 
вательно, всё множество А х В задействовано в соответствии. 

2) Задействованность всего множества АВ. У каждого произведения 
аб Е АВ существует прообраз (а, 6) Е Ах В. Следовательно, всё мно- 
жество АВ задействовано в соответствии. 

3) Однозначность в сторону образа. Мы условились каждой паре 
(а,6) Е АХ В ставить в соответствие только одно произведение аф, 
следовательно, образ каждого элемента единственен. 

4) Однозначность в сторону прообраза. 

Допустим, что однозначности в сторону прообраза нет. Тогда про- 
образ некоторого элемента из АВ неоднозначен, так что двум разным 
элементам из А х В соответствует один элемент из АВ: 

Г((а1, 61) = аб = а265 = Д((а>, 62)). 

Перенесём левую часть равенства а161 = а26> вправо, умножив на 
обратные элементы а" И Е 

е=ы ‘а 'а26. 

В параграфе «Две нормальные непересекающиеся подгруппы» дока- 
зана теорема, о том, что если две подгруппы нормальны и не пересека- 
ются, то все элементы одной подгруппы коммутируют со всеми элемен- 
тами другой. В нашем случае подгруппы А и В нормальны и пересе- 
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чение равно единице, а значит все элементы а; коммутируют со всеми 
элементами 6;. Переставим элементы так, чтобы элементы из А стояли 
слева, а из Б справа. Равенство переходит в 

е= а ‘аз 16. 

Обозначения. а = ал "ар, Ь = 16. 

Получаем 

аб =е. 

Это равенство означает, что элемент В является обратным к а. В 
группе обратный элемент единственен. То есть, в группе С нет других 
обратных элементов к элементу а, кроме элемента 6. При этом элемент 
а лежит в подгруппе А. Подгруппа должна содержать в себе обратные 
элементы к любым её элементам. Значит, обратный элемент к элементу 
а лежит в подгруппе А. Обратным к элементу а может быть только 6, 
поэтому 

БЕ А. 

Получается, что элемент 6 лежит одновременно и в подгруппе А, ив 
подгруппе В, а значит и в их пересечении: 

БЕАПБВ. 

По условию теоремы, в пересечении находится только единица, сле- 
довательно 

бе: 

Элементы а и 6 симметричны друг другу, поэтому из аналогичных 
рассуждений можно получить равенство. 

а=е. 

Вспомним обозначения а = а1'а2 = е, 6 = 5 = е. Домножив 
равенство а а? = е на а1 слева, приходим к равенству 


ал = @2. 
Аналогично 
Ь: = 65. 


Мы предполагали, что (а1, 61) и (а2, 65) разные, а они оказались оди- 
наковыми. Допущение неоднозначности в сторону прообраза, приводит 
к противоречию. Следовательно, соответствие } однозначно в сторону 
прообраза. Однозначность в сторону прообраза доказана. 

Все свойства, взаимной однозначности для отображения | доказаны, 
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следовательно, отображение ] взаимно однозначно. 

Теперь докажем определяющие свойства гомоморфизма, для отобра- 
жения }((а,6)) = аф. 

1) Свойство сохранения бинарной операции. 

Возьмём в группе Ах В два произвольных элемента (ат, 61) и (а2, 65): 

(а1, 61), (а2, 65) еАх В. 

Перемножим эти пары и подействуем на них отображением {: 

Г((ал, 61) + (а2, 62)) = Л(ала>, 6165) = ала26 

В параграфе «Две нормальные непересекающиеся подгруппы» дока- 
зана теорема, о том, что если две подгруппы нормальны и не пересека- 
ются, то все элементы одной подгруппы коммутируют со всеми элемен- 
тами другой. В нашем случае подгруппы А и В нормальны и пересе- 
чение равно единице, а значит все элементы а; коммутируют со всеми 
элементами 6;. Переставим элементы а2 и в: 

а1а260165 — а101 : а2б5. 

Перейдём от произведений а1б1 и а26> к их прообразам (а1,61) и 
(а2, 65): 

алб1 + 4265 = Д((а1,61)) - Л((а2, 6)). 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения }((а1, 61) : (а2, 65)) 
к выражению {((а1,61)). 1((а2, 65). Следовательно, эти выражения рав- 
ны: 

(ал, 61) - (а2, 5)) = (ал, 61) - (а, 62)). 

Это равенство есть выражение свойства сохранения бинарной опера- 
ции. Сохранение бинарной операции доказано. 

2) Свойство сохранения операции взятия обратного элемента. 

Возьмём в группе Ах В произвольный элемент (а, 6): 

(а) Е АхВ. 

Подействуем отображением ] на обратный к (а, 6) элемент: 

(а, 6) ) = (а 6’) =а 5. 

Воспользуемся тем, что все элементы подгруппы А коммутируют со 
всеми элементами подгруппы В: 

В 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения {((а,6)') к вы- 
ражению {((а,6))-'. Следовательно, эти выражения равны: 
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(а, 6) ") = Л(а,5)) 

Это есть выражение свойства, сохранения операции взятия обратного 
элемента. Операция взятия обратного элемента сохраняется. 

Мы доказали все определяющие свойства гомоморфизма для отобра- 
жения {. Следовательно, отображение { является гомоморфизмом. Так 
как гомоморфизм } взаимно однозначен, то { является изоморфизмом. 

Получается, что между группами А х Ви АВ имеется изоморфизм. 
Значит, группы Ах Ви АВ изоморфны: 

АхВ= АВ. 

Выше мы установили, что а = АВ. Следовательно, 

а= Ах В. 


Теорема доказана. 
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ГЛАВА 40 


Сопряжение 


40.1 Определение 


Пусть 

а — группа, 

5 — некоторое подмножество в (1, 

т — элемент в С. 

Обозначение: 5? = 215%. 

Определение. Множество, сопряжённое с 5 элементом х — это мно- 
жество 


5 = 5 = д 19. 


40.2 539 = (5?) 


Формула. 579 = (5%). 

Доказательство. Рассмотрим сопряжение множества 5 произведени- 
ем элементов 19: 

599 = (2) 15(2у). 

Воспользуемся равенством для обратного элемента от произведения 
элементов: (2) = у 11: 

(ту) `5(ту) =у ‘т '9ту. 

Группа ассоциативна, мы можем расставлять скобки любым спосо- 
бом. Выделим скобками средние три члена: 

а и о 

Выражение в скобках является сопряжением множества 5 элементом 
2: 

у ‘(т '5зу=у 1959. 

Получилось выражение, которое тоже является сопряжением, но те- 
перь элементом у: 


ут19ту = (59° 
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Через цепочку равенств мы пришли от выражения 5” к выражению 
(57). Следовательно, эти выражения равны: 
929 = (5%. 


Формула доказана. 


40.3 Сопряжение произведения 


Теорема. Сопряжение произведения двух элементов равно произведе- 
нию сопряжений этих элементов: 

0 

Доказательство. Раскроем обозначение сопряжения для произведе- 
ния а6: 

(аб)? = х 'абх. 

Умножение на единицу ничего не меняет, поэтому мы можем вставить 
единицу между элементами а и 6: 

т ‘аб = д 'аебх. 

Произведение обратных элементов равно единице е. Заменим едини- 
цу на произведение обратных элементов 777 1: 

т ‘аейх = х ‘а(тх бт. 

Элементы группы ассоциативны, мы можем расставлять скобки как 
нам угодно. Выделим скобками левые три элемента и правые три эле- 
мента: 

т ‘а(хх г = (1 'ат)(2 6). 

Выражения в скобках — это сопряжения элементов а и 6: 

7 а 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения (а6)” к выраже- 
нию а"6Т. Следовательно, эти выражения равны: 

(а6)? = а”б”. 

Теорема доказана. 

Теорема. Сопряжение произведения элементов равно произведению 
сопряжений этих элементов: 

И 

Доказательство. Раскроем обозначение сопряжения для произведе- 
НИЯ @1@2... Ом. 
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(а-я ‘а. 


Умножение на единицу ничего не меняет, поэтому мы можем вставить 
единицы между элементами а;: 
д 14142...@х = 1 'алеаэе...еаихт. 

Произведение обратных элементов равно единице е. Заменим едини- 
цы на произведения обратных элементов т": 

т ‘алеазе...вавх = х 'а1(тх ')а2(хт ")...(пх авт. 

Элементы группы ассоцитавны, мы можем расставлять скобки как 
нам угодно. Выделим скобками тройки элементов 2 "а;т: 

о о 

(а ‘г ааа, 

Выражения в скобках — это сопряжения элементов а; 

она оо 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения (4142...аи)” к 


ий 
т: 


выражению а1а5...а”’. Следовательно, эти выражения равны: 


ий 


И Е а 


Теорема доказана. 


40.4 Сопряжение обратного элемента 


Теорема. Обращение сопряжения элемента равно сопряжению обратно- 
го элемента: 

(ат) = (а ")?. 

Доказательство. Рассмотрим выражение (а^)-'. Раскроем обозначе- 
ние сопряжения для элемента а”: 

еее 

В параграфе «Обратный элемент от произведения» доказана форму- 
ла о том, что при взятии обратного элемента от произведения элемен- 
тов, нужно менять их порядок на противоположный: 

О В о 

Обратный элемент от обратного элемента равен исходному элементу: 
(1)! ==. Отсюда 

а 

Полученное выражение является сопряжением элемента а": 
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ата 
Через цепочку равенств мы пришли от выражения (а”)-' к выраже- 
нию (а ")*. Следовательно, эти выражения равны: 
а И 
(а) = (а). 


Теорема доказана. 


40.5 Сопряжение подгруппы является подгруппой 


Теорема. Сопряжение подгруппы является подгруппой. 

Доказательство. Возьмём подгруппу 5. Рассмотрим её сопряжение 
5? (т произволен). Докажем, что оно является группой. Для этого до- 
кажем определяющие свойства группы для множества 57. 

0) Замкнутость бинарной операции. 

В множестве 57 любой элемент имеет вид 8", где $ © ©. Возьмём в 
сопряжении 5” два произвольных элемента $7 и 55: 

37, 35 Е от, где 381,52 Е 5. 

Перемножим эти элементы, получаем произведение 

8155. 

В параграфе «Сопряжение произведения» доказана теорема, о том, 
что сопряжение произведения элементов равно произведению сопряже- 
ний. В нашем случае это правило имеет вид: 

378% = (5182)". 

Мы получили элемент, являющийся сопряжением элемента 5152. Так 
как © — подгруппа, а 81 И $2 её элементы, то их произведение $152 
принадлежит подгруппе ©: 

5152 Е. 

Отсюда 

(8182)7 = о 

Получается, что произведение двух произвольных элементов из 6” 
даёт элемент из 57. А это есть свойство замкнутости бинарной опера- 
ции. Замкнутость бинарной операции доказана. 

1) Ассоциативность. 5” является подмножеством в группе, а, все эле- 
менты группы ассоциативны. 

2) Наличие единицы. 
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Так как © подгруппа, то в ней имеется единица: 

ее. 

Сопряжём обе части этой принадлежности элементом т: 
ет. 

Сопряжение единицы даёт единицу: 

а а 

Получается, что единица е принадлежит множеству 5": 
её 5". 

Наличие единицы доказано. 

3) Наличие обратных элементов. 

Возьмём в сопряжении 5” произвольный элемент 57: 
Те 57, гезЕ 5 

Так как © является подгруппой, то к её элементу $ в ней найдётся 


обратный элемент 8": 


81Е 5. 

Сопряжём обе части этого включения элементом т: 

[Е От. 

В параграфе «Сопряжение обратного элемента» доказана теорема о 
том, что сопряжение обратного элемента равно обращению сопряжения 
исходного элемента: 

о № 

Так как элемент (8`')? принадлежит множеству 5”, то и элемент 
(5*)-! принадлежит этому же множеству: 

(“Те 5". 

Получается, что для произвольного элемента $5” из множества 5” 
можно найти обратный к нему элемент ($7)-' в этом же множестве. 
Наличие обратных элементов доказано. 

Мы доказали все свойства группы для 5”. Следовательно, множе- 
ство ©” является подгруппой. Таким образом, сопряжение подгруппы 
является подгруппой. Теорема доказана. 


40.6 Сопряжение является изоморфизмом 


Теорема. Пусть 
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а — группа, 

х — элемент группы С: 

ЕС, 

5 — подмножество в (1: 

ео, 

57 — д 151 — сопряжение множества 5 элементом х, 

| — соответствие между множествами 5 и 57, определённое прави- 
лом: 


каждому элементу в Е © ставится в соответствие элемент 5* = 1155; 


Ве 

Тогда } — изоморфизм между множествами 6 и 5". 

Доказательство. Сначала докажем, что соответствие { взаимно од- 
нозначно. Для этого докажем все определяющие свойства, взаимно од- 
нозначного соответствия. 

1) Задействованность всего множества 5. Мы определили соответ- 
ствие для каждого элемента $ Е ©, следовательно, всё множество 5 
задействовано в соответствии. 

2) Задействованность всего множества. 57. 

Каждый элемент из множества 5” имеет вид 57, где $ — это элемент 
из ©. Следовательно, у каждого элемента $5” Е 5” имеется прообраз $5 
в множестве 5: 

9". 

Значит, всё множество 5” задействовано в соответствии. 

3) Однозначность отображения в сторону образа. Каждому элементу 
5 Е © мы поставили в соответствие лишь один элемент 5”. Поэтому 
образ каждого элемента единственен. 

4) Однозначность в сторону прообраза. 

Допустим, что однозначности в сторону прообраза нет. Это означает, 
что у некоторого элемента 5’ Е 5 есть два разных элемента в прообразе: 
81 И 82. Эти элементы отображаются в элемент 8': 

8" = {(81) = 1 (32). 

Соответствие } отображает элементы $1 И 82 соответственно в 81 и 
35. Отсюда равенство ($1) = }(52) переходит в равенство 

87 = 82. 
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Сопряжём обе части этого равенства элементом 1": 


(92) = (887 

Рассмотрим левую часть уравнения. Мы видим комбинацию степе- 
ней, которую можно преобразовать по формуле (а”)9 = а”: 

(= == 

Получается, что ($*)7 "= в1. Аналогично (3) ` = 32. В итоге при- 
ходим к равенству 

51 = 52. 

Но мы вводили эти элементы разными. Противоречие. Допущение 
неоднозначности соответствия | в сторону прообраза приводит к про- 
тиворечию. Следовательно, соответствие { однозначно в сторону про- 
образа. Однозначность в сторону прообраза доказана. 

Мы доказали все свойства взаимно однозначного отображения для 
соответствия {. Значит, соответствие } взаимно однозначно. 

Докажем теперь, что отображение } является гомоморфизмом. Для 
этого докажем определяющие свойства гомоморфизма для отображе- 
ния [. 

1) Проверим свойство сохранения бинарной операции: 

(аб) = (а) Л (о). 

Возьмём в множестве 5 два произвольных элемента, $1 и 32: 

81,52 Е Б. 

Перемножим их и подействуем отображением /: 

1($8182) = (8182)7. 

В параграфе «Сопряжение произведения» доказана, теорема, о том, 
что сопряжение произведения элементов равно произведению сопряже- 
ний элементов: 

($152)? = 8781. 

Элемент $31 отображается в элемент }($1) = $1, элемент 52 отобража- 
ется в элемент }(52) = 55. Отсюда 

8185 = /(81)1(82). 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения }(5152) к выраже- 
нию }(51)/($2). Следовательно, эти выражения равны: 

{ (8182) = Х(81)1(82)- 


Это равенство является выражением свойства, сохранения бинарной 
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операции. Свойство сохранения бинарной операции проверено. 

2) Проверим свойство сохранения операции взятия обратного элемен- 
та: 

Ка’) = Ка) ®. 

Возьмём в множестве 5 произвольный элемент в: 

3ЕЪ. 

Подействуем на обратный к нему элемент з`' функцией }: 

Е) = ($ °}. 

В параграфе «Сопряжение обратного элемента» доказана теорема о 
том, что сопряжение обратного элемента равно обращению сопряжения 
этого элемента: 

№ 

Элемент $ отображается функцией } в элемент 57: {($) = 5". Поэтому 
мы можем заменить выражение $5” в скобках на выражение }(5): 

(57) ^ = (1(3)) °. 

Внешние скобки от полученного выражения можно убрать, так как 
и без них ясно, от чего берётся обратный элемент: 

(7(8)) ^ = (8) °. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения }(5`") к выраже- 
нию /(5)_". Следовательно, эти выражения равны: 

(87°) = /(з) —. 

Это равенство есть выражение свойства сохранения операции взятия 
обратного элемента. Свойство сохранения операции взятия обратного 
элемента проверено. 

Мы доказали все определяющие свойства гомоморфизма для функ- 
ции /. Следовательно, функция [ является гомоморфизмом. 

Так как функция ]/ между множествами 5 и 5” взаимно однознач- 
на и одновременно является гомоморфизмом, то функция } является 
изоморфизмом между множествами 5 и ©”. Теорема доказана. 

Следствие. Подмножество группы и его сопряжение имеют одинако- 
вое количество элементов: 

|5] = |571. 

Доказательство. В теореме мы установили, что между множествами 
би 5" имеется взаимно однозначное соответствие. Значит, их мощность 
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одинакова. Следствие доказано. 


40.7’ Сохранение индекса сопряжением 


Напоминание. Индекс подгруппы — это количество правых (или левых) 
смежных классов по ней. 

Теорема. У сопряжённых подгрупп одинаковый индекс. 

Доказательство. В случае конечных групи теорема доказывается лег- 
ко. В параграфе «сопряжение является изоморфизмом» доказано след- 
ствие о том, что у сопряжённых множеств одинаковая мощность. То 
есть, сопряжённые подгруппы имеют одинаковое количество элементов. 
Теорема Лагранжа, гласит, что мощность группы равна произведению 
мощности подгруппы на её индекс. Раз мощности двух подгрупп одина- 
ковы, то и их индексы тоже должны быть одинаковыми. Для конечных 
групп теорема доказана. 

В бесконечном случае нам не помогает теорема Лагранжа. Потому 
что любое конечное число, умноженное на бесконечность, даёт беско- 
нечность (бесконечность на бесконечность тоже бесконечность). Так 
что из равенства мощностей подгрупп нельзя делать вывод о равен- 
стве индексов. Нужен другой метод установления равенства. Например, 
непосредственно установить взаимно однозначное соответствие между 
множествами смежных классов. 

Обозначения. 

Са — группа. 

Н — подгруппа. 

{А с: — множество всех правых смежных классов по подгруппе 
Н, причём в семействе { А; };сг нет повторяющихся множеств, так что 
количество индексов совпадает с количеством множеств в семействе: 


КА ег = |1. 
4 — произвольный элемент из группы С: 
9ЕС. 


Н9 — сопряжение подгруппы Н элементом д. 
Лемма. {А7};<г — это семейство правых смежных классов по под- 
группе НЯ. 
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Доказательство. Возьмём в семействе множеств {А };=г произволь- 
ное множество 7: 

АЯ = { Аст. 

Возьмём в смежном классе А; некоторый элемент а: 

ае А;. 

Любой элемент из правого смежного класса является его предста- 
вителем, из него можно образовать весь смежный класс, домножив на 
подгруппу справа. А; — это правый смежный класс по подгруппе Н, 
поэтому 

А; =аН. 

Сопряжём обе части этого равенства элементом д: 

АЯ = (аН)з. 

В параграфе «Сопряжение произведения» доказана теорема, о том, 
что сопряжение произведения равно произведению сопряжений: 

(аН)9 = а НЯ. 

Так что равенство А7 = (аН)9 переходит в равенство 

А? = а°Н®. 

а7НЗ — это правый смежный класс по подгруппе Н®. Значит и А? 
является правым смежным классом по подгруппе НЯ. 

Мы выбирали множество А? из семейства { А? };=/ произвольно. И оно 
оказалось правым смежным классом по подгруппе НЯ. Следователь- 
но, все множества из семейства {А} ;сг являются правыми смежными 
классами по подгруппе НУ. Таким образом, {А?’};<г — это семейство 
правых смежных классов по подгруппе НЯ, как и указано в лемме. 
Лемма доказана. 

Лемма. В семействе { А? };=; присутствуют все правые смежные клас- 
сы по подгруппе НЯ. 

Доказательство. Умножение группы на свои элементы даёт эту же 
самую группу, поэтому 

09 =9'С9=С. 

Таким образом, в множестве С содержатся все элементы группы С. 

Все смежные классы по подгруппе покрывают всю группу. То есть, 
все элементы группы содержатся в каких-то смежных классах по под- 
группе. В частности, семейство смежных классов {А;+сг покрывает 
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всю группу С. Из равенства С = С мы знаем, что сопряжением эле- 
ментов группы С’ можно получить все элементы группы С’. Так как в 
семействе { А; ег содержатся все элементы группы С’, то их сопряже- 
нием можно получить все элементы группы С: 

в семействе множеств { А*};<; содержатся все элементы группы С. 

Если бы в семействе { А' }; =; были не все правые смежные классы по 
подгруппе НЯ, то были бы элементы группы С, не находящиеся в смеж- 
ных классах из семейства { А? };сг. Но семейство { А? };=; покрывает все 
элементы группы С, а значит в нём находятся все правые смежные 
классы по подгруппе Н9. Лемма доказана. 

Лемма. В семействе { А };<г нет повторяющихся смежных классов. 

Доказательство. Допустим, это не так: в семействе {А?};сг имеется 
два повторяющихся смежных класса А’? и АУ ‚ где индексы 1 и 7 разные: 

АЕ АУ Зе. 

Сопряжём обе части этого равенства элементом 9": 

А" = (49. 

В параграфе <,5“9 = (5*)У» доказана формула, соответствующая на- 
званию. Преобразуем равенство по этой формуле, получаем 

= А 

Произведение обратных элементов 94`' даёт единицу е: 

А} = А5. 

Сопряжение единицей ничего не меняет: 5° = е\15е = ебе = 5. 
поэтому 

Ар 

Получается, что два смежных класса А;ги А; с разными индексами 1 
и 7 оказались одинаковыми. Но мы определяли семейство { А; += так, 
что в нём все смежные классы разные. Допущение наличия повторяю- 
щихся смежных классов в семействе { А7};=г приводит к противоречию 
с определением семейства { А; г. Следовательно, в семействе { А’};с1 
нет повторяющихся смежных классов. Лемма доказана. 

Так как в семействе {А?};=г нет повторяющихся смежных классов, 
то количество смежных классов в нём равно количеству индексов в 
множестве индексов Г: 


А; ви] = |1. 
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Так как в семействе { А”};</ находятся все смежные классы по под- 
группе Н9, то индекс подгруппы НУ равен |1|. При этом, когда мы 
вводили семейство смежных классов { А; };сг, то установили равенство 

КАрнег = |1. 

Получается, что индекс подгруппы НЯ и индекс подгруппы Н равны 
одному и тому же количеству |[|. Следовательно, индексы сопряжён- 
ных подгрупи Н и НЯ равны. При этом сопрягающий элемент д мы вы- 
бирали произвольно. Значит, индексы любых сопряжённых подгрупп 
равны. Теорема доказана. 


40.8 Самосопряжение 


Определение. Самосопряжение множества 5 элементом х — это сопря- 
жение множества 5 элементом х при условии, что сопряжение множе- 
ства равно самому множеству: 

Вю: 

Говорят, что х самосопрягает 5, если 57 = 5. 

Говорят, что х не самосопрягает 5’, если 57 = 5. 

Теорема. Пусть 

С — группа, 

5 — подмножество в (1: 

я <. 

х — элемент из С: 

хеЕС, 

подмножество 6 конечно. 

Тогда из включения 5” С 5 следует равенство 57 = ©: 

о. 

Доказательство. Допустим, что теорема неверна. Тогда имеется вклю- 
чение 

о, 

но не имеется равенство: 

ЕО. 

Чтобы имелось равенство 5” = ©, нужно выполнение двух проти- 


воположных включений: 5” С бир С 5". Раз равенства нет, то нет 
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какого-то из этих включений. Первое из них есть по условию допуще- 
ния. Значит, нет второго включения: 

95°. 

Так как © не включается в множество 5”, то в © должен быть неко- 
торый элемент $, который не принадлежит 5": 

3Е5, 3957. 

Таким образом, множество 5 содержит все элементы множества 5”, и 
как минимум ещё один дополнительный элемент. Так как множество 5 
конечно, то это означает, что множество © содержит больше элементов, 
чем множество 67: 

а 

В параграфе «Сопряжение является изоморфизмом» доказано след- 
ствие о том, что сопряжение множества равномощно самому множе- 
ству: 

В 

Полученные неравенство и равенство противоречат друг другу. Допу- 
щение о том, что множества 57 и © неравны, приводит к противоречию. 
Следовательно, эти множества равны: 

РР, 

Теорема доказана 

Теорема. Пусть 

С — группа, 

5 — подмножество в (1: 

С 

т — элемент из С: 

ЕС, 

группа С’ конечна. 

Тогда из включения 5” С 5 следует равенство 5” = 5: 

ОС оо. 

Доказательство. Так как группа С’ конечна, то любое её подмноже- 
ство конечно, в том числе подмножество 5. Для случая конечного под- 
множества мы доказали в предыдущей теореме, что выполняется ра- 
венство 5” = ©. Теорема доказана. 

Теорема. Пусть 
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а — группа, 

5 — подмножество в (1: 

9. ©, 

х — элемент из С: 

ЕС, 

т имеет конечный порядок. 

Тогда из включения 5” С 5 следует равенство 57 = ©: 

о =. 

Доказательство. Обозначение. п, — порядок элемента, т: 

ее: 

Пусть имеется включение 

р. 

Сопряжём обе части включения элементом т, получаем включение 

а 

Сопряжём ещё раз обе части включения элементом т, получаем вклю- 
чение 

ое. 

Мы можем и дальше сопрягать в таком же духе и получать включе- 
НИЯ 

97° С 57°" для любых натуральных чисел К. 

Объединим включения в одну цепочку: 

ес о. 

Выберем число п в качестве значения числа К. п — это порядок эле- 
мента т. Сопряжение множества единицей даёт это же множество: 

5° =е15е =ебе = 5. 

Таким образом, цепочка включений начинается с множества 5 и за- 
канчивается множеством 5: 

ге ее о 

В этой цепочке имеется член 5”. Справа от него и левее от него име- 
ется множество 5, то есть, имеются включения: 

ре. о, 

Эти включения противоположны, из них следует равенство 

РЕ. 


Теорема доказана. 
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40.9 Инвариантность 


Определение. Инвариантное множество — это множество 5, которое 
самосопрягается всеми элементами группы С‘: 

59 = 5 для любых элементов 9 Е С. 

Теорема. Пусть 


а — группа, 
5 — подмножество в (1: 
Бес. 


все сопряжения множества 5 включаются в само 5: 

59 С © для всех элементов 9 Е С. 

Тогда множество 5 инвариантно. 

Доказательство. Возьмём в группе С’ произвольный элемент д: 

9ЕС. 

По условию теоремы, имеется включение 

57СЬ. 

Аналогичное включение должно выполняться для всех элементов 
группы С’, в том числе для элемента 9`': 

Ее 

Сопряжём обе части этого включения элементом д: 

(99°`)9 С 59. 

В параграфе <,5“9 = (5*)У5 доказана формула, соответствующая на- 
званию этого параграфа. Воспользуемся этой формулой для выраже- 
ния (59 ')9: 

(59 ')9 = 59 9 = 56 = е`15е = ебе = 5. 

Включение (59``)9 С 59 принимает вид 

ее. 

В итоге мы установили два противоположных включения: 

Е, у, 

Из которых следует равенство 

ое 

Это равенство установлено для произвольного элемента д © С. Сле- 
довательно, оно выполняется для всех элементов группы С, что озна- 
чает, что подмножество 5 инвариантно. Теорема доказана. 
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Теорема. Пусть 


С — группа, 
5 — подмножество в (1: 
СС. 


множество 5 включено во все свои сопряжения: 

5 С 59 для всех элементов 9 Е С. 

Тогда множество 5 инвариантно. 

Доказательство. Возьмём в группе С' произвольный элемент д: 
ЕС. 

По условию теоремы, имеется включение 

9: 

Аналогичное включение должно выполняться для всех элементов 


группы С’, в том числе для элемента 97": 
1 


а 

Сопряжём обе части этого включения элементом д: 
= 

59 С (59 9. 


В параграфе <,5“9 = (5*)У5 доказана формула, соответствующая на- 


званию этого параграфа. Воспользуемся этой формулой для выраже- 
1 


ния (59 )9: 

(59 ')9 = 59 9 = 56 = е15е = ебе = 5. 

Включение 59 С (59 ')9 принимает вид 

ОЕ. 

В итоге мы установили два противоположных включения: 

БЕ, 9" 

Из которых следует равенство 

ОЕ. 

Это равенство установлено для произвольного элемента, д Е С. Сле- 
довательно, оно выполняется для всех элементов группы (и, что озна- 
чает, что подмножество 5 инвариантно. Теорема доказана. 


40.10 Объединение всех сопряжений подгруппы 


Теорема. Объединение всех сопряжений подгруппы нормально. 
То есть, пусть 
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С — группа, 

Н — подгруппа, 

{Нес — множество всех сопряжений подгруппы Н. 

Тогда Чесс НУ — нормальная подгруппа в С. 

Доказательство. Любой элемент сопряжения подгруппы НУ имеет 
вид 19, гереНн. 

По определению, объединение Чесс Н? состоит из всевозможных про- 
изведений элементов из подгрупи {Н*}ес. Произвольный элемент из 
ЧесНУ выглядит следующим образом: 

91192 9 

Возьмём в группе С произвольный элемент д: 

9ЕС. 

Докажем, что сопряжение произвольного элемента из Чиес НУ про- 
извольным элементом д Е С даёт элемент из ЦЧ,есН®. Возьмём в под- 

ы 91.92 . 
группе ЧесНУ произвольный элемент В’... №": 
91192 9 9 
Сопряжём элемент 1" 15”... 19" элементом д: 
91 192 9\9 

С 

В параграфе «Сопряжение произведения» доказана теорема, о том, 
что сопряжение произведения элементов равно произведению их со- 
пряжений: 

91192 9\9 — 91\9(р92\9 т\9 

(Р.Р) = (В) 7... Ч). 

В параграфе «5“2у) = (97) доказана формула, соответствующая 
названию. Проведём преобразования выражения в соответствии с этой 
формулой: 

91\9(р92\9 9%)\9 — 1919 р929 09 

р 

Напомню, что в этом выражении элементы й; — это элементы под- 
группы Н. Соответственно, элемент #7 принадлежит сопряжению Н9. 
Это сопряжение подгруппы принадлежит множеству сопряжений: 

Н99 = {НУ} чес. 

Следовательно, произведение элементов из сопряжений подгруппы 
принадлежит объединению этих сопряжений: 

919 1 929 9 9 
Таким образом, мы сопрягли произвольный элемент й1'1:?...1” из 
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объединения ЧиесН? элементом д и получили элемент из этого же объ- 
единения Ц,есН9. Следовательно, сопряжение любого элемента, из объ- 
единения Ч,есН? элементом 49 даёт элемент из этого же объединения, 
что означает включение: 

(Че? )9 с Чес НЯ. 

Причём, это включение выполняется для произвольного элемента 
ЕС. В параграфе «Инвариантность» доказана, теорема о том, что ес- 
ли сопряжение множества любым элементом группы включается в это 
же множество, то множество инвариантно. Множество ЧуесН? удовле- 
творяет условию процитированной теоремы. Следовательно, оно инва- 
риантно. 

Таким образом, объединение всех сопряжений подгруппы является 
нормальной подгруппой. Теорема доказана. 

Теорема. Пусть С — группа, Н — подгруппа. Объединение всех со- 
пряжений подгруппы Н является минимальной нормальной подгруп- 
пой среди тех, что содержат Н. 

Доказательство. Обозначим Н’ объединение всех сопряжений под- 
группы Н: 

Н’ = Ее”: 

Чтобы доказать минимальность подгруппы Н’, докажем, что любая 
другая нормальная подгруппа, содержащая Н, содержит в себе Н'. 

Возьмём в группе С произвольную нормальную подгруппу №, содер- 
жащую Н: 

НЕМСС. 

Нормальная подгруппа инвариантна: сопряжение подгруппы М лю- 
бым элементом из С оставляет эту группу на месте: 

№ = М для любых элементов 9 Е С. 

То есть, при сопряжении любые внутренности подгруппы М остаются 
внутри подгруппы №. Так как подгруппа Н является внутренностью в 
№, то любое сопряжение подгруппы Н находится внутри №: 

НУ с № = М для любых элементов 9 Е С. 

Раз все сопряжения подгруппы Н находятся внутри №, то их объ- 
единение Н’ тоже находится внутри №: 


НСНСМСС. 
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Таким образом, подгруппа Н’ находится в любой нормальной под- 
группе, содержащей Н. Следовательно, среди всех нормальных под- 
групп, содержащих Н, подгруппа Н’ наименьшая. Теорема доказана. 


40.11 Пересечение всех сопряжений подгруппы 


Теорема. Пересечение всех сопряжений подгруппы является инвариант- 
ной и нормальной подгруппой. 

То есть, пусть 

С — группа, 

Н — подгруппа, 

{Нес — множество всех сопряжений подгруппы Н. 

Тогда Пес Н? является нормальной подгруппой. 

Доказательство. Возьмём в группе С’ произвольный элемент д': 

ЕС. 

Сопряжём этим элементом пересечение П,есНУ и докажем включе- 
ние 

(Пике НН") с ПоЕаЫ. 

Любой элемент множества (Пике Н*)7 имеет вид 29’, где же Пе. 

Возьмём в множестве (Пес Н 9)’ произвольный элемент 29: 

19 Е (Поев НЗ). 

Элемент 5 принадлежит пересечению Пиес.НЯ: 

2-е Пес. 

Раз х находится в пересечении Пес Н®, то он принадлежит всем под- 
группам из пересечения: 

х е НЯ для всех элементов 9 Е С. 

Так как т находится в подгруппе НЯ, он является сопряжением неко- 
торого элемента 1, из группы Н: 

ЕН, т=47 для всех элементов д Е С. 

Сопряжём элемент х элементом 0': 

27 = (297 = да для всех элементов д Е С. 

Элемент 2. мы определяли принадлежащим подгруппе Н. Значит 
элемент 299 принадлежит группе Н 99. 


ТОТ 


29 = 299 Е Н99' для любого элемента д Е С. 

Получается, что элемент 29’ = 299 принадлежит всем подгруппам из 
семейства {Н99 } сс: 

17 е Н99 для всех 9Е С. 

А значит, элемент 27’ принадлежит пересечению всех групи из семей- 
ства {Н99 } сс: 

19 Е ПиевН“. 

Лемма. Пес НУ = Пес НЯ. 

Доказательство. Представим группу С в виде множества элементов: 

С = {9 }ес- 

Умножение группы С на элемент 9’ можно записать следующим об- 
разом: 

СЧ’ = 199 }всс. 

Умножение группы на её элемент даёт ту же самую группу: 

29 =С. 

Следовательно, множества {9 }иес и 199'} ес одинаковы: 

{9}оеа = {99 Зес- 

Отсюда, семейство групп { Н 99} а равно семейству групи {Н®} чес: 

{Н% ев = {Н% чес. 

Раз семейства групп равны, то пересечения этих семейств тоже рав- 
НЫ: 

Пес НУ = Поес НЯ. 

Лемма доказана. 

До леммы мы установили принадлежность 29’ Е ПиебН 99'. Благода- 
ря лемме мы можем утверждать, что из этой принадлежности следует 
принадлежность 

19 Е ПъесЫ”. 

Элемент 27 мы выбирали произвольно из множества (ПиесН 99. По- 
лучается, что произвольный элемент 17’ из множества (Пес Н 9) при- 
надлежит множеству ПуесН7. Следовательно, все элементы из множе- 
ства (Пес Н 9) принадлежат множеству ПуесН?, что означает вклю- 
чение 

(Пес НН") с ПоесН®. 
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Причём элемент 9’ Е С мы выбирали произвольно, так что включе- 
ние выполняется для любых сопрягающих элементов из группы С. В 
параграфе «Инвариантность» доказана, теорема о том, что если сопря- 
жение множества, любым элементом группы включается в это же мно- 
жество, то множество инвариантно. Множество П,есН? удовлетворяет 
условию процитированной теоремы. Следовательно, оно инвариантно. 

Для подгрупп свойство инвариантности эквивалентно свойству нор- 
мальности. Таким образом, пересечение всех сопряжений подгруппы 
является нормальной подгруппой. Теорема доказана. 

Теорема. Пусть С’ — группа, Н — подгруппа. Пересечение всех со- 
пряжений подгруппы Н является максимальной нормальной в С под- 
группой, содержащейся в Н. 

Доказательство. Пусть Н’ — пересечение всех сопряжений подгруппы 
Н 

ЕЕ ПЕ ы": 

Чтобы доказать максимальность Н’, докажем, что любая нормальная 
в С подгруппа внутри Н содержится в Н'. 

Возьмём внутри подгруппы Н произвольную нормальную в С полд- 
группу А: 

АСН. 

Нормальная подгруппа инвариантна, а значит, любой элемент груп- 
пы С самосопрягает подгруппу Л: 

АЗ = А для любого элемента д Е С. 

Поэтому подгруппа А содержится в любом сопряжении подгруппы 
П: 

А = А? С НЯ для любого элемента 9 Е С, 

а, отсюда содержится и в пересечении всех сопряжений подгруппы Н: 

АС Пес 

То есть, подгруппа А содержится в подгруппе Н’. Раз внутри под- 
группы Н любая нормальная в С’ подгруппа содержится в Н’, то Н’ 
больше любой другой нормальной в С подгруппы внутри Н. То есть, 
Н' является максимальной нормальной в С’ подгруппой внутри Н. Тео- 
рема доказана. 
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40.12 Простая группа и пересечение и объединение 
всех сопряжений подгрупп 


Определение. Простая группа — это группа, не имеющая собственных 
нормальных подгрупп. То есть, нормальными подгруппами в простой 
группе могут быть только единица, и вся группа. 

Теорема. Пусть а — группа. Тогда следующие два условия эквива- 
лентны: 

1) С проста, 

2) пересечение всех сопряжений любой собственной подгруппы равно 
единице. 

Доказательство. Докажем следование 1) = 2). 

Пусть а — простая группа, Н — произвольная собственная подгруп- 
па: 

В, 

В простой группе нет нормальных подгрупп кроме единицы и всей 
группы. Пересечение всех сопряжений подгруппы Н является нормаль- 
ной подгруппой. Так как мы рассматриваем собственную подгруппу, то 
пересечение не может совпадать со всей группой. Следовательно, оно 
совпадает с единицей. Следование 1) = 2) доказано. 

Докажем следование 2) = 1). 

Возьмём в группе С’ произвольную собственную нормальную полд- 
группу Я: 

РР. 

Сопряжение нормальной подгруппы любым элементом группы даёт 
эту же подгруппу: 

НУ = Н для всех элементов 9 Е С. 

Поэтому пересечение всех сопряжений подгруппы Н совпадает с са- 
мой Н: 

Пес Ы 9 ЕЙ 

Но, по второму условию, пересечение всех сопряжений собственной 
подгруппы равно единице. Следовательно, подгруппа Н тривиальна: 

Ее: 

Мы выбирали собственную нормальную подгруппу Н произвольно, 
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следовательно, любая собственная нормальная подгруппа в С' является 
тривиальной. Нетривиальных собственных нормальных подгрупп в а 
нет. Это значит, что С’ проста. Следование 2) = 1) доказано. Теорема, 
доказана. 

Теорема. Пусть С — группа. Тогда следующие два условия эквива- 
лентны: 

1) С проста, 

2) объединение всех сопряжений любой нетривиальной подгруппы 
совпадает со всей группой. 

Доказательство. Докажем следование 1) = 2). 

Пусть а — простая группа, Н — произвольная нетривиальная под- 
группа: 

{НН СС. 

В простой группе нет нормальных подгрупп кроме единицы и всей 
группы. Объединение всех сопряжений подгруппы Н является нор- 
мальной подгруппой. Так как мы рассматриваем нетривиальную под- 
группу, то объединение не может совпадать с единицей. Следовательно, 
оно совпадает со всей группой. Следование | = 2) доказано. 

Докажем следование 2) = 1). 

Возьмём в группе С произвольную нетривиальную нормальную полд- 
группу Я: 

{НН сс. 

Сопряжение нормальной подгруппы любым элементом группы даёт 
эту же подгруппу: 

НУ = Н для любых элементов 9 Е С. 

Поэтому объединение всех сопряжений подгруппы Н совпадает с са- 
мой Н: 

Чее НЗ =Н. 

Но, по второму условию, объединение всех сопряжений нетривиаль- 
ной подгруппы совпадает со всей группой (С. Следовательно, подгруппа 
Н совпадает со всей группой С: 

НЯ =, 

Мы выбирали нетривиальную нормальную подгруппу Н произволь- 
ной, следовательно, любая нетривиальная нормальная подгруппа в Са 
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совпадает со всей группой С. Нетривиальных собственных нормаль- 
ных подгрупп в С нет. Это значит, что С’ проста. Следование 2) = 1) 
доказано. Теорема доказана. 
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ГЛАВА 41 


Централизатор 


41.1 Централизатор является подгруппой 


Определение. Су — централизатор множества, 5 — это множество всех 
элементов группы, которые коммутируют со всеми элементами множе- 
ства ©. 

Теорема. Централизатор С'‹ множества 5 является подгруппой. 

Доказательство. 0) Замкнутость бинарной операции. 

Возьмём в централизаторе Сх множества © любые два элемента а и 
: 

аб ЕС. 

По определению централизатора, элементы а и 6 коммутируют с лю- 
бым элементом $ Е 5: 

аз =за, 168=56 для любого зЕ 5. 

Проверим коммутирование произведения аб с произвольным элемен- 
том $ из множества 5. Для этого умножим элемент аб на элемент 8 
справа, и поменяем расстановку скобок: 

(46)з = а(63). 

Элемент 6 является элементом из централизатора множества 5, и 
поэтому коммутирует с элементом $ Е 5. Значит, мы можем поменять 
местами элементы в и 3: 

а(53) = а(36). 

Элементы группы ассоциативны, мы можем поменять расстановку 
скобок: 

а(86) = (а3)6. 

Элемент а является элементом из централизатора множества 5, и 
поэтому коммутирует с элементом $ Е 5. Значит, мы можем поменять 
местами элементы а и 8: 

(43)6 = (3а)6. 

Поменяем расстановку скобок: 

(заб = 3(а6). 
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Через цепочку равенств мы пришли от выражения (а6)5 к выраже- 
нию 5(а6). Следовательно, эти выражения равны: 

(а6)з = 3(а6). 

аб коммутирует с произвольным элементом $ из множества 5, а зна- 
чит, элемент аб принадлежит централизатору Сз множества 5: 

аб Е Сс. 

Получается, что произведение любых элементов из централизатора 
даёт элемент из централизатора. Замкнутость бинарной операции до- 
казана. 

1) Ассоциативность следует из того, что все элементы централизато- 
ра являются элементами группы, а они ассоциативны. 

2) Наличие единицы. 

Единица группы коммутирует со всеми её элементами, в том числе 
со всеми элементами множества, 5. Значит, единица принадлежит цен- 
трализатору С множества, 5. Получается, что в централизаторе есть 
единица. Наличие единицы доказано. 

3) Наличие обратных элементов в централизаторе. 

Возьмём в централизаторе С множества 5 произвольный элемент а: 

ае С. 

Во всей группе к элементу а имеется его обратный а". Проверим, что 


1 


элемент а“ находится в централизаторе. Для этого проверим его ком- 


мутирование с произвольным элементом $ из множества 5. Для этого 


й 


умножим произведение а `3 на единицу справа и учтём, что умножение 


на единицу ничего не меняет: 


а 13 — а !ве. 
Заменим единицу на произведение обратных элементов аа {: 


а 1зе = а аа“ 


1 


В середине выражения а `заа ` стоит произведение элементов за. 
Элемент а принадлежит централизатору множества 5, и поэтому ком- 
мутирует с элементом $. Значит, мы можем поменять местами элементы 
5 иав формуле: 


а ‘заа\" 1 1 


=а а3а . 


Произведение обратных элементов а ‘а равно единице: 


а 'аза-\ — ева‘. 
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Умножение на единицу ничего не меняет: 


еза \ ИИ а. 


Через цепочку равенств мы пришли от выражения @` 15 к выражению 
за '. Следовательно, эти выражения равны друг другу: 

а—18 = ва 1. 

Коммутирование проверено. Обратный элемент а`' тоже принадле- 
жит централизатору: 

= Св. 

Получается, что любой элемент из централизатора имеет обратный 
элемент в этом же централизаторе. Наличие обратных элементов дока- 
зано. 

Мы доказали все свойства группы для централизатора С множества 


©. Следовательно, Сб является подгруппой. Теорема, доказана. 


41.2 Центр группы является абелевой подгруппой 


Определение. Центр группы — это множество всех элементов группы, 
которые коммутируют со всеми элементами группы. 

Теорема. Центр группы является подгруппой. 

Доказательство. Пусть а — группа. Группа — это множество. Центр, 
по своему определению — это множество всех элементов группы, кото- 
рое коммутирует со всеми элементами группы (С. То есть, центр являет- 
ся централизатором Се всей группы С. В параграфе «Централизатор 
является подгруппой» доказана, теорема, соответствующая названию. 
Таким образом, центр, являясь централизатором, является подгруппой. 
Теорема доказана. 

Теорема. Центр является абелевой группой. 

Доказательство. По определению, элементы центра коммутируют со 
всеми элементами группы. Элементы центра тоже являются элемента- 
ми группы, а значит, элементы центра коммутируют друг с другом. Си- 
туация, когда все элементы центра коммутируют друг с другом, озна- 
чает, что центр является абелевой подгруппой. Теорема доказана. 
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41.3 Центр является характеристической 
подгруппой 


Определения. 

Автоморфизм — это взаимно однозначный гомоморфизм (изомор- 
физм) группы на себя. 

Характеристическая подгруппа, — это подгруппа, отображающаяся в 
саму себя при любом автоморфзиме. 

Теорема. Центр группы является характеристической подгруппой. 

Доказательство. Пусть С’ — центр группы С. Чтобы доказать, что 
центр характеристическая группа, нужно доказать, что при любом ав- 
томорфизме { центр С отображается в самого себя: 

ЕО. 

Мы сможем это доказать, если докажем, что все элементы из множе- 
ства }(С’) коммутируют со всеми элементами группы С. 

Возьмём в множестве (С) произвольный элемент }(с) (се С); ав 
С произвольный элемент д: 

Кое ХС) чЕС. 

При автоморфизме группа отображается на себя, то есть, все эле- 


менты группы имеют прообраз. В том числе элемент д имеет прообраз 
/ 


9: 

1(9') = 9. 

Перемножим эти элементы }(с) и 9: 

1(с)9 = Л(©)Л(9)). 

Автоморфизм является гомоморфизмом, а гомоморфизм сохраняет 
бинарную операцию: 

1(с)Л(9’) = 1(с9)). 

Элемент с принадлежит центру С группы С’, поэтому коммутирует 
с любым элементом из С, в том числе с элементом 0': 

[(с9') = 1(9 с). 

Воспользуемся свойством автоморфизма сохранять бинарную опера- 
ЦИЮ: 


Кс) = Д9)Л(е) = 9 (с. 


ТО 


Через цепочку равенств мы пришли от выражения }(с)9 к выраже- 
нию 9/(с). Следовательно, эти выражения равны: 

(69 = 91 (с. 

Получается, что произвольный элемент }(с) из множества /(С’) ком- 
мутирует с произвольным элементом д из группы С. Это означает, что 
все элементы из множества /(С’) принадлежат центру С’ группы (С, что 
означает включение: 

ао 

Таким образом, центр С' переводится произвольным автоморфизмом 
в самого себя, следовательно, является характеристической подгруп- 
пой. Теорема доказана. 


41.4 Факторгруппа по центру не может быть 
циклической 


Теорема. Факторгруппа по центру не может быть нетривиальной цик- 
лической группой. 

Доказательство. Допустим, что теорема неверна: существует группа 
С’, в которой факторгруппа, С/С' по центру С' является нетривиальной 
циклической группой. 

Циклическая группа, порождается одним элементом. Порождающий 
элемент группы С/С' обозначим а: 

С/С = (а). 

Элемент факторгруппы С/С! является смежным классом по подгруп- 
пе С. Возьмём в смежном классе а какой-нибудь элемент а: 

аеа. 

Любой элемент смежного класса является его представителем, в том 
числе элемент а является представителем смежного класса а: 

а=аС. 

Так как факторгруппа С/С циклическая, то любой смежный класс 
в С по подгруппе С имеет вид образующего смежного класса а в неко- 
торой степени: 


ас)”. 
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Центр С коммутирует с любым элементом группы, поэтому мы мо- 
жем разделить члены в скобке: 

О 

Умножение подгруппы на себя даёт эту же подгруппу. Значит и воз- 
ведение подгруппы в степень даёт эту же подгруппу: 

ао ас. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения а^ к выражению 
а^С'. Следовательно, эти выражения равны: 

а ==а`С' 

Возьмём в группе С два произвольных элемента 91 и 9: 

От, 92 = С. 

Смежные классы покрывают группу, то есть любой элемент группы 
С находится в некотором смежном классе а^ = а^С: 

еа"С бе”. 

Следовательно, элементы д1 и 42 имеют вид 

и=а“е, 9д2=а”с, тглес, ЕС. 

Исследуем элементы 01 и 92 и из компоненты разложения на комму- 
тативность. Элементы 491 и 42 состоят из элементов а, а”, СТ, С2 В ка- 
честве членов произведений. Элементы а^! и а^? коммутируют, потому 
что принадлежат одной и той же циклической группе (а), а цикличе- 
ская группа коммутативна. Элементы с1 и с› принадлежат центру С 
группы С’, поэтому коммутируют с любыми элементами группы С, в 
том числе друг с другом и с элементами а", а®. Таким образом, все 
элементы а, а®, с, ©› коммутируют друг с другом. Следовательно, и 
элементы 01 и 92 коммутируют друг с другом: 

9192 = ай стас» = асоас = 929. 

Получается, что два произвольных элемента группы С коммутируют 
друг с другом. Это значит, что группа С’абелева. В абелевой группе 
центр совпадает со всей группой: 

а=сС. 

Факторгруппа С/С группы С по подгруппе С' = С является триви- 
альной группой, то есть состоит только из единицы: 

С/С = {=}. 


Но в допущении мы выбирали группу С такой, что её факторгруппа 


У 


по центру является нетривиальной циклической. Допущение существо- 
вания нетривиальной циклической факторгруппы по центру привело 
к противоречию с самим допущением. Следовательно, нетривиальной 
циклической факторгруппы по центру быть не может. Теорема, доказа- 
на. 


41.5 Обращение включений централизаторами 


Теорема. Пусть 

а — группа, 

5, В — подмножества, в С, 

Сс — централизатор множества 5, 

Св — централизатор множества В. 

Тогда 

из ю С В следует С 2 Св, 

из © 2 А следует Сб С Св. 

Доказательство. Докажем следование 5 С В = Сз о Сь. 

Пусть 5 С В. Элементы централизатора Св коммутируют со всеми 
элементами множества, В. Так как все элементы множества 5 являются 
элементами множества В, то все элементы централизатора С’в комму- 
тируют со всеми элементами множества ©. 

По определению, централизатор С состоит из всех элементов груп- 
пы, коммутирующих со всеми элементами множества 5. Раз все эле- 
менты множества Св коммутируют со всеми элементами множества 5, 
значит все элементы множества Св принадлежат централизатору С, 
что означает включение (5 2 Ср. 

Следование 5 С В = Су Ср доказано. 

Докажем следование 5 О В = Сус СЬ. 

Пусть © 2 В. Элементы централизатора Су коммутируют со всеми 
элементами множества 5. Так как все элементы множества В являются 
элементами множества 5, то все элементы централизатора С’ комму- 
тируют со всеми элементами множества В. 

По определению, централизатор С’в состоит из всех элементов груп- 
пы, коммутирующих со всеми элементами множества В. Раз все эле- 
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менты множества Су коммутируют со всеми элементами множества К, 
значит все элементы множества С’ принадлежат централизатору Св, 
что означает включение (5 С Ср. 

Следование © 2 В = С5 С Св доказано. Теорема доказана. 


41.6 Централизатор множества — пересечение 
централизаторов его элементов 


Теорема. Централизатор множества 5 является пересечением всех цен- 
трализаторов всех элементов из ©. 

Доказательство. Введём обозначения. 

Сз — централизатор множества, ©. 

С. — централизатор элемента $. 

Нам нужно доказать равенство С’ = П.е8С.. 

Докажем включение Сб С П.с5С.. 

Возьмём в множестве Сх произвольный элемент а: 

ае С. 

По определению централизатора, любой элемент из Сб коммутирует 
со всеми элементами множества, ©. В том числе элемент а Е С‹ комму- 
тирует с любым элементом $ из множества 5: 

43 = за для любого 8 Ею. 

Из комутационного равенства вытекает, что элемент а принадлежит 
централизатору элемента в: 

ае С. для любого ЗЕ Б. 

Раз элемент а принадлежит всем множествам С’, для всех $ Е 5, то 
он принадлежит пересечению этих множеств: 

ае П.Е$Со. 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент а из множества Сс 
принадлежит множеству П.е5С.. Следовательно, все элементы множе- 
ства Сс принадлежат множеству П.е$С%, что означает включение 

С5 с Пзе$С. 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение П.=5С. © С. 
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Возьмём в множестве П,с5С. произвольный элемент а: 

ае П.Е$Со. 

Так как элемент а принадлежит пересечению множеств П.е$С., то 
он принадлежит каждому множеству из пересечения: 

ае С. для любого элемента, $ Е 5. 

По определению, любой элемент централизатора С. коммутирует с 
элементом $. Значит, элемент а Е С. коммутирует с 8: 

а3 = за для любого элемента 8 Е р. 

Так как элемент а коммутирует со всеми элементами 8 из ©, то а 
принадлежит централизатору множества, ©: 

ае С. 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент а из множества ПЕС» 
принадлежит множеству С‘‹. Следовательно, все элементы множества 
П.е5С. принадлежат множеству Сх, что означает включение 

Пе С? С Сз. 

Обратное включение доказано. 

Из противоположных включений 

С; С П,е5Сз, —ПьеяС3 © С5 

следует равенство 

С5 — ПЕС? 

Теорема доказана. 


41.7 Централизатор объединения подмножеств 


Теорема. Централизатор объединения множеств равен пересечению цен- 
трализаторов этих множеств: 

Со,сгз; = ГиЕГСв,. 

Доказательство. В параграфе «Централизатор множества — пересе- 
чение централизаторов его элементов» доказана, теорема, соответству- 
ющая названию. Отсюда централизатор множества 5; имеет вид 

С, —- Пзе$:Сз. 

Из таких же соображений централизатор объединения множеств Ц;е15; 
имеет вид 


СЯ = Пет 5, С. 
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Рассмотрим пересечение всех централизаторов С‘, для всех индексов 
Е. 

ПегС$, == ПеКПе5,С5). 

Исследуем, из чего состоит выражение П;сг(Пе5,С.). Это пересечение 
от пересечений. Операции пересечения коммутируют друг с другом, ас- 
социативны, элементарные члены пересечений можно расставлять как 
угодно. Элементарными членами этих пересечений являются С’. — цен- 
трализаторы элементов $. Элементы $ находятся в множествах 5;, при- 
чём задействованы все индексы 1 Е Г. То есть, элементы $ берутся из 
множеств ©; для всех индексов { Е [, а значит, берутся из объединения 
множеств Чер9;. То есть, в выражении Пус1(П: с5,С%) берутся пересече- 
ния от всех централизаторов всех элементов $ из объединения множеств 
Чего: 

ПегПе $ С.) =. Пзецег8Сз- 

Выше мы установили равенство (выражение для централизатора, объ- 
единения множеств 15}: 

ПЕС — Сет. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения П;=/С5, к выра- 
жению С,_,5,. Следовательно, эти выражения равны: 

ПегС 8; = Оцгб;. 

То есть, централизатор объединения множеств равен пересечению 
централизаторов этих множеств. Теорема доказана. 


716 


ГЛАВА 42 


Нормализатор 


Определение. Нормализатор М множества, 5’ — это множество всех эле- 
ментов группы, самосопрягающих 5: 


оо при @ Е М, 


42.1 Нормализатор является подгруппой 


Теорема. Нормализатор является подгруппой. 

Доказательство. Пусть М — нормализатор множества ©. Докажем 
свойства группы для множества №. 

0) Замкнутость бинарной операции. 

Возьмём в нормализаторе М два произвольных элемента, хи у: 

ЕН, 

По определению нормализатора, все его элементы самосопрягают мно- 
жество 5, в том числе элементы хи у: 

ОР. Е. 

Возьмём произведение ху этих элементов, и сопряжём множество © 
этим произведением: 


529 = (9%) = 99 = 5. 


В итоге 5“ = ©. То есть, элемент ту самосопрягает 5, а значит, 
принадлежит нормализатору: 
ВЕ. 


Получается, что произведение любых элементов из нормализатора, № 
принадлежат ему же, что есть свойство замкнутости бинарной опера- 
ции над множеством №. Замкнутость бинарной операции доказана. 

1) Ассоциативность. Элементы нормализатора — это элементы груп- 
пы, в которой нормализатор находится, а элементы группы ассоциатив- 
НЫ. 

2) Наличие единицы. 

Сопряжём множество 5 единицей: 

бе бен, 

ЕЕ 


Получается, что единица самосопрягает множество ©, а значит при- 
надлежит нормализатору: 

ее ^№. 

Таким образом, в нормализаторе М множества 5 имеется единица. 
Наличие единицы доказано. 

3) Наличие обратных элементов. 

Возьмём в нормализаторе произвольный элемент т: 

хе м. 

Во всей группе к нему есть обратный х`'. Сопряжём множество 5 


элементом т! и воспользуемся тем, что 5 = 57; 


9 = (59) = 5" = 56 = 5. 

Получается, что обратный элемент самосопрягает 5, а значит при- 
надлежит нормализатору: 

1 ЕМ. 

То есть, произвольный элемент нормализатора имеет обратный внут- 
ри самого нормализатора. Наличие обратных элементов доказано. 

Мы доказали все свойства группы для нормализатора М множества 
©. Следовательно, нормализатор М множества 5 является подгруппой. 
Теорема доказана. 


42.2 Подгруппа находится внутри своего 
нормализатора 


Теорема. Подгруппа находится внутри своего нормализатора. 

Доказательство. 

Обозначения. 

а — группа, 

А — подгруппа в С, 

М№ — нормализатор подгруппы А. 

По определению, нормализатор состоит из всех элементов 1х, самосо- 
прягающих множество Д: 

т 'Ат = А для любых элементов т Е №. 

Умножим обе части этого равенства слева, на ху, получаем 
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Ах = тА, для любых элементов хе №. 

Таким образом, можно дать другое определение нормализатора: нор- 
мализатор — это множество всех элементов т, коммутирующих с груп- 
пой А. 

Если умножить группу на свой элемент, то получается та, же самая 
группа: 

аА = Аа = А для любого элемента а Е А. 

Из этого равенства получается, что подгруппа коммутирует с любым 
своим элементом, а значит, любой элемент подгруппы принадлежит 
нормализатору. Из этого следует, что подгруппа А находится внутри 
своего нормализатора: 

АСМ. 


Теорема доказана. 


42.3 Нормализатор внутри подгруппы 


Определение. Мн(5) — нормализатор множества 5 в подгруппе Н — 
совокупность всех элементов из Н, самосопрягающих 5. 

Теорема. № н(5) является подгруппой. 

Доказательство. Все элементы, самосопрягающие множество ©, на- 
ходятся в нормализаторе (по определению нормализатора). 

Обозначение. М — нормализатор множества, ©. 

В параграфе «Нормализатор является подгруппой» доказана, теоре- 
ма, соответствующая названию. Таким образом, М — это подгруппа. 

Внутри подруппы Н все элементы, самосопрягающие 5, принадлежат 
также и нормализатору. То есть, элементы множества, Мн (5) находятся 
одновременно в подгруппе Н и в нормализаторе №. Следовательно, 
Мн (5) находится в их пересечении: 

Мн(5) © НПМ№. 

В то же время, все элементы из пересечения Н П М находятся в 
подруппе Н и самосопрягают 5’, то есть, пересечение Н П М находится 
внутри М№н(5): 

НПМС Мн(5). 
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Раз множества Н П № и М№н(5) друг в друга включаются, то они 
равны: 

Мао = НП. 

При этом пересечение подрупи является подруппой, а значит, НИМ = 
М№н(5) — подгруппа. Теорема доказана. 


42.4 Сопряжённые нормализаторы 


Теорема. Нормализаторы сопряжённых подгрупи сопряжены друг с 
другом. 

Доказательство. Пусть Ат и А2 — подгруппы, М и № — их норма- 
лизаторы. 

Эту теорему удобно доказывать в определённых обозначениях. По- 
этому разберёмся сначала, с обозначениями. 

Мы уже определяли обозначение А? = д 'Ах. При таком обозначе- 
нии мы доказывали полезное тождество А“ = (А*)У. В этом доказа- 
тельстве мы воспользуемся этим тождеством несколько раз. 

Так же полезна зависимость, что если А? = В, то А = В=”'. 

Определим новое обозначение. АЗ — это сопряжение множеством, 
будем понимать под ним объединение всех множеств вида 4 = ' 4$, 
для всех бе В: 

АВ = ев.А5. 

В нашем случае с А! и его нормализатором №! получается всё просто: 
каждый элемент $ нормализатора самосопрягает А1, то есть А? = А1. 
Следовательно, если объединить все множества, Ат для всех элементов 
нормализатора, $ Е М, то мы получим множество Ал: 

Чзем, 1 = А1. 

В итоге получается равенство 

Я д 

Аналогично 

А? = А.. 

Пусть Ат и А2 сопряжены друг с другом: 

т = А.. 
Соответственно, имеется равенство 
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—1 
И ий 
Посмотрим, что получится, если сопрячь группу А› сопряжением 
т 
первого нормализатора №7. Раскроем в выражении А.‘ обозначение 
сопряжения №7: 
№? хо ИМ 
А‘ = А. 
Воспользуемся правилом А? = (А*)У, чтобы отделить элемент 271: 
—1 ЗЕ 
хх №Мх __ хм х 

А. = (48 =. 

Множества Аз и А2 сопряжены. Для них выше мы установили равен- 
ство А! = А5”. Воспользуемся этим равенством для преобразования 
выражения: 

—1 
М т — АМ 
А. 
С помощью правила А?9 = (А?) отделим №; от т: 
М т с. М ИЯ 

а: 

Множество №! является нормализатором подгруппы Ат, и поэтому 
самосопрягает её: 

А: — А 
(Ат) = А! 
Для сопряжённых подгрупп Ат и А> выше мы установили равенство: 
Х — 
М? 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения 45 ' к выражению 
А2. Следовательно, эти выражения равны: 

№? 

Получается, что множество №? самосопрягает подгруппу Ао, следо- 
вательно, включается в её нормализатор: 

№ С №. 

Далее, сопряжём подгруппу Ат сопряжением второго нормализатора, 

= Мо —1 
№ . Раскроем в выражении 41° обозначение сопряжения № : 


—1 
№ №1 
А“ =А\ 
Воспользуемся правилом А“ = (А?)У, чтобы отделить элемент 2: 
Е - х\ №1 
А = (7) | 
Множества Ат и А2 сопряжены. Для них выше мы установили ра- 
венство АТ = 42. Воспользуемся этим равенством для преобразования 


выражения: 
ИЯ №1 — №1 
(АТ) — А. : 
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С помощью правила А“9 = (А*)9 отделим № от 17": 


№т—1 __ №1 
А = (АМ. 
Множество № является нормализатором подгруппы 42, и поэтому 
самосопрягает её: 
№`\х1 — д 
(4 =. 
Для сопряжённых подгрупп А1 и 42 выше мы установили равенство: 
—1 
А = А:. 
№" 
Через цепочку равенств мы пришли от выражения А1° к выраже- 
нию А1. Следовательно, эти выражения равны: 
№" 
Из м. А 
десь множество № самосопрягает подгруппу А1, следовательно, 
включается в её нормализатор: 
№7 СМ. 
Таким образом, мы имеем два, включения: 
А. МС ЛЬ 
Сопряжём обе части второго включения №" С М! элементом т, 
получим: 
№ С №. 
В итоге мы установили два противоположных включения: 
МС №, № М, 
из которых следует равенство 
№ = М№Р. 


Нормализаторы оказались сопряжёнными. 'Георема доказана. 


Г. 


ГЛАВА 43 


Классы сопряженности 


43.1 Отношение эквивалентности и классы 
эквивалентности 


Определения. 

Х х У — декартово произведение двух множеств Х и У — это мно- 
жество всех пар (т, у), гете Х, уЕУ. 

Бинарное отношение ВБ на множестве Х — это подмножество декар- 
това произведения Хх Х. (То есть, некоторые пары (5, /) входят в В, 
а некоторые не входят.) 

Отношение эквивалентности — это бинарное отношение, обозначает- 
ся ту, (т, уЕ Х) со свойствами: 

1) рефлексивность: 1 ^> х для всех элементов 1 Е Х. 

2) симметричность: 1 > у > ух, 

3) транзитивность: из д м уи у ^> 2 следует т ^> 2. 

Класс эквивалентности с представителем а Е Х — это подмножество 
в Х, в котором все элементы эквивалентны элементу а. 

Теорема. Элемент а входит в класс эквивалентности с представите- 
лем а. 

Доказательство. По первому свойству отношения эквивалентности 
имеется отношение а ^^ а. То есть, элемент а эквивалентен элементу 
а, и поэтому входит в класс эквивалентности с представителем а. Тео- 
рема, доказана. 

Теорема. Классы эквивалентности над множеством Х покрывают всё 
множество Х. То есть, каждый элемент из Х находится в некотором 
классе эквивалентности. 

Доказательство. Возьмём в множестве Х произвольный элемент а: 

ЧЕТА: 

С помощью этого элемента, можно образовать класс эквивалентности 
А, все элементы в котором эквивалентны элементу а. В классе экви- 
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валентности А элемент а играет роль представителя. В предыдущей 
теореме доказано, что представитель класса эквивалентности принад- 
лежит этому классу эквивалентности. В нашем случае 

ае А. 

Получается, что произвольный элемент а из множества Х находится 
внутри класса эквивалентности. Значит, классы эквивалентности по- 
крывают всё множество Х. Теорема доказана. 

Теорема. В классе эквивалентности все элементы эквивалентны друг 
другу. 

Докзательство. Рассмотрим произвольный класс эквивалентности А 
с представителем а. Возьмём в А любые два элемента В и с: 

СЕЛА. 

По определению класса эквивалентности, раз элементы 6 и с принад- 
лежат А с представителем а, то выполняются отношения 

ам алс. 

По второму свойству отношения эквивалентности из а ^> 6 следует 

ра. 

По третьему свойству отношения эквивалентности из 6 м аиамс 
следует 

р с. 

Эквивалентность произвольных элементов 6 и с из класса, эквива- 
лентности А доказана. Теорема доказана. 

Теорема. Пусть А — класс эквивалентности с представителем а. То- 
гда класс эквивалентности с любым другим элементом из А в качестве 
представителя совпадает с А. 

Доказательство. Возьмём в классе эквивалентности А произвольный 
элемент 6: 

БЕЛ. 

Пусть В — это класс эквивалентности с представителем 6. Сравним 
множества Аи В. 

Докажем включение В С А. 

Возьмём в В произвольный элемент с: 

СЕВ. 

По определению класса эквивалентности В, любой элемент в нём 
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эквивалентен элементу 6, в том числе элемент с: 

Ь > с. 

Так как БЕ А, то 6 эквивалентен представителю а: 

а > 6. 

По третьему свойству отношения эквивалентности, из отношений а => 
Биб -> с следует отношение 

ОНО: 

То есть, элементы а и с эквиваленты, а значит с входит в класс эк- 
вивалентности А с представителем а: 

сЕА. 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент с из множества В 
принадлежит множеству А, следовательно, все элементы из множества 
В принадлежат множеству А, что означает включение: 

ВСА. 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение А С В. 

Возьмём в множестве А произвольный элемент с: 

СсЕА. 

По определению класса эквивалентности А, любой элемент в нём эк- 
вивалентен элементу а, в том числе элемент с: 

са. 

Так как 6 находится в классе эквивалентности А с представителем а, 
то 

а > 6. 

По третьему свойству отношения эквивалентности, из отношений с г 
аиа ^> 6 следует отношение 

сб. 

То есть, с входит в класс эквивалентности В с представителем 6: 

№. 

Мы пришли к тому, что любой элемент из множества А принадлежит 
множеству В, следовательно, все элементы из множества А принадле- 
жат множеству В, что означает включение 

АСВ. 


Обратное включение доказано. 
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Из противоположных включений 

АСВ, ВСА 

следует равенство 

А = В. 

Мы ввели класс эквивалентности ВБ таким, что его представителем 
является произвольный элемент из А. Получилось, что классы экви- 
валентности А и В равны. Таким образом, класс эквивалентности с 
произвольным элементом из А в качестве представителя совпадает с 
самим А. Теорема, доказана. 

Определения. 

АПВ — пересечение множеств А и В — это множество всех общих 
для Аи В элементов. То есть, множество всех элементов, которые со- 
держатся одновременно в А ив В. 

Непересекающиеся множества — это множества, не имеющие общих 
элементов. 

Теорема. Разные классы эквивалентности не пересекаются. 

Доказательство. Допустим, два разных класса эквивалентности А и 
В пересекаются: 

АПВ - 5. 

Возьмём в пересечении А П В какой-нибудь элемент с: 

СЕАПВ. 

Раз элемент с принадлежит пересечению множеств АП В, то он при- 
надлежит каждому множеству из пересечения: 

СЕА, СЕВ. 

Обозначение. С’ — класс эквивалентности с представителем с. 

Так как с — элемент из класса эквивалентности А, то класс эквива- 
лентности С’ с представителем с совпадает с Д: 

С = А. 

Аналогично, из-за принадлежности с Е В класс эквивалентности В 
совпадает с классом эквивалентности С с представителем с: 

ао 

Раз А и В совпадают с одним и тем же классом эквивалентности, то 
они и друг с другом совпадают: 
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Но в допущении мы указывали, что это разные классы. Следова- 
тельно, допущение приводит к противоречию с самим собой, и разные 
классы эквивалентности не могут пересекаться. Теорема, доказана. 

Итог. Отношение эквивалентности на множестве Х разбивает мно- 
жество Х на непересекающиеся классы эквивалентности. 


43.2 Классы сопряжённости 


Определение. Множество 5” сопряжено с 5 по подгруппе Н, если 5" = 
5? для некоторого элемента х из Н. 

Такое сопряжение является бинарным отношением, потому что вы- 
деляет некоторые пары подмножеств из всех возможных пар подмно- 
жеств. 

Теорема. Сопряжение по подгруппе Н является отношением эквива- 
лентности, и поэтому разбивает множество всех подмножеств в группе 
на классы эквивалентности (называются классы сопряжённости). 

Доказательство. Докажем, что отношение сопряжения множеств по 
подгруппе Н является отношением эквивалентности. Для этого дока- 
жем определяющие свойства отношения эквивалентности для отноше- 
ния сопряжения по подгруппе Н. 

1) Рефлексивность: 5 ^> 5. 

Возьмём в множестве всех подмножеств группы произвольное мно- 
жество 5. Так как Н является подгруппой, то в ней есть единипа е. 
Сопряжём единицей множество 5: 

о о: 

Получается, что множество 5 сопряжено с самим собой с помощью 
элемента е из подгруппы Н. Это значит, что множество 5 находится в 
отношении сопряжения с самим собой: 

а ь. 

При этом множество 5 мы выбирали произвольно. Рефлексивность 
доказана. 

2) Симметричность: 5” > 5 = 5 => 5". 

Пусть два множества 5’ и 5 находятся в отношении сопряжения: 

ео. 

ТГ 


Это означает, что множество 5” является сопряжением множества 5 
некоторым элементом т из подгруппы Н: 

5’ = 51, гетЕН. 

Так как Н подгруппа, то в ней есть обратный элемент к элементу т: 

ЕН. 

Сопряжём обе части равенства 5” = 5? элементом 2": 

О 

В параграфе <,5“9 = (5*)/5 доказана формула, соответствующая на- 
званию. Воспользуемся ею для преобразования исследуемого выраже- 
НИЯ: 

(9 = 5" = 56 = 5. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения (5” = к выраже- 
нию 5. Следовательно, эти выражения равны: 

(5' = А. 

Таким образом, множество 5 является сопряжением множества 5’ 
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элементом т _^ из подгруппы Н. Следовательно, множество 5 находится 


в отношении сопряжения с множеством 5": 

В 

В итоге мы из наличия отношения 5" -> 5 доказали наличие отно- 
шения 5 - 5’, что есть свойство симметричности. Симметричность 
доказана. 

3) Транзитивность: 5” ^> 5’, 5’ 5, = 5/5. 

Пусть имеются отношения 

О О а 

Эти отношения означают, что множество 5” является сопряжением 
множества 5” некоторым элементом т из подгруппы Н, а множество 
5" является сопряжением множества 5 некоторым элементом у из под- 


группы Н: 
5—0, 9 =. ее н.: 
Подставим в равенство 5” = (5')? вместо символа 5" его выражение 


через равенство 5” = 5%: 

Е 

В параграфе <,5“9 = (5*)У» доказана формула, соответствующая на- 
званию. В соответствии с этой формулой заменим в равенстве 5” = 
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(5%)? правую часть на выражение 5%”: 

ЕО. 

Н является подгруппой, в подгруппе бинарная операция замкнута. 
Это значит, что раз элементы у и т принадлежат Н, то их произведение 
ух принадлежит этой же подгруппе: 

хЕН. 

Таким образом, множество 5” является сопряжением множества 5 
элементом ух из подгруппы Н. Это означает, что множество 5” нахо- 
дится в отношении сопряжения с множеством ©: 

а. 

В итоге мы доказали, что из отношений 5” -> 5”, 6” ^^ 5 следует от- 
ношение 5” = ©. А это есть свойство транзитивности. Транзитивность 
доказана. 

Мы доказали все свойства отношения эквивалентности для отноше- 
ния сопряжения. Следовательно, отношение сопряжения является от- 
ношением эквивалентности. Как и любое отношение эквивалентности, 
отношение сопряжения разбивает множество, на котором оно опреде- 
лено, на классы эквивалентности. Отношение сопряжения определено 
на множестве всех подмножеств группы. Значит, множество всех под- 
множеств группы разбивается на классы эквивалентности отношением 
сопряжения. Теорема доказана. 

Определение. Классы сопряжённости по подгруппе Н — это классы 
эквивалентности в бинарном отношении сопряжения по подгруппе Н. 
(Элементами этих классов эквивалентности являются подмножества в 
группе.) 

Теорема. Все множества в одном классе сопряжённости имеют оди- 
наковую мощность. 

Доказательство. В параграфе «Сопряжение является изоморфизмом» 
доказано следствие о том, что сопряжённые множества имеют одина- 
ковую мощность. В классе сопряжённости все множества сопряжены 
друг с другом. Следовательно, они имеют одинаковую мощность. Тео- 
рема, доказана. 

Теорема. Если в классе сопряжённости есть подгруппа, то все мно- 
жества в этом классе сопряжённости являются подгруппами. 
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Доказательство. В параграфе «Сопряжение подгруппы является под- 
группой» доказана, теорема, соответствующая названию. В классе со- 
пряжённости все множества сопряжены друг с другом. Если в классе 
сопряжённости есть хотя бы одна подгруппа, то все остальные множе- 
ства являются подгруппами. Теорема доказана. 


43.3 Количество элементов в классе сопряжённости 


Теорема. Пусть 

а — группа, 

© — подмножество, 

Н — подгруппа, 

Мн(5) — нормализатор множества 5 в подгруппе Н, 

Сз — класс сопряжённости по подгруппе Н с представителем 5. 

Тогда число элементов в классе сопряжённости Сб равно индексу 
нормализатора Мн (5) внутри подгруппы Н. То есть, равно количеству 
смежных классов нормализатора в Н: 

Ся = НИ Мн). 

Доказательство. Обозначим нормализатор М№н(5) = О. Разложим 
подгруппу Н на левые смежные классы по подгруппе 0: 

Н=)+ Ото +... Оль, 

"т — количество смежных классов (индекс нормализатора). 

Установим соответствие { между множеством всех смежных классов 
внутри Н по подгруппе 0) и классом сопряжённости (д: 

Х: Раны, — 08 = {5 Ёен. 

Установим { следующим образом: каждому смежному классу Дт; по- 
ставим в соответствие набор сопряжений всеми элементами элементами 
из смежного класса, Г)т;. То есть 

КР) = {9 сре, 

Докажем свойства взаимной однозначности для соответствия [. 

1) Задействованность всего множества, смежных классов. 

Возьмём в множестве смежных классов { Ох; }‚_/ произвольный смеж- 
ный класс [)5;: 

От; Е о 
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Этот смежный класс состоит из элементов подгруппы Н. По условию 
теоремы, мы сопрягаем множество 5 по подгруппе Н, а значит для каж- 
дого элемента 1 Е Н имеется сопряжённое множество 5”. Поэтому для 
каждого смежного класса Ол; существует хотя бы одно сопряжённое 
множество 5”, где х — элемент из смежного класса, [)т;: 

Раз у каждого смежного класса, есть непустой образ, значит всё мно- 
жество смежных классов задействовано в соответствии. Первое свой- 
ство доказано. 

2) Задействованность всего класса сопряжённости Сб. 

Каждое множество из класса, сопряжённости Су является сопряже- 
нием 5” множества 5’, где т — это элемент подгруппы Н: 

С 3 о ОЕ: 

Возьмём в классе сопряжённости С‘‹ произвольное множество 5”: 

ТЕ С, гех ЕН. 

Любой элемент из подгруппы Н лежит в некотором смежном классе 
по подгруппе /), в том числе элемент т: 

хе Пт... 

Соответствие | отображает смежный класс Ох; в множество сопря- 
жений {57} ,ерх,, среди которых имеется множество 57: 

От.) = {5 вера, 9“ Е 45" вера 

Получается, что у любого множества 57 из класса сопряжённости (6 
есть смежный класс [)т; в качестве прообраза, при соответствии }. По- 
этому весь набор множеств из класса, сопряжённости С‘‹ задействован 
в соответствии. Второе свойство доказано. 

3) Однозначность в сторону образа. 

Чтобы получить образ смежного класса О)т;, нужно сопрячь множе- 
ство © всеми элементами из этого смежного класса. Чтобы доказать 
однозначность образа, нужно доказать, что все сопрягающие элементы 
из Дт; дают одно и то же множество 5”. Докажем это в лемме. 

Лемма. Если т и у лежат в одном левом смежном классе П)х;, то 

а 

(Все элементы одного левого смежного класса сопрягают одинаково. ) 

Доказательство. Возьмём в левом смежном классе Г)т; два произ- 
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вольных элемента, хи у: 

Е 

Любой элемент из смежного класса может быть его представителем. 
Поэтому из принадлежности 1 Е От; следует равенство 

В 

Так как элемент у принадлежит произведению От, то у имеет вид 
4х, где ЧЕ П: 

у = ах, геаЕ р. 

Произведём замену с помощью этого равенства в выражении 5%: 

ОО 

В параграфе <,5“9 = (5*)У» доказана формула, соответствующая на- 
званию. В нашем случае 

сах о [58% 

Так как 4 принадлежит нормализатору О множества 5, то 59 = 5: 

[об АА. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения 5” к выражению 
от. Следовательно, эти выражения равны: 

а" 

Мы выбирали элементы х и у в левом смежном классе Ох; произ- 
вольно, следовательно, все элементы из левого смежного класса Ох; 
сопрягают множество 5 одинаково. Лемма, доказана. 

Из этой леммы следует, что все элементы одного смежного класса 
дают при сопряжении множества 5 одно и то же множество. А зна- 
чит, образ смежного класса Ох; при соответствии | состоит лишь из 
одного множества из класса сопряжённости (5. То есть, соответствие 
однозначно в сторону образа. Третье свойство доказано. 

4) Однозначность в сторону прообраза. 

Лемма. Если 5” = 5%, то х и у лежат в одном левом смежном классе 
по подгруппе ДО: 

В 

(Все одинаково сопрягающие элементы находятся в одном левом смеж- 
ном классе). 

Доказательство. Пусть элементы х и у сопрягают множество 5 оди- 
наково: 
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О =. 

Сопряжём обе части этого равенства элементом 17": 
м са 

р 


Проведём выкладки для левой и правой частей равенства по отдель- 





НОСТИ: 
—1 —1 
5 = 525 —= 5е а . 
(597 = 59". 
В итоге получаем равенство 
ое. 
То есть ух! самосопрягает 5, а значит, принадлежит нормализатору: 
ут Е р. 
Умножим обе части включения на т справа, получаем 
ие: 


То есть, элемент у лежит в том же смежном классе, что и элемент т. 
Лемма доказана. 

Если бы разные смежные классы отображались в одно множество 57, 
то элементы этих смежных классов принадлежали бы одному смежно- 
му классу, что является противоречием. Следовательно, прообраз мно- 
жества 5“ при отображении | должен содержать не более одного смеж- 
ного класса. Четвёртое свойство доказано. 

Мы доказали все свойства взаимной однозначности для соответствия 
Т. Следовательно, } взаимно однозначно. 

Так как между множеством смежых классов и классом сопряжён- 
ности С множества 5 по подгруппе Н имеется взаимно однозначное 
соответствие, то количество смежных классов равно количеству эле- 
ментов в классе сопряжённости: 

С = НИР = НИМ 

Теорема доказана. 

Следствие. Порядок группы равен сумме индексов некоторых под- 
групп: 

[С = С1 + С2+...+ С, (С; — это индекс некоторой подгруппы). 

Каждый С}; делит порядок группы |С|. 





Доказательство. На элементы группы можно смотреть как на од- 
ноэлементные подмножества. И рассматривать классы сопряжённости, 
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состоящие из одноэлементных подмножеств. 

Чтобы получить классы сопряжённости, будем сопрягать элементы 
группы С по всей группе С. Каждый элемент группы находится в 
некотором классе сопряжённости. Таким образом, группа разбита на 
непересекающиеся классы сопряжённости, отсюда количество элемен- 
тов в группе равно сумме количеств элементов в классах сопряжённо- 
сти. Другими словами, порядок группы равен сумме мощностей классов 
сопряженности. 

Каждому элементу соответствует его нормализатор. Количество эле- 
ментов в классе сопряжённости равно индексу нормализатора. Поэтому 
сумма мощностей классов сопряжённости сводится к сумме индексов С} 
нормализаторов. Каждый нормализатор является подгруппой. Таким 
образом, порядок группы равен сумме индексов некоторых подгрупп: 

|С| = С++ С5+... + С, (С; — это индекс некоторой подгруппы). 

По теореме Лагранжа, порядок группы равен произведению поряд- 





ка подгруппы на её индекс. Отсюда каждый индекс (» делит порядок 
группы. Следствие доказано. 


43.4 Классы сопряжённости в нормальных 
подгруппах 


Теорема. Пусть С — группа, Н — подгруппа. Рассмотрим классы со- 
пряжённости (сопряжение по всей группе С’) с элементами группы в ка- 
честве представителей (классы сопряжённости из одноэлементых под- 
множеств). Тогда следующие условия эквивалентны: 

1) Н — нормальная подгруппа, 

2) если класс сопряжённости пересекается с подгруппой Н, то он 
пеликом находится в Н. 

Доказательство. Докажем следование 1) = 2). 

Пусть Н — нормальная подгруппа. Докажем, что если с ней пересе- 
кается класс сопряжённости, то он находится целиком в подгруппе. 

Пусть С — класс сопряжённости, пересекающийся с подгруппой Н: 


НОС#в. 
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Возьмём из пересечения Н ПС произвольный элемент с: 

сЕНПС. 

Так как элемент с принадлежит пересечению множеств Н ПС, то он 
принадлежит каждому множеству из пересечения: 

СЕН, СЕС. 

Раз с принадлежит классу сопряжённости С’, то, сопрягая элемент 
с всеми элементами группы С, мы получим класс сопряжённости С 
целиком: 

Чесс } ее. 

С другой стороны, элемент с принадлежит нормальной подгруппе Н, 
и сопряжение не может вывести с за пределы нормальной подгруппы: 

с9 Е Н для любых элементов 9 Е С. 

Получается, что все элементы класса сопряжённости С’ находятся 
внутри подгруппы Н, что означает включение 

СА. 

Этим мы доказали, что если класс сопряжённости пересекается с 
нормальной подгруппой, то он целиком находится в ней. Следование 
1) = 2) доказано. 

Докажем следование 2) = 1). 

Пусть Н — такая подгруппа, что любой пересекающийся с ней класс 
сопряжённости находится целиком в ней. Докажем, что подгруппа Н 
нормальна. 

Возьмём в подгруппе Н произвольный элемент с: 

се. Ы. 

Сопряжём этот элемент всеми элементами группы (С, получаем класс 
сопряжённости С: 

Чесс } С, 

Класс сопряжённости С имеет общий элемент с с подгруппой Н: 

СЕС, СЕН, 

а значит Си Н пересекаются: 

СОН = ©. 

Раз класс сопряжённости С и подгруппа Н пересекаются, то, по вто- 
рому условию, класс сопряжённости С целиком лежит в Н: 


Чесс } —= (@) С Н. 
735 


Таким образом, все сопряжения элемента, с находятся в подгруппе 
Н. Элемент с мы выбирали в подгруппе Н произвольно. Получается, 
что любое сопряжение произвольного элемента, подгруппы Н переводит 
этот элемент в эту же подгруппу. 'То есть, любое сопряжение подгруппы 
Н не выводит её элементы за пределы подгруппы: 

НЯ С Н для любых элементов 9 Е Н. 

В параграфе «Инвариантность» доказана теорема о том, что если 
сопряжения подгруппы любыми элементами группы находятся внутри 
самой подгруппы, то подгруппа, инвариантна. Подгруппа Н удовлетво- 
ряет условию процитированной теоремы и поэтому является инвари- 
антной. Для подгрупп условие инвариантности и нормальности экви- 
валентны, а значит подгруппа Н нормальна. Следование 2) = 1) дока- 
зано. Теорема доказана. 

Следствие (рассуждения нестрогие, имеют больше мнемонический 
характер). Пусть а — группа. Начертим в множестве С' границы нор- 
мальных подгрупп. Множество С' разобъётся границами на непересека- 
ющиеся лоскуты, каждый лоскут состоит из непересекающихся классов 
сопряжённости с элементами группы в качестве представителей. 

Доказательство. В теореме мы доказали, что если класс сопряжён- 
ности пересекается с нормальной подгруппой, то он целиком лежит в 
ней. Таким образом, каждая нормальная подгруппа состоит из непере- 
секающихся классов сопряжённости, целиком находящихся в ней. 

Если нарисовать границу между нормальной подгруппой и остальной 
частью группы, то граница не пересечёт ни один класс сопряжённости. 
То есть, по обе стороны от границы находятся целые, не разрезанные 
классы сопряжённости. Поэтому мы можем сколько-угодно проводить 
границы нормальных подгрупп, разбивая множество группы на лос- 
куты — непересекающиеся подмножества, и внутри каждого лоскута 
будут целиком лежать непересекающиеся классы сопряжённости. След- 
ствие доказано. 
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43.5 Классы сопряжённости в простой группе 


Определение. Простая группа, — это группа, не имеющая нормальных 
подгрупп кроме единицы и всей группы. 

Теорема. Пусть С' — группа. Рассмотрим классы сопряжённости (со- 
пряжение по всей группе (С) с элементами группы в качестве предстал 
вителей. Тогда следующие два, условия эквивалентны: 

1) С простая группа, 

2) никакой класс сопряжённости, кроме единицы, не лежит целиком 
ни в какой собственной подгруппе. 

Доказательство. Докажем следование 1) = 2). 

Пусть а — простая группа. Докажем, что никакой класс сопряжён- 
ности, кроме единицы, не лежит целиком ни в какой собственной под- 
группе. 

Допустим, что теорема неверна: имеется неединичный класс сопря- 
жённости С’, целиком лежащий в собственной подгруппе Н: 

СС. Ы. 

Возьмём в классе сопряжённости С’ произвольный элемент с: 

Е ©. 

Так как С включается в Н, то любой элемент из класса, сопряжённо- 
сти С является элементом подгруппы Н, в том числе элемент с: 

СЕ: 

Н является подгруппой, в подгруппе бинарная операция замкнута. 
То есть, мы можем умножать элементы подгруппы друг с другом и 
получаются элементы из этой же подгруппы. Будем умножать элемент 
с Е Н с самим собой, получим циклическую подгруппу (с), которая 
целиком лежит в подгруппе Н: 

Я. 

Возьмём в группе С произвольный элемент д: 

9ЕС. 

В параграфе «Сопряжение является изоморфизмом» доказана, тео- 
рема, соответствующая названию. Поэтому если мы сопряжём цикли- 
ческую подгруппу (с) элементом д, то получим изоморфную ей цикли- 
ческую подгруппу (с’): 
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(с)? = (с), 

где элемент с’ является сопряжением элемента, с: 

О 

Все сопряжённые с элементом с элементы лежат в классе сопряжён- 
ности С’, а значит и в подгруппе Н: 

СЕН. 

Вся циклическая группа получается с помощью умножения образую- 
щего элемента на самого себя. При этом внутри группы Н умножение 
любых её элементов даёт элементы из этой же группы. Раз образующий 
с’ подгруппы (с’) лежит в Н, то и вся циклическая группа (с’) лежит в 
Е. 

ее. 

Получается, что сопряжение подгруппы (с) любым элементом из @ 
лежит внутри группы Н, а значит и объединение всех сопряжений под- 
группы (с) лежит в группе Н: 

Чесс) ЕВА 

В параграфе «Объединение всех сопряжений подгруппы» доказана 
теорема о том, что объединение всех сопряжений подгруппы являет- 
ся нормальной подгруппой. Значит, объединение всех сопряжений под- 
группы (с) является нормальной группой в (С. При этом Н — собствен- 
ная подгруппа, и поэтому находящееся внутри неё объединение всех со- 
пряжений подгруппы (с) тоже собственная подгруппа. Следовательно, 
в С есть нетривиальная собственная нормальная подгруппа, что озна- 
чает, что группа С' не является простой. Но в условии 1) указано, что (1 
проста. Допущение, что в С собственная подгруппа может содержать 
целиком неединичный класс сопряжённости, приводит к противоречию 
с условием 1). Значит, никакая собственная подгруппа в простой груп- 
пе С не может содержать целиком неединичный класс сопряжённости. 
Следование 1) = 2) доказано. 

Докажем следование 2) = 1). 

Пусть в группе С никакой класс сопряжённости, кроме единицы, не 
лежит целиком ни в какой собственной подгруппе. Докажем, что группа, 
С простая. 

Допустим, что группа С не является простой: в ней содержится соб- 
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ственная нетривиальная нормальная подгруппа Н: 

ее 

В параграфе «Классы сопряжённости в нормальных подгруппах» до- 
казана теорема о том, что если нормальная подгруппа пересекается с 
классом сопряжённости, то она целиком его содержит. Так как группа 
Н нетривиальная, то в ней есть неединичный элемент и соответствую- 
щий ему неединичный класс сопряжённости. Этот класс сопряжённо- 
сти целиком содержится в Н. Хотя во втором условии теоремы указано, 
что никакой неединичный класс сопряжённости не может содержать- 
ся в собственной подгруппе. Допущение, что С не является простой 
группой, приводит к противоречию со вторым условием теоремы. Сле- 
довательно, группа ( проста. Следование 2) = 1) доказано. Теорема 
доказана. 

Определение. Множество 5 порождает группу С’ — это означает, что 
группу С можно получить с помощью всевозможных произведений из 
множества ©. 

Теорема. Пусть С' — группа. Рассмотрим классы сопряжённости (со- 
пряжение по всей группе (=) с элементами группы в качестве предстал 
вителей. Тогда следующие условия эквивалентны: 

1) С — простая группа, 

2) любой класс сопряжённости, не состоящий из единицы, порождает 
всю группу С. 

Доказательство. Докажем следование 1) = 2). 

Пусть С — простая группа. Докажем, что любой класс сопряжённо- 
сти, не состоящий из единицы, порождает всю группу С. 

Возьмём в группе С произвольный класс сопряжённости С’, который 
не содержит единицу: 

еЕссс. 

Возьмём в классе сопряжённости С’ произвольный элемент с: 

СЕС, 

и образуем из него циклическую подгруппу (с). Возьмём в группе С 
произвольный элемент д: 

9ЕС. 

В параграфе «Сопряжение является изоморфизмом» доказана тео- 
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рема, соответствующая названию. Поэтому если мы сопряжём цикли- 
ческую подгруппу (с) элементом д, то получим изоморфную ей цикли- 
ческую подгруппу (с'): 

(с)? = (с), 

где элемент с’ является сопряжением элемента, с: 

© =, (6) = (69), 

Класс сопряжённости получается сопряжением любого его элемента, 
всеми элементами группы. Поэтому элемент с принадлежит классу 
сопряжённости С: 

с9 Е С для любого элемента 9 Е С. 

Таким образом, подгруппу (7) можно породить с помощью элемента, 
из класса сопряжённости С’. И так для любого элемента д из группы 
С. 

Получается, что с помощью элементов класса сопряжённости С’ мож- 
но породить подгруппу (с) и все её сопряжения. Раз с помощью С’ мож- 
но породить все сопряжения подгруппы (с), то можно породить и объ- 
единение сопряжений подгруппы (с). 

В параграфе «Простая группа, и пересечение и объединение всех со- 
пряжений подгрупп» доказана теорема о том, что в простой группе объ- 
единение всех сопряжений нетривиальной подгруппы равно всей группе 
С’. Раз элементами из класса сопряжённости С’ можно породить объ- 
единение всех сопряжений подгруппы (с), то элементами из класса со- 
пряжённости С’ можно породить всю группу С. Следование 1) = 2) 
доказано. 

Докажем следование 2) = 1). 

Пусть в группе С любой класс сопряжённости, не состоящий из еди- 
ницы, порождает всю группу С. Докажем, что группа С простая. 

Допустим, что группа С непростая. Тогда в С' существует собствен- 
ная нетривиальная нормальная подгруппа Н: 

Не С: 

В параграфе «Классы сопряжённости в нормальных подгруппах» до- 
казана теорема о том, что если нормальная подгруппа пересекается с 
классом сопряжённости, то она целиком его содержит. В нетривиаль- 
ной нормальной подгруппе Н имеется неединичный элемент с. Этот 
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элемент порождает класс сопряжённости С’, пересекающийся с Н. Сле- 
довательно, этот класс сопряжённости С’ целиком содержится в Н: 

ССН. 

Так как все элементы класса сопряжённости С’ содержатся в под- 
группе Н, то любые операции с элементами из Сдают элементы из 
подгруппы Н. Подгруппа Н является собственной, и поэтому в С су- 
ществуют элементы, не содержащиеся в Н. 

Любые произведения элементов из подгруппы Н должны давать эле- 
менты из этой же подгруппы. Выход за пределы подгруппы Н невоз- 
можен. Раз класс сопряжённости С целиком содержится в Н, то все 
возможные произведения элементов из С не должны выходить за, пре- 
делы подгруппы Н. 

Таким образом, элементами класса сопряжённости С’ невозможно по- 
родить всю группу С. Допущение, что группа С непроста, приводит к 
противоречию со вторым условием. Следовательно, группа С проста. 
Следование 2) = 1) доказано. Теорема, доказана. 
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ГЛАВА 44 


Двойные смежные классы 


Определение. 

Пусть С — группа. Пусть Н и К — подгруппы (необязательно раз- 
ные, могут быть и одинаковые). Возьмём некоторый элемент х Е Си 
рассмотрим множество НтК. 

НтК — это двойной смежный класс по подгруппам Н слева и К 
справа, с представителем т. 


44.1 Двойные смежные классы не пересекаются 


Теорема. Разные двойные смежные классы, образованные одинаковыми 
подгруппами, не пересекаются. 

Доказательство. Допустим, что теорема неистинна: существуют раз- 
ные пересекающиеся двойные смежные классы, образованные одинако- 
выми подгруппами. Обозначим их НтК и НУК: 

НхК п НУК += 5. 

Возьмём в пересечении НхК П НуК элемент 5: 

Е НхК ПНУК. 

Так как элемент принадлежит пересечению множеств НтК ПНУК, 
то он принадлежит каждому множеству из пересечения: 

Е НтК, ЕНУК. 

Все элементы двойного смежного класса НтК имеют вид Рхк, где 
р Е НВ, КЕ К. Так как д принадлежит двойному смежному классу 
НтК, то его можно представить в виде 

& = ПхАт, где р Е Н, НЕК. 

Все элементы двойного смежного класса НуК имеют вид Рук, где 
р Е НВ, КЕ К. Так как 5 принадлежит двойному смежному классу 
НуК, то его можно представить в виде 

& = Й2 Ко, где р Е Н, К ЕК. 

Из двух равенств 2 = #1хА1 и 2 = А2уК2 следует равенство 

1х1 — Й2 Ко. 
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Умножим обе части равенства, слева на Н, а справа на А: 

Нах К — НИру›К. 

Умножение группы на свой элемент даёт эту же самую группу, по- 
этому 

Ни =Н=НА ЮК=К=ЮК. 

Благодаря этим равенствам равенство НАК = НйА2уК›К прини- 
мает вид: 

НтК = НУК. 

Но в допущении указано, что двойные смежные классы НтК и НуК 
различны. Допущение существования различных пересекающихся двой- 
ных смежных классов приводит к противоречию. Следовательно, раз- 
личные двойные смежные классы не пересекаются. Теорема, доказана. 


44.2 Умножение на элемент даёт взаимно 
однозначное соответствие 


Теорема. Рассмотрим внутри группы подмножество А. Элементы под- 
множеств А и ТА взаимно однозначно соответствуют друг другу: а = 
ТИВ 

Доказательство. Установим между множествами А итА соответствие 
| по правилу: каждому элементу а из множества А соответствует эле- 
мент та из множества хД: 

Т(а) = ха для всех элементов а Е А. 

Докажем свойства взаимно однозначного соответствия для {. 

1) Задействованность всего множества, А. 

Соответствие } определено для всех элементов из множества 4, по- 
этому всё множество А задействовано в соответствии. 

2) Задействованность всего множества хА. 

Каждый элемент ха из множества хА является образом элемента, 
аеЕ А: 

ра Ееа: 

Следовательно, всё множество хА задействовано в соответствии. 

3) Однозначность в сторону образа. 
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По определению соответствия |, каждому элементу а Е А ставит- 
ся в соответствие только один элемент ха. При этом произведение та 
является одним элементом группы. Это значит, что соответствие } од- 
нозначно в сторону образа. 

4) Однозначность в сторону прообраза. 

Допустим, что в прообразе некоторого элемента та Е тА есть два 
разных элемента, ал, а2 Е А: 

(а =ча,.. а) =аа. 

Из этих двух равенств следует равенство 

Г(ал) = Г(а2). 

Воспользуемся определением соответствия $: }(а) = та для любых 
элементов а Е А. Получаем равенство 

фол = фа. 

Домножим обе части равенства на элемент х`' слева; 


т (тал = ар. 


Произведение обратных элементов равно единице: 7 1х = е, поэтому 

еал = еа>. 

Умножение на единицу ничего не меняет, так что мы приходим к 
равенству 

ал = @2. 

Но в допущении указано, что элементы а1 и а2 разные. Допущение 
неоднозначности прообраза противоречит самому себе. Следовательно, 
прообраз любого элемента, из множества, х.А состоит из одного элемента. 
Соответствие | однозначно в сторону прообраза. 

Мы доказали все определяющие свойства взаимной однозначности 
для соответствия }. Следовательно, между множествами А и ТА есть 
взаимно однозначное соответствие |: а <; та для всех элементов а Е 
А. Теорема доказана. 
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44.3 Умножение двойного смежного класса НтА 


на 71 слева 


Утверждение. Если НтА — двойной смежный класс, то множество 
т 'НтК тоже является двойным смежным классом. 

Доказательство. В параграфе «Сопряжение подгруппы является под- 
группой» доказана теорема, соответствующая названию. Следователь- 
но, множество т 'Нх является подгруппой. 

Умножим единичный элемент слева на подгруппу х 'Нх, а справа 
на подгруппу А, получаем двойной смежный класс 

Над. 

Так как умножение на единицу ничего не меняет, мы её можем убрать 
из записи: 

(%'НзеКк = 'НкК. 

Таким образом, множество Хх 'НтК является двойным смежным клас- 
сом по подгруппам х`'Нт слева и К справа. Утверждение доказано. 

Утверждения. Рассмотрим двойные смежные классы НзК ит 'Н%К. 


1 слева отображает каждый левый смеж- 


1) Умножение на элемент т 
ный класс по Н в двойном смежном классе НхК целиком на левый 
смежный класс по х(Нх в двойном смежном классе т 1НзК, 


1 слева отображает каждый правый смеж- 


2) Умножение на элемент 5 
ный класс по К в двойном смежном классе НхИА целиком на правый 
смежный класс по К в двойном смежном классе х 'НтК. 

Доказательство. 1) Докажем первое утверждение. 

Возьмём в двойном смежном классе НхК произвольный левый смеж- 
ный класс по Н. Обозначим его НтК. Умножим его на элемент 11 
слева, получаем множество т 'Нзжк. Это множество является левым 
смежным классом по подгруппе х`'Нт. Так как элемент А принадле- 
жит подгруппе К, то смежный класс т 'НтЁ находится внутри двой- 
ного смежного класса 1 'НтК: 

из КЕ К следует х'Нхк С т НК. 

Таким образом, при умножении на элемент 1" произвольный левый 
смежный класс НхЕ по подгруппе Н в двойном смежном классе НтК 


отобразился целиком на левый смежный класс (Нк по подгруппе 


745 


т 'Нт в двойном смежном классе т 'НхК. Первое утверждение до- 
казано. 

2) Докажем второе утверждение. 

Возьмём в двойном смежном классе НтК произвольный правый смеж- 
ный класс по К. Обозначим его йхК. Умножим его на элемент 57! 
слева, получаем множество х`'йхК. Это множество является правым 
смежным классом по подгруппе К. Так как элемент 7 Ах принадле- 
жит подгруппе х'Нут, то смежный класс т 'ИфК находится внутри 
двойного смежного класса Хх 'НтК: 

из т 'Ах Е т 'Нт следует х\АхК С т (НхК. 

Таким образом, при умножении на элемент х`' произвольный правый 
смежный класс рхК по подгруппе К в двойном смежном классе НтК 
отобразился целиком на правый смежный класс т \йхК по подгруппе 
К в двойном смежном классе 7 'НхК. Второе утверждение доказано. 

Оба утверждения доказаны. 


44.4 Взаимно однозначное соответствие между 
множествами смежных классов внутри 
двойных смежных классов НтК и (5 'Нт)К 


Теорема. Рассмотрим двойные смежные классы НтК их 'НтК. То- 
гда следующие два множества взаимно однозначно соответствуют друг 
другу: 

множество левых смежных классов по Н внутри НТК, 

множество левых смежных классов по т 'Нт внутри х (НхК. 

Доказательство. Пусть } — отображение из множества НтИ в мно- 
жество 7 'НтК по правилу: 

каждому элементу а из НтК ставится элемент 5 "а из т 'НзК: 

Г(а) = ха, для любого а Е НхК. 

Докажем, что отображение } задаёт взаимно однозначное соответ- 
ствие между 

множеством левых смежных классов по Н внутри НТИ и 

множеством левых смежных классов по 2 'Нх внутри х (НТК. 
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Чтобы доказать взаимную однозначность, докажем все её определя- 
ющие свойства. 

1) Задействованность в соответствии всего множества левых смеж- 
ных классов по Н внутри НтК. 

Возьмём в двойном смежном классе НхК произвольный левый смеж- 
ный класс по подгруппе Н. Обозначим его Нхк. Подействуем на этот 
смежный класс отображением /: 

УСНаю) = “Нак: 

Множество х'НтЁ является левым смежным классом по подгруп- 
пе 7 'Нт внутри двойного смежного класса х'НхК. Таким образом, 
функция } определяет соответствие между произвольным левым смеж- 
ным классом по Н внутри НтК и некоторым левым смежным классом 
по 1 'НхЁ внутри х'НтК. То есть, произвольный левый смежный 
класс по Н внутри НтИ участвует в соответствии. Следовательно, все 
левые смежные классы по Н внутри НтК задействованы в соответ- 
ствии. Задействованность в соответствии всех левых смежных классов 
по Н внутри НтК доказана. 

2) Задействованность в соответствии всего множества левых смеж- 
ных классов по х (Нх внутри х'НтК. 

Возьмём в двойном смежном классе х 'НхК произвольный левый 
смежный класс по подгруппе 7`'Нт. Обозначим его х`'Нтк. У этого 
смежного класса есть прообраз Нтк при отображении /: 

Нова НК. 

Прообраз НтЁ является левым смежным классом по подгруппе Н 
внутри двойного смежного класса НхК. Таким образом, функция ] 
определяет соответствие между произвольным левым смежным клас- 
сом по 7 'Нт внутри х'НтК и некоторым левым смежным классом 
по Нтк внутри НтК. То есть, произвольный левый смежный класс 
по х 'Нт внутри х 'НхК участвует в соответствии. Следовательно, 
все левые смежные классы по 2 'Нх внутри х 'НхК задействованы в 
соответствии. Задействованность в соответствии всех левых смежных 
классов по х'Нут внутри 7 'НтК доказана. 

3) Однозначность в сторону образа. 

Возьмём в двойном смежном классе НхК произвольный левый смеж- 
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ный класс по подгруппе Н. Обозначим его Нхк. Подействуем на этот 
смежный класс отображением /: 

УСН = НК: 

Множество х'НтЁ является левым смежным классом по подгруп- 
пе 7 'Нт внутри двойного смежного класса х'НхК. Таким образом, 
функция [ отобразила произвольный левый смежный класс НтЁ из 
НтК ровно в один левый смежный класс х'Нхк из т 'НзК. Это 
значит, что соответствие между смежными классами, устанавливаемое 
отображением [, однозначно. Однозначность в сторону образа доказа- 
на. 

4) Однозначность в сторону прообраза. 

Допустим, что соответствие между левыми смежными классами, уста- 
навливаемое отображением }, неоднозначно в сторону прообраза. То 
есть, существует некоторый левый смежный класс по подгруппе т 1Нт 
внутри х 'НтК, в прообразе которого есть два левых смежных класса 
по подгруппе Н внутри НзК. Обозначим этот смежный класс х 'Нак, 
а два смежных класса из его прообраза обозначим Нтк! и НхЕ>: 

Нара Нок. Нара НЕ 

Из этих двух равенств следует равенство 

Воспользуемся определением отображения [, а именно, что его дей- 


ствие сводится к умножению на элемент в“ слева: 


х'Нты =х 'НтЁо. 

Умножим обе части равенства, на х слева: 

хх (Нть = хх (НтЁ>. 

Умножение обратных элементов друг на друга даёт единицу. Заме- 


ним в равенстве выражения хх 1 на е: 


еНтк1 = еНтё>. 

Умножение на единицу ничего не меняет, поэтому 

НхЕ1 — ЕТ АЫ. 

Получается, что левые смежные классы Нтк и НтЁо одинаковые, 
хотя мы их вводили разными. Допущение неоднозначности в сторону 
прообраза приводит к противоречию. Следовательно, отображение ] 
устанавливает однозначное в сторону прообраза соответствие между 
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изучаемыми смежными классами. Однозначность в сторону прообраза 
доказана. 

Мы доказали все свойства взаимной однозначности соответствия } 
между 

множеством левых смежных классов по Н внутри НТИ и 

множеством левых смежных классов по 2 'Нх внутри х (НТК. 

Следовательно, соответствие { взаимно однозначно. Между иссле- 
дуемыми множествами смежных классов имеется взаимно однозначное 
соответствие. 'Георема, доказана. 

Следствие. Рассмотрим двойные смежные классы НтК их 'НУК. 
Тогда следующие два множества имеют одинаковое количество элемен- 
ТОВ: 

множество левых смежных классов по Н внутри НТК, 

множество левых смежных классов по т 'Нт внутри х 'НхК. 

Доказательство. В теореме выше доказано, что между рассматривае- 
мыми множествами имеется взаимно однозначное соответствие. Следо- 
вательно, количество элементов в них одинаково. Следствие доказано. 

Теорема. Рассмотрим двойные смежные классы НтК их 'НхК. То- 
гда следующие два множества взаимно однозначно соответствуют друг 
другу: 

множество правых смежных классов по А внутри НТК, 

множество правых смежных классов по К внутри 2 "НтК. 

Доказательство. Пусть } — отображение из множества НтИ в мно- 
жество т 'НтК по правилу: 

каждому элементу а из НфК ставится элемент 71а из х "НтК: 

Г(а) = ха, для любого а Е НхК. 

Докажем, что отображение | задаёт взаимно однозначное соответ- 
ствие между 

множеством правых смежных классов по К внутри НхИА и 

множеством правых смежных классов по К внутри х'НтК. 

Чтобы доказать взаимную однозначность, докажем все её определя- 
ющие свойства. 

1) Задействованность в соответствии всего множества правых смеж- 
ных классов по А внутри НТК. 
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Возьмём в двойном смежном классе НтК произвольный правый смеж- 
ный класс по подгруппе К. Обозначим его РтК. Подействуем на этот 
смежный класс отображением /: 

(р; К) =х К. 

Множество Хх 'й%К является правым смежным классом по подгруп- 
пе К внутри двойного смежного класса Хх 'НтК. Таким образом, функ- 
ция / определяет соответствие между произвольным правым смежным 
классом по ^ внутри НтК и некоторым правым смежным классом 
по т 'АтК внутри х'НтК. То есть, произвольный правый смежный 
класс по К внутри НтИ участвует в соответствии. Следовательно, все 
правые смежные классы по А внутри НтК задействованы в соответ- 
ствии. Задействованность в соответствии всех правых смежных классов 
по А внутри НтК доказана. 

2) Задействованность в соответствии всего множества правых смеж- 
ных классов по К внутри НТК. 

Возьмём в двойном смежном классе х'НтК произвольный правый 
смежный класс по подгруппе К’. Обозначим его Хх 'й5К. У этого смеж- 
ного класса, есть прообраз йхК при отображении /: 

(г К) =х К. 

Прообраз йхК является правым смежным классом по подгруппе К 
внутри двойного смежного класса НхК. Таким образом, функция ] 
определяет соответствие между произвольным правым смежным клас- 
сом по К внутри х 'НхК и некоторым правым смежным классом по 
рхК внутри НтК. То есть, произвольный правый смежный класс по К 
внутри х`'НтК участвует в соответствии. Следовательно, все правые 
смежные классы по К внутри Хх 'НтК задействованы в соответствии. 
Задействованность в соответствии всех правых смежных классов по К 
внутри х`'НтК доказана. 

3) Однозначность в сторону образа. 

Возьмём в двойном смежном классе НтК произвольный правый смеж- 
ный класс по подгруппе К. Обозначим его АтК. Подействуем на этот 
смежный класс отображением /: 

(РК) =х А&К. 


Множество Хх 'й%К является правым смежным классом по подгруп- 
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пе К внутри двойного смежного класса х 'НтК. Таким образом, функ- 
ция | отобразила произвольный правый смежный класс АхК из НК 
ровно в один правый смежный класс х \хК из т 'НтК. Это значит, 
что соответствие между смежными классами, устанавливаемое отобра- 
жением [, однозначно. Однозначность в сторону образа, доказана. 

4) Однозначность в сторону прообраза. 

Допустим, что соответствие между правыми смежными классами, 
устанавливаемое отображением }, неоднозначно в сторону прообраза. 
То есть, существует некоторый правый смежный класс по подгруппе 
К внутри 5 'НхК, в прообразе которого есть два правых смежных 
класса по подгруппе К внутри НтК. Обозначим этот смежный класс 
т \АхК, а два смежных класса из его прообраза обозначим итК и 
РотК: 

(жк) = Лак, УОрёК) = Лак. 

Из этих двух равенств следует равенство 

Воспользуемся определением отображения [, а именно, что его дей- 


ствие сводится к умножению на элемент 2” слева: 


хо ихК =хт К. 

Умножим обе части равенства, на х слева: 

тт ЧихК =тх ЧрохК. 

Умножение обратных элементов друг на друга даёт единицу. Заме- 


ним в равенстве выражения хх 1 на е: 


ерлхК = ейэотК. 

Умножение на единицу ничего не меняет, поэтому 

К — р5хК. 

Получается, что правые смежные классы 1%К и А2отК одинаковые, 
хотя мы их вводили разными. Допущение неоднозначности в сторону 
прообраза приводит к противоречию. Следовательно, отображение ] 
устанавливает однозначное в сторону прообраза соответствие между 
изучаемыми смежными классами. Однозначность в сторону прообраза 
доказана. 

Мы доказали все свойства взаимной однозначности соответствия } 
между 
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множество правых смежных классов по А внутри НтК и 

множество правых смежных классов по К внутри х (НхК. 

Следовательно, соответствие { взаимно однозначно. Между иссле- 
дуемыми множествами смежных классов имеется взаимно однозначное 
соответствие. 'Георема, доказана. 

Следствие. Рассмотрим двойные смежные классы НтК ит 'НУК. 
Тогда следующие два множества имеют одинаковое количество элемен- 
ТОВ: 

множество правых смежных классов по А внутри НТК, 

множество правых смежных классов по К внутри х (НхК. 

Доказательство. В теореме выше доказано, что между рассматривае- 
мыми множествами имеется взаимно однозначное соответствие. Следо- 
вательно, количество элементов в них одинаково. Следствие доказано. 


44.5 Количество смежных классов в двойном 
смежном классе АВ 


Теорема. Пусть 

С — группа, 

А, В — подгруппы, 

р = АП В — пересечение подгрупп А и В, 

АВ — двойной смежный класс. 

Тогда 

1) количество гд левых смежных классов по подгруппе А в двойном 
смежном классе АВ равно индексу подгруппы 0) внутри В: 

гл = |8: |2} 

2) количество гв правых смежных классов по подгруппе В в двойном 
смежном классе АВ равно индексу подгруппы ДО внутри А: 

и УР 

Доказательство. Рассмотрим случай правых смежных классов. Слу- 
чай левых смежных классов симметричен, доказывается так же. 

Разложим группу А на правые смежные классы по О 


А=рО+и О +... + и,0. 
ТО 


г — это индекс подгруппы О внутри группы АД: 

А: О =х. 

Знак «+» в выражении разложения на смежные классы нужно пони- 
мать как объединение непересекающихся множеств. Поэтому мы можем 
заменить знак «+» на значок объединения «Ц»: 

о о Оо ЕЁ: 

Умножим обе части равенства на подгруппу ВБ справа: 

две оО О.В 

Произведение множеств сохраняет объединение: (\;=1А;)В = Чек 
А;В). Раскроем скобки с помощью этого свойства: 

(Вор иль ОВО, «ЩО В. 

Умножение группы на свой элемент даёт эту же самую группу. Если 
умножить группу на её подмножество, то получится та же самая груп- 
па. 2) является подгруппой в В, поэтому ОБ = В. Заменим в равенстве 
все выражения ОВ на В: 

ОВ оч ОЭВоО...Ци,)В = ВО ч>2ВО... Ци, В. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения АВ к выражению 
ВО иБО...Ци.В, следовательно, эти выражения равны: 

АВ = ВЦи>ВИЦ...Цц,В. 

Таким образом, двойной смежный класс АВ представляется в виде 
объединения правых смежных классов по подгруппе В с представите- 
лями \щ;, где =|,...,Г. 

Лемма. Среди смежных классов и,В (1=1,...,т) нет повторяющих- 
ся. 

Доказательство. Допустим, что лемма неверна и имеются повторяю- 
щиеся смежные классы и,В и и,Б. То есть, эти смежные классы сов- 
падают, но представители \; и и; разные: 

В — ШВ 14 5 и. 

Перенесём множитель и; вправо с помощью домножения обеих частей 
равенства на элемент иг 1: 

В=и щи, В. 

Получается, что элемент РТ является представителем смежного 
класса, являющегося подгруппой В. Представитель смежного класса 


принадлежит смежному классу, следовательно элемент ии принад- 
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лежит группе В: 

и; и, Е Б. 

С другой стороны, элементы %; и ‘и; принадлежат подгруппе А. Опе- 
рации умножения и взятия обратного элемента не выводят за пределы 


подгруппы, следовательно комбинация РТ принадлежит подгруппе 


А: 
и; Е А. 


Так как элемент и! 


и; принадлежит одновременно подгруппам А и 
В, то он принадлежит и их пересечению АП В = 1: 
и ЕВ, 
Домножим обе части этой принадлежности на элемент и; слева, при 
этом элемент и" 
и Е ш 0. 
Получается, что элемент и; находится в том же правом смежном 


в левой части сократится, останется 


классе по подгруппе Г), что и и;. Мы вводили элементы и;, когда, стро- 
или разложение группы Л: 

А=рО+и +... + и,0. 

В этом разложении подразумевается, что все смежные классы раз- 
ные, и все представители ц; находятся в разных смежных классах. То 
есть, мы пришли к принадллежности двух разных элементов 1 и и) К 
одному правому смежному классу по Г), что противоречит определению 
этих элементов. Допущение возможности повторения правых смежных 


классов В (1 = 1,...,т) приводит к противоречию. Значит, в мно- 
жестве смежных классов {1 В,..., и.В} нет повторяющихся. Лемма 
доказана. 


В итоге мы получили разложение двойного смежного класса АВ на 
правые смежные классы по подгруппе В: 

АВ = Вф+шВ +... шв. 

Количество гв этих смежных классов равно индексу г подгруппы 0) 
внутри группы А: 

и 

Аналогично и симметрично доказывается, что 

8 9 

Теорема доказана. 
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Другой ход доказательства этой же теоремы. Доказательство 
начинается с такого же разложения подгруппы А на правые смежные 
классы по подгруппе О: 

А=ДО+иО +... + и.о. 

Лемма. Имеется взаимно однозначное соответствие между 

множеством правых смежных классов по подгруппе 1) внутри группы 
Аи 

множеством правых смежных классов по подгруппе В внутри двой- 
ного смежного класса АВ. 

Доказательство. Установим соответствие ] через умножение справа 
на подгруппу ВБ. То есть, каждому правому смежному классу и,[) по- 
ставим в соответствие множество и;0В: 

Умножение группы на свой элемент даёт эту же самую группу. Ес- 
ли умножить группу на её подмножество, то получится та же самая 
группа. 1) является подгруппой в В, поэтому 

ОВ = В. 

Наше соответствие благодаря этому равенству принимает вид: 

и; В является правым смежным классом по В. Таким образом, каждо- 
му правому смежному классу и;1[) отображение { ставит в соответствие 
правый смежный класс щБ. 

Докажем свойства взаимной однозначности отображения ]. 

1) Задействованность в соответствии всего множества правых смеж- 
ных классов по [) внутри группы А. 

Возьмём в группе А произвольный правый смежный класс по Д. 
Обозначим его и;0. Этот смежный класс можно умножить справа на 
В, и мы получим правый смежный класс по ВБ: 

ОБ = ц.Б. 

Таким образом, для произвольного правого смежного класса и; [) су- 
ществует образ и;В при отображении /: 

При этом смежный класс и,В находится внутри двойного смежного 
класса АВ, потому что и; Е А. Следовательно, все правые смежные 
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классы по О внутри группы А имеют образ в множестве правых смеж- 
ных классов по подгруппе В внутри двойного смежного класса АВ. 
Значит, всё множество правых смежных классов по 2) внутри группы А 
задействовано в соответствии. Задействованность в соответствии всего 
множества правых смежных классов по О внутри группы А доказано. 

2) Задействованность в соответствии всего множества правых смеж- 
ных классов по В внутри двойного смежного класса АВ. 

Возьмём в двойном смежном классе АВ произвольный правый смеж- 
ный класс по подгруппе В. Обозначим его аВ, где а Е А. Так как 
ОВ = Б, заменим символ В на выражение ОВ: 

аб =ар)Б. 

а0 — это правый смежный класс по Ш), и он должен быть одним из 
правых смежных классов 0: 

арВ =и)ОБ. 

Получается, что произвольный правый смежный класс аВ из двой- 
ного смежного класса АВ можно получить умножением правого смеж- 
ного класса и,[) на подгруппу В: 

То есть, правый смежный класс аВ можно получить с помощью отоб- 
ражения } из правого смежного класса 0: 

(и: 0) ЕР. 

Это значит, что произвольный правый смежный класс аБ из двой- 
ного смежного класса АВ имеет прообраз при отображении Г. При- 
чём этим прообразом является правый смежный класс по подгруппе 
р внутри группы А. Следовательно, все правые смежные классы по 
подгруппе В внутри двойного смежного класса АВ участвуют в соот- 
ветствии. Задействованность в соответствии всего множества правых 
смежных классов по подгруппе В внутри двойного смежного класса 
АВ доказана. 

3) Однозначность соответствия в сторону образа. 

Возьмём в группе А произвольный правый смежный класс по Д. 
Обозначим его и;0. Подействуем на, него отображением /: 


и; В является правым смежным классом по подругппе В внутри двой- 
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ного смежного класса АВ. Таким образом, произвольный смежный 
класс из множества правых смежных классов по подгруппе 1) внут- 
ри группы А имеет в качестве образа единственный правый смежный 
класс по подгруппе В внутри двойного смежного класса АВ. Следо- 
вательно, все смежные классы из множества правых смежных классов 
по подгруппе О внутри группы А имеют в качестве образа, единствен- 
ный правый смежный класс по подгруппе ВБ внутри двойного смежного 
класса АВ. Это значит, что соответствие между исследуемыми множе- 
ствами смежных классов однозначно в сторону образа. Однозначность 
соответствия в сторону образа, доказана. 

4) Однозначность соответствия в сторону прообраза. 

Допустим, что соответствие неоднозначно в сторону прообраза. Это 
значит, что существует правый смежный класс по подгруппе Б внутри 
двойного смежного класса АВ, у которого в прообразе есть два разных 
правых смежных класса по подгруппе 0) внутри группы А. Обозна- 
чим этот смежный класс аВ, а два смежных класса в его прообразе 
обозначим соответственно %;[) и и; 0: 

Тир =аВ, О) =аВ: 

Из этих двух равенств следует равенство 

Ки;р) = Кир). 

Действие функции сводится к домножению на подгруппу В справа, 
поэтому 

иОВ = и. ОВ. 

Так как ДВ = ВБ, заменим выражение ОВ на ВБ в равенстве: 

4; В — и;Б. 

Перенесём множитель и; вправо с помощью домножения обеих частей 
равенства на, элемент а. 

В=и В. 

Получается, что элемент ИТ является представителем смежного 
класса, являющегося подгруппой В. Представитель смежного класса 
принадлежит смежному классу, следовательно элемент и; ит) принад- 
лежит группе В: 

ии Е В. 

С другой стороны, элементы %; и ‘и; принадлежат подгруппе А. Опе- 
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рации умножения и взятия обратного элемента, не выводят за пределы 
=! 
подгруппы, следовательно комбинация и; ‘и; принадлежит подгруппе 
У 
ии; Е А. 


Так как элемент и 


и; принадлежит одновременно подгруппам А и 
В, то он принадлежит и их пересечению АПВ = 1: 

ии Е О. 

Домножим обе части этой принадлежности на элемент и; слева, при 
этом элемент и в левой части сократится, останется 

и Е ш О. 

Получается, что элемент и; находится в том же смежном классе, что 
и и;. Любой элемент из смежного класса является его образующим, 
то есть, из любого элемента, смежного класса можно образовать весь 
смежный класс домножением элемента на подгруппу 1) справа. Так как 
элементы \; и и; находятся в одном смежном классе, то они образуют 
один и тот же правый смежный класс по подгруппе О: 

0) — и; 0). 

Получается, что смежные классы и; 0) и и;[) одинаковы, хотя мы вво- 
дили их разными. Допущение о неоднозначности прообраза в соответ- 
ствии между смежными классами приводит к противоречию. Следова- 
тельно, изучаемое соответствие между множествами смежных классов 
однозначно в сторону прообраза. Однозначность в сторону прообраза 
доказана. 

Мы доказали все свойства взаимной однозначности соответствия меж- 


ду 
множеством правых смежных классов по подгруппе Г) внутри группы 


Аи 

множеством правых смежных классов по подгруппе В внутри двой- 
ного смежного класса АВ. 

Следовательно, это соответствие взаимно однозначно. Между этими 
множествами смежных классов имеется взаимно однозначное соответ- 
ствие. Лемма доказана. 

Итак, количество тв правых смежных классов по В в двойном смеж- 
ном классе АВ равно количеству г смежных классов в А по подгруппе 
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И 

Аналогично и симметрично доказывается, что 
где] 

Теорема доказана. 


44.6 Количество левых и правых смежных классов 
в двойных смежных классах 


Теорема. Рассмотрим двойной смежный класс НтК. Рассмотрим внут- 
ри него левые смежные классы по подгруппе Н и правые смежные 
классы по подгруппе К, исследуем их количество. 

Число правых смежных классов по подгруппе К внутри двойного 
смежного класса НхК равно |Н| : [К Пх'Нз|. 

Число левых смежных классов по подгруппе Н внутри двойного смеж- 
ного класса НтК равно |[К|: |КПх "НН. 

Доказательство. В параграфе «Взаимно однозначное соответствие 
между множествами смежных классов внутри двойных смежных клас- 
сов НхК и (т 'Нт)К» доказаны следствия о том, что 

количество левых смежных классов по Н внутри НтК совпадает с 
количеством левых смежных классов по Хх 'Нх внутри х'НтК, 

количество правых смежных классов по А внутри НтК совпадает с 
количеством правых смежных классов по К внутри НТК. 

Таким образом, чтобы узнать количество левых и правых смежных 
классов по подгруппам Н и К внутри НтК, достаточно узнать коли- 
чество правых и левых смежных классов по подгруппам Хх 'Нти К 
внутри т 'НхК. 

Двойной смежный класс т 'НтК можно представить в виде двой- 
ного смежного класса АВ, где 

АН аь ВЕЛ. 

В параграфе «Количество смежных классов в двойном смежном клас- 
се АВ» доказана, теорема о том, что для подгрупп А, В и их пересечения 


р = АПВ 
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количество гд левых смежных классов по подгруппе А в двойном 
смежном классе АВ равно индексу подгруппы 0) внутри В: 

г = [В 12), 

количество гв правых смежных классов по подгруппе В в двойном 
смежном классе АВ равно индексу подгруппы ДО внутри А: 

И 

Вернёмся в прежние обозначения для двойного смежного класса 
2 НК. 

Количество т.н. левых смежных классов по подгруппе х'Нух в 
двойном смежном классе 77 'НхК равно индексу подгруппы КПх'Нт 
внутри А: 

О Ж 

количество гк правых смежных классов по подгруппе К в двойном 
смежном классе х'НтК равно индексу подгруппы К Пл 'Нт внутри 
ОН: 

НА | 

Теперь перейдём к двойному смежному классу НтК и учтём сов- 
падение количеств смежных классов с аналогичными числами внутри 
РОВ. 

Количество гн левых смежных классов по подгруппе Н в двойном 
смежном классе НтК равно индексу подгруппы К Пх 'Нт внутри К: 

Аа НН 

количество гк правых смежных классов по подгруппе К в двойном 
смежном классе НтК равно индексу подгруппы К П т 'Нх внутри 
т (Нт: 

ео НА НП 

При этом, так как количество элементов в группах Н и т (Нх оди- 
наково, мы можем переписать формулу для числа гк: 

И 

Теорема доказана. 
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ГЛАВА 45 


Разные теоремы 


45.1] Теорема Пуанкаре о подгруппе с конечным 
индеком 


Напоминание. Индекс подгруппы — количество правых (или левых) 
смежных классов по ней. 

Теорема. Если в бесконечной группе С есть подгруппа с конечным 
индексом, то в а есть нормальная подгруппа с конечным индексом. 

Доказательство. Пусть в бесконечной группе С есть подгруппа А с 
конечным индексом. 

Обозначение. Мл — нормализатор подргуппы А. 

В параграфе «Подгруппа находится внутри своего нормализатора» 
доказана теорема, соответствующая названию. В нашем случае под- 
группа А включается в свой нормализатор М№д: 

АС М.. 

Лемма. Нормализатор Ад подгруппы А имеет конечный индекс. 

Доказательство. В параграфе «Подгруппа в подгруппе и их индексы» 
доказана теорема о том, что если А — подгруппа внутри подгруппы В, и 
А имеет конечный индекс, то В тоже имеет конечный индекс. В нашем 
случае подгруппа А находится в своём нормализаторе №лд, и А имеет 
конечный индекс. Следовательно, нормализатор Лд имеет конечный 
индекс. Лемма доказана. 

Рассмотрим все сопряжённые подгруппы к подгруппе А. В парагра- 
фе «Сохранение индекса сопряжением» доказана теорема о том, что 
индексы сопряжённых подгрупи одинаковы. Раз подгруппа А имеет 
конечный индекс, то любая сопряжённая с ней подгруппа тоже име- 
ет конечный индекс. Таким образом, у всех сопряжённых с А подгрупп 
конечный индекс. 

Возьмём пересечение всех сопряжений подгруппы А. В параграфе 
«Пересечение всех сопряжений подгруппы» доказана, теорема, о том, 
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что пересечение всех сопряжений подгруппы нормально. Значит, пере- 
сечение всех сопряжений подгруппы А является нормальной подгруп- 
ПОЙ. 

Мы сопрягаем подгруппу А всеми элементами группы. Другими сло- 
вами, сопрягаем А всей группой С. В параграфе «Количество элемен- 
тов в классе сопряжённости» доказана теорема о том, что количество 
сопряжений множества подгруппой равно индексу нормализатора внут- 
ри сопрягающей подгруппы. В нашем случае количество сопряжённых 
с А подгрупп равно индексу нормализатора, Мл подгруппы А. Раз ин- 
декс Мл конечен, то количество сопряжённых с А подгрупп конечно. 

В параграфе «Пересечение подгрупп с конечным индексом» доказана 
теорема о том, что пересечение конечного числа подгрупп с конечным 
индексом является подгруппой с конечным индексом. Значит пересече- 
ние всех сопряжений подгруппы А является нормальной подгруппой с 
конечным индексом. 

Мы нашли нормальную подгрупипу с конечным индексом, о существо- 
вании которой заявлено в теореме. Теорема доказана. 


45.2 Модулярный изоморфизм 


Лемма. Пусть А — нормальная подгруппа в С. Тогда внутри любой 
подгруппы В подгруппа А П! В нормальна. 

Доказательство. Возьмём в подгруппе В произвольный элемент 6: 

БЕ Б. 

Умножение группы на собственный элемент даёт ту же самую группу: 

ЬВ = В = ББ. 

Следовательно, сопряжение группы собственным элементом даёт ту 
же самую группу: 

ВВ: 

Таким образом, сопряжение группы В элементом 6 оставляет внут- 
ренности группы в ней же самой. Подгруппа А П В находится внутри 
ВБ, следовательно, она там и останется при сопряжении: 

(АПВ)? С В для любого элемента 6 Е В. 
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Подгруппа А нормальна, а значит коммутирует с любым элементом 
группы С, в том числе с элементом 6: 

А =бА. 

Умножим обе части этого равенства на 07" слева, получаем равенство 

1 АБ = А. 

Таким образом, сопряжение группы А любым элементом из В остав- 
ляет её на месте, и сохраняет её внутренности в ней же самой. Под- 
группа А П В находится внутри А, следовательно, в ней и останется 
при сопряжении: 

(АПВ) С А для любого элемента В Е В. 

Итак, мы установили, что сопряжение подгруппы (АП В)? находится 
одновременно в подгруппах А и В, а значит и в их пересечении АП В: 

(АПВ)? С Ап В, для любого элемента 6 Е В. 

В параграфе «Инвариантность» доказана теорема, о том, что если лю- 
бое сопряжение подгруппы находится внутри этой подгруппы, то под- 
группа инвариантна. Сопряжение подгруппы А П В любым элементом 
ре В находится внутри А П В, значит, подгруппа А П В инвариантна 
внутри подгруппы В. 

Для подгрупп свойство инвариантности эквивалентно свойству нор- 
мальности. Следовательно, подгруппа А П В нормальная внутри под- 
группы ВБ. Лемма доказана. 

Теорема. Пусть А и В подгруппы, причём А нормальна. Тогда, име- 
ется изоморфизм 

(АЦ В)/А = В (АПВ). 

Доказательство. Установим взаимно однозначное соответствие меж- 
ду факторгруппами В/(АП В) и (АЦ В)/А. Элементы факторгруппы 
В/(АП В) являются смежными классами вида (АП В), где элемент 6 
принадлежит подгруппе В. Элементы факторгруппы (АЦ В)/А явля- 
ются смежными классами 9А, где д — элемент в АЦ В. 

Определим отображение } следующим образом: каждому смежному 
классу 6(А П В) поставим в соответствие смежный класс БА. То есть, 

Г(Ы(АПВ)) = 6А. 

Докажем свойства взаимной однозначности для отображения {. 

1) Задействованность всего множества В/(АПВ). 
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Все элементы факторгруппы В/(АП В) имеют вид смежного класса 
КАПВ), гдебЕ В. И каждый такой смежный класс имеет образ /(6(АП 
В)) = БА. Следовательно, всё множество В/(АП В) задействовано в 
соответствии. Задействованность всего множества В/(АП В) доказана. 

2) Задействованность в соответствии всего множества (АЦ В)/А. 

В параграфе «Объединение АЦ В и произведение АВ» доказана тео- 
рема о том, что если одна из подгрупп А и В нормальна (а в нашем 
случае А нормальна), то выполняется равенство 

АСВ = АВ. 

Нормальная подгруппа А коммутирует с любыми элементами груп- 
пы, поэтому 


АВ = ВА. 
Множество ВА является объединением множеств: 
ВА = ЧьевЬА. 


Через цепочку равенств мы пришли от выражения А В к выраже- 
нию ЧевЬА. Следовательно, эти выражения равны: 

АЧВ = Це вбА. 

Каждое множество БА является смежным классом по подгруппе А, 
а такой смежный класс является элементом факторгруппы (АЦ В)/А. 
Получается, что из смежных классов 6А можно составить всю группу 
АСВ, а значит множество всех смежных классов 6А является множе- 
ством всех элементов факторгруппы (АЦ В)/А. У каждого смежного 
класса 6А есть прообраз (АП В), то есть 

Г(Ы(АПВ)) = ВА. 

Следовательно, у всех элементов факторгруппы (АЦ В)/А есть про- 
образ. Всё множество (АЦ В)/А задействовано в соответствии. Задей- 
ствованность всего множества (А Ч В)/А доказана. 

3) Однозначность в сторону образа. Каждому смежному классу (АП 
В) мы поставили в соответствие лишь один смежный класс ФА. Следо- 
вательно, образ всех элементов при соответствии { однозначен. Одно- 
значность в сторону образа доказана. 

4) Однозначность в сторону прообраза. 

Допустим, что в сторону прообраза соответствие { неоднозначно, и 
одному смежному классу по А соответствует два разных смежных клас- 
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са по АП В. Обозначим их (АПВ) и (АПВ): 

КоАП В)) = (5(АПВ)). 

Воспользуемся определением соответствия /, получаем равенство: 

НА =6А. 

Умножим обе части равенства, на, 6 слева, получаем 

А=Ь А. 

Элемент 165 лежит в смежном классе по А, совпадающим с самой 
подгруппой А, следовательно, элемент 9115 принадлежит подгруппе 
д: 

165 Е А. 

И вто же время элемент 6: 5 является произведения элементов груп- 
пы Б и поэтому принадлежит подгруппе В: 

165 е В. 

Раз элемент 6115 принадлежит одновременно подгруппам А и В, 
значит, он принадлежит их пересечению: 

162 Е АПВ. 

Умножим обе части включения на 61 слева, получаем 

5 Е (А п и 

То есть, В1 и 6> находятся в одном смежном классе по АП В: 

Ь, ЬЕАПБВ. 

Каждый элемент смежного класса может быть его представителем, 
поэтому 

(АПВ) = (АПВ). 

Получается, что смежные классы 61 (АП В) и 65(АП В) одинако- 
вы, хотя мы их предполагали разными. Допущение о неоднозначности 
соответствия в сторону прообраза противоречит самому себе. Следова- 
тельно, в сторону прообраза соответствие } однозначно. Однозначность 
в сторону прообраза, доказана. 

Все свойства взаимной однозначности для соответствия | доказаны, 
а значит | взаимно однозначно. 

Проверим свойства гомоморфизма для отображения {. 

1) Сохранение бинарной операции: }(ху) = }(х)Г(у). 

Возьмём в факторгруппе В /(А п В) два произвольных элемента, яв- 
ляющиеся смежными классами 61 (АП В) и (АП В). Перемножим их 


765 


и возьмём от них функцию {: 

КЫ(АП В) АП В)). 

В лемме перед теоремой мы доказали, что подгруппа АПВ нормальна 
в подгруппе В, следовательно, АПВ коммутирует со всеми элементами 
из В. Воспользуемся этим свойством и перенесём элемент 65 в левую 
часть выражения внутри скобок: 

(1 (Ап В) (АП В)) = (616 (АП В)(АПВ)). 

Произведение группы на саму себя даёт эту же группу, поэтому (АП 
В)(АП В) = (АПВ), а наше выражение принимает вид: 

КАП В)(АПВ)) = ДЫ(АПВ)). 

По определению отображения [, верно равенство 

Г(516(АП В) = 6165А. 

Воспользуемся тем, что АА = Д: 

А = АА. 

Подгруппа А нормальна по условию теоремы, поэтому мы можем 
переставлять её с элементами группы: 

16>АА =В АВА. 

Смежный класс 61 А имеет прообраз 61(А П В), смежный класс 65А 
имеет прообраз 6>(А П В): 

ыАА = ДЫ(АПВ)). Л(АПВ)). 

В итоге через цепочку равенств мы пришли от выражения }(61 (АП 
В)>(АП В)) к выражению }(61(А п В)) : 1(65(Ап В)), а значит эти 
выражения равны: 

ДЫыАПВь(АП В)) = Кы(АПВ)) - НЫАПВ)) 

Этим мы доказали свойство сохранения бинарной операции отобра- 
жением {. 

2) Сохранение операции взятия обратного элемента: (27!) = 1(5)-'. 

Обратные смежные классы — это смежные классы с обратными пред- 
ставителями: (ВА) = В "А. Проверим это, перемножив смежные клас- 
сы ВА ив "ГА в разном порядке: 

ТАБА = В 1ЪАА =еА = А. 

БАБА = АА =еА = А. 

А является единицей в множестве смежных классов, так что обрал- 
ность смежных классов проверена. 
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Теперь можно проверить сохранение операции взятия обратного эле- 
мента. 

Возьмём произвольный элемент факторгруппы В/(А п В), являю- 
щийся смежным классом 6(А П В). Обратный к нему смежный класс 
имеет вид Г (Ап В). По определению отображения [, имеется равен- 
ство: 

Г ЦАПВ)) = А. 

Ь-1А — это обратный смежный класс к смежному классу ВА: 

А = А). 

Смежный класс БА имеет прообраз 6 (АП В): 

(А) "= (КАПВ))^. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения }(6`\(А п В)) к 
выражению }(6(Ап В))-'. Следовательно, эти выражения равны: 

По-ЦАПВ)) = ККАП В) 

Это равенство означает свойство сохранения операции взятия обрал- 
ного элемента. 

Оба свойства гоморфизма доказаны, следовательно } является го- 
моморфизмом. Так как | в то же время взаимно однозначно, то яв- 
ляется изоморфизмом. Наличие изоморфизма между факторгруппами 
(АЦ В)/Аи В/(АП В) означает, что эти факторгруппы изоморфны: 

(АЦ В)/А = В (АПВ). 


Теорема доказана. 
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ГЛАВА 46 


Теоремы Силова 


46.1 Нулевая теорема Силова для абелевых групп 


Определения. Абелева, группа — это группа, все элементы которой ком- 
мутируют друг с другом. То есть, аб = ба для любых элементов аи В 
из группы. 

Порядок элемента а — это наименьшее натуральное число п, при 
котором а” = 1. 

Циклическая группа — это группа, образованная одним элементом. 
То есть, это элемент а и все его степени а’. Обозначается (а). 

Лемма (нулевая теорема Силова для абелевых групп). Пусть р — 
простое число. Если р делит порядок абелевовой группы, то в ней су- 
ществует элемент порядка р. 

Доказательство. Начнём со случая циклических групп. 

Пусть (а) — циклическая группа, порядок которой делится на р. Обо- 
значим её порядок буквой п = |(а)|. Делимость на р выразим так: 

п = тр, где т — некоторое натуральное число. 

Возведём элемент а в степень т, получаем элемент 6 = а”. Этот 
элемент принадлежит циклической группе (а): 

фе (а). 

Возведём элемент В в степень р: 

Ба а" 

Получается, что В имеет порядок р. Таким образом, мы нашли в цик- 
лической группе (а) элемент порядка р. Для случая циклической груп- 
пы существование элемента, порядка р доказано. 

Рассмотрим случай любых абелевых групп. 

Допустим лемма не выполняется. Возьмём группу наименьшего по- 
рядка, в которой лемма не выполняется. Обозначим её А. Порядок груп- 
пы |А| делится на р, но не имеет элементов порядка р. 

Подлемма. В группе А нет элементов, порядок которых делится на 
р. 
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Доказательство. Допустим, это не так: в А имеется элемент а с по- 
рядком, делящимся на р: 

а" =е, где п делится на р. 

Тогда мы можем образовать из элемента а циклическую подгруппу 
(а). Порядок этой группы равен порядку элемента, а: 

|(а)| = п, где п делится на р. 

Мы уже доказали, что если порядок циклической группы делится 
на число р, то она содержит элемент порядка р. Элемент подгруппы 
(а) С А является элементом группы А. Таким образом, в группе А 
имеется элемент порядка р, что противоречит определению группы А. 

Допущение наличия в группе А элемента с порядком, делящимся на 
р, приводит к противоречию с определением группы. Значит, в группе 
А нет элементов с порядком, делящимся на р. Подлемма доказана. 

Возьмём в группе А произвольный элемент а: 

ае А. 

Образуем с его помощью циклическую группу (а). Она является под- 
группой в А: 

а 

При этом (а) не может совпадать с А, иначе А будет циклической 
группой, а для циклических групп теорема выполняется. Таким обра- 
зом, факторгруппа А/(а) нетривиальна. По теореме Лагранжа, поря- 
док группы равен произведению порядка подгруппы на порядок фак- 
торгруппы: 

[| = (а) - [Ав 

Мы определили А так, что порядок |А| делится на р. Раз левая часть 
равенства, делится на р, значит и правая делится. Так как порядок цик- 
лической подгруппы (а) не делится на р, то порядок факторгруппы 
должен делиться: 

|А/(а)| делится на р. 

Порядок факторгруппы меньше минимального, для которого лем- 
ма нарушается. Следовательно, для факторгруппы лемма выполняет- 
ся. Это значит, что в факторгруппе есть элемент порядка р. Этот эле- 
мент образует подгруппу факторгруппы. Рассмотрим полный прообраз 
этой подгруппы, обозначим его В. В содержит (а), факторгруппа В / (а) 
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имеет порядок р: 

«св, Веер 

По теореме Лагранжа, порядок группы В равен произведению по- 
рядка группы (а) на порядок факторгруппы В /(а): 

[ВИ = (@) - ВИ/(а). 

Раз порядок факторгруппы В/(а) равен р, то порядок группы В 
делится на число р: 

|В| делится на р. 

Подлемма. А = В. 

Доказательство. Допустим, это не так: подгруппа В собственная, то 
есть, не совпадает с группой Д: 

В-А. 

В таком случае порядок |В| меньше минимального, для которого не 
выполняется лемма. Значит, в группе В лемма выполняется и в ней есть 
элемент порядка р. Раз он есть в подгруппе В, значит есть и во всей 
группе А. Но в группе А такого элемента быть не должно. Допущение, 
что подгруппа В собственная, приводит к противоречию с определени- 
ем группы А. Следовательно, подгруппа, В совпадает с группой А: 

А = В. 

Подлемма доказана. 

Раз А = В, то факторгруппа А/(а) совпадает с факторгруппой 
В/(а): 

А/(а) = ВЦ) 

Факторгруппа В / (а) имеет порядок р. Следовательно, факторгруппа 
А/(а) тоже имеет порядок р: 

АД =. 

Элемент а мы выбирали в группе А произвольно. Следовательно, все 
элементы группы А образуют циклические группы с одинаковым ин- 
дексом р. По теореме Лагранжа, порядок группы равен произведению 
порядка подгруппы на её индекс. Раз индекс всех циклических под- 
групп в А одинаковый, значит и порядки всех циклических подгрупп 
одинаковы. То есть, все элементы в А имеют одинаковый порядок. 

Подлемма. Порядок любого элемента в А равен простому числу 4, 
неравному р: 


ГО 


а 7 2. 
Доказательство. Допустим, это не так: имеется элемент 6 составного 


порядка т: 

Е, 

То есть, число т делится на какое-нибудь простое число 4, но нерав- 
но ему. Выше для случая циклических групп мы установили, что если 
порядок циклической группы делится на простое число 4, то она имеет 
элемент порядка 4. Получается, что в группе есть элементы как поряд- 
ка 77, так и порядка 49. Но мы установили, что в группе А все элементы 
имеют одинаковый порядок. Допущение, что в А имеется элемент со- 
ставного порядка, приводит к противоречию. Следовательно, в А нет 
элементов составного порядка. Все элементы в А имеют одинаковый 
порядок а, где 4 — простое число. 

По определению группы А, в ней отсутствуют элементы порядка, р. 
Следовательно, число 4 неравно числу р: 

47 Р. 

Подлемма доказана. 

Подлемма. Все циклические подгруппы в А не пересекаются друг с 
другом (точнее, в их пересечении только единица). 

Доказательство. Допустим, что две разные циклические подгруппы 
в А имеют нетривиальное пересечение: 

(а) ПВ) Я {е}- 

Раз в пересечении есть не только единица, то в нём содержится более 
чем один элемент: 

(а) п > Е 

Пересечение подгрупп является подгруппой. По теореме Лагранжа, 
порядок подгруппы должен делить порядок группы. Но в подгруппах 





(а) и (6) простой порядок, у простого числа среди делителей есть только 
единица и всё число. Значит, пересечение имеет такой же порядок, как и 
вся группа. Раз количество элементов в подгруппе и в группе совпадает, 
значит подгруппа совпадает с группой: 

(а) = (а) п (5) = (5). 

Получается, что подгруппы (а) и (5) одинаковые, хотя мы их вво- 
дили разными. Допущение возможности нетривиального пересечения 
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циклических подгрупп в А приводит к противоречию. Следовательно, 
циклические подгруппы в А не пересекаются. Подлемма доказана. 

Подлемма. Группа А не существует. 

Доказательство. Рассмотрим какую-нибудь циклическую подгруппу 
(а). В подлеммах выше мы установили, что её порядок равен 4, а индекс 
равен р: 

(И=Ф АЦ ЕР 

Возьмём в каком-нибудь смежном классе по (а) элемент 6, но в таком 
смежном классе, который не совпадает с (а): 

БЕБ(а), Бе (а). 

Так как факторгрупна, имеет простой порядок р, то любой её нееди- 
ничный элемент имеет порядок р, в том числе смежный класс 6(а). Если 
мы возведём элемент факторгруппы в степень р, то получим единицу 
факторгруппы, роль которой играет подгруппа (а). То есть, если мы 
возведём элементы смежного класса В(а) в степень р, то они попадут в 
подгруппу (а): 

РЕ (а). 

С другой стороны, элемент 6 находится в циклической подгруппе (5), 
которая неравна (а) (ведь мы брали элемент 6 вне подгруппы (а)): 

(а) 5 (5). 

Возведение элемента подгруппы в степень не должно выводить его 
за пределы подгруппы, поэтому 

РЕ (6). 

Раз элемент 6? приналежит одновременно подгруппам (а) и (5), то 
он принадлежит их пересечению: 

РЕ (а) п (6). 

В подлемме выше мы установили, что разные циклические подгруп- 
пы в А имеют в пересечении только единицу. Значит, элемент 6” равен 
единице: 

бе: 

Раз число р обращает элемент 6 в единицу, то р не должно быть мень- 
ше порядка (порядок — это наименьшее число, обращающее в единицу 
при возведении в степень): 


р > 4. 
ТУ 


Число р простое и поэтому не должно делиться на 4 без остатка. 
Разделим число р на 4 с остатком: 

р = Ка + т, где 0 <г< 4. 

Подставим это выражение в равенство 6? = е: 

= Бат чи арг. 

Число Ка кратно порядку элемента 6, поэтому 

ЕЕ: 

Отсюда равенство е = 696" переходит в равенство 

250. 

Число г меньше порядка элемента 6, но всё равно обращает его в 
единицу. Такая ситуация невозможна. Значит, существование группы 
А противоречиво. Подлемма доказана. 

Мы пришли к тому, что минимальная абелева группа, для которой 
лемма не выполняется, не существует. Следовательно, лемма выполня- 
ется для всех конечных абелевых групп. Лемма, доказана. 


46.2 Нулевая теорема Силова 


Нулевая теорема Силова. Пусть р — простое число. Если порядок груп- 
пы делится на р, то в ней есть элемент порядка р. 

Доказательство. Допустим теорема неверна. Возьмём группу С с наи- 
меньшим порядком, для которой нарушается теорема. То есть, порядок 
группы делится на р, но при этом в группе нет ни одного элемента по- 
рядка р. Для всех её собственных подгрупп теорема, выполняется, так 
как они меньше минимальной. 

Лемма. Порядок любой собственной подгруппы не делится на число 
Ид 

Доказательство. Допустим, порядок некоторой собственной подгруп- 
пы делится на число р. Для собственной подгруппы теорема выполня- 
ется, и поэтому в ней есть элемент порядка р. Раз этот элемент есть 
в подгруппе, то он есть и во всей группе. Но мы установили, что в 
группе С нет элементов порядка р. Допущение наличия собственной 
подгруппы, порядок которой делится на р, приводит к противоречию. 
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Следовательно, таких подгрупп нет, и порядок любой собственной под- 
группы не делится на р. Лемма доказана. 

Лемма. Индекс любой собственной подгруппы в С' делится на р. 

Доказательство. Пусть Н — произвольная собственная подгруппа в 
С’. По теореме Лагранжа, порядок группы |С!| равен произведению по- 
рядка подгруппы |Н] на её индекс |С|:|Н]: 

1 =1Н1- 01181. 


В порядке группы |С!| есть делитель р, в порядке подгруппы |Н| де- 





лителя р нет. Значит, делитель р должен быть в индексе |С |: |Н| под- 
группы. 

Получается, что индекс произвольной собственной подгруппы делит- 
ся на р. Следовательно все собственные подгруппы в С’ имеют индекс, 
делящийся на р. Лемма доказана. 

Разложим группу на классы сопряжённости по всей группе С с от- 
дельными элементами в качестве представителей. Некоторые классы 
сопряжённости состоят из многих элементов, а некоторые из одного. 

Лемма. Количество одноэлементных классов сопряжённости неравно 
нулю и делится на р. 

Доказательство. В параграфе «Количество элементов в классе со- 
пряжённости» доказана теорема о том, что, грубо говоря, количество 
элементов в классе сопряжённости равно индексу нормализатора. А 
для точности нужно указать, что нормализатор определяется множе- 
ством, являющимся элементом класса сопряжённости, нормализатор 
находится внутри сопрягающей группы, и индекс нормализатора, счи- 
тается внутри этой же сопрягающей группы. 

В нашем случае сопрягающей группой является вся группа С. Эле- 
ментами классов сопряжённости являются элементы группы. Поэтому 
нужно рассматривать нормализаторы элементов внутри всей группы 
С. Таким оразом, количество элементов в классе сопряжённости равно 
индексу нормализатора элемента, из этого класса. 

Нормализатор — это подгруппа. Количество элементов в классе со- 
пряжённости равно индексу некоторой подгруппы, являющейся норма- 
лизатором элемента. А значит, делится на р. За исключением одноэле- 
ментных классов (их нормализатором является вся группа, С", у которой 
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индекс равен 1). 

Одноэлементные классы существуют. Потому что единица образует 
одноэлементный класс (нормализатором единицы является вся группа, 
С). 

Обозначения. 

»` — сумма количеств элементов во всех классах сопряжённости. 

»`, — сумма количеств элементов во всех многоэлементных классах 
сопряженности. 

»`› — сумма количеств элементов во всех одноэлементных классах 
сопряжённости (что то же самое, количество одноэлементых классов 
сопряжённости). 

Очевидно, =>»... 

Если просуммировать количества элементов во всех классах сопря- 
жённости, то получится порядок группы С, а он делится на р. Сле- 
довательно, сумма мощностей всех классов сопряжённости делится на 
р: 

У ` = |С| — делится на число р. 

Мощность любого многоэлементного класса делится на р. Значит, 
сумма мощностей многоэлементных классов сопряжённости тоже де- 
лится на р: 

»`, делится на р. 

Получается, что в равенстве >^ = }`\ + »`. левая часть делится на 
р, а в правой части первый член делится на р. Следовательно, второй 
член >) тоже должен делиться на р: 

»`› делится на р. 

То есть, количество одноэлементных классов делится на р. Лемма 
доказана. 

Лемма. Множество всех элементов, образующих одноэлементые клас- 
сы сопряжённости, является центром группы. 

Доказательство. Обозначения. 

А — множество элементов, являющихся одноэлементными классами 
сопряженности. 

С — центр группы (С. 

Докажем включение А С С. 
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Возьмём в множестве А произвольный элемент а: 

ае А. 

а — это элемент, образующий одноэлементный класс сопряжённости. 
Индекс нормализатора одноэлементного класса сопряжённости равен 
единице, следовательно, нормализатор является всей группой С. Так 
как С" нормализатор элемента а, то любой элемент д из группы С' са- 
мосопрягает а: 

а=д "ад для всех элементов 9 Е С. 

Домножим это равенство на д слева, получим коммутационное ра- 
венство: 

да = ад для всех элементов 9 Е С. 

Раз а коммутирует с произвольным элементом группы С, значит, а 
принадлежит центру: 

аеЕсС. 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент а из множества А 
принадлежит центру С’. Следовательно, все элементы из множества А 
принадлежат центру С’, что означает включение 

АСС. 

Докажем обратное включение СС А. 

Возьмём в центре С' произвольный элемент с: 

сЕС. 

По определению центра, все его элементы коммутируют со всеми эле- 
ментами группы С: 

сд = 9с для любого элемента 9 Е С. 

Умножим обе части этого равенства на элемент 9" слева, получаем 
равенство 

9 'с9 = с для любого элемента 9 Е С. 

Получается, что любой элемент группы С’ самосопрягает элемент с. 
То есть, вся группа С' является нормализатором для элемента с. Индекс 
подгруппы С’ равен единице, значит элемент с является одноэлемент- 
ным классом сопряжённости, а значит, включается в множество АД: 

сЕА. 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент с из центра С’ при- 
надлежит множеству А. Следовательно, все элементы центра С’ при- 
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надлежат А, что означает включение 
ССА. 
Обратное включение доказано. 
Из противоположных включений 


ис. С 
следует равенство 
А=С. 


Таким образом, центр группы С’ совпадает с множеством одноэле- 
ментых классов сопряжённости. Лемма доказана. 

В параграфе «Центр группы является абелевой подгруппой» дока- 
зана теорема, соответствующая названию. Мы установили, что центр 
совпадает с множеством одноэлементных классов сопряженности, и что 
порядок этого множества делится на р. Таким образом, порядок центра 
делится на, р. 

Если центр совпадает со всей группой С’, то группа С’ абелева, для 
абелевой группы теорема выполняется. Но мы условились, что для 
группы С теорема не выполняется, значит центр не совпадает со всей 
группой. 

Центр является собственной подгруппой, порядок которой делится на 
р. Но в одной из лемм мы установили, что никакая подгруппа не имеет 
порядок, делящийся на р. Мы пришли к противоречию. Допущение 
нарушения теоремы приводит к противоречию, следовательно, теорема 
верна. Теорема доказана. 


46.3 Первая теорема Силова 


Определение. р-группа, — это группа порядка 7”, где р — простое число, 
п — целое положительное число. 

Утверждение. Любая подгруппа р-группы является р-группой. 

Доказательство. Пусть А — р-группа и имеет порядок р". Возьмём в 
группе А произвольную подгруппу В: 

ВСА. 

Порядок группы А равен произведению порядка подгруппы В на её 
индекс 2в: 


ГЕ 


[|= [В в. 

Следовательно, число |В| является делителем числа, |А| = р”. У чис- 
ла р” любой делитель имеет вид р*, где 0 < К < п. Поэтому порядок 
подгруппы |В| равен р": 

|В| = ^^, где 0 < к < п. 

Это значит, что подгруппа ВБ является р-группой. При этом подгруп- 
пу В мы выбирали произвольно. Следовательно, все подгруппы в р- 
группе являются 7р-группами. Утверждение доказано. 

Первая теорема Силова. Пусть 

р — простое число, 

а — группа, 

[С] = п = р", 

где $ не делится на р. 

Тогда 

1) С содержит подгруппы порядков р’, ге =1,...,т, 

2) каждая подгруппа порядка р’! где 1 = 1,...1ъ содержится в 
подгруппе порядка р’ и нормальна в ней. 

Доказательство по индукции по числу 1. 

Рассмотрим случай 1 = 1. 

По нулевой теореме Силова, так как порядок группы С делится нар, 
в группе С есть элемент а порядка р. Образуем из него циклическую 
подгруппу (а). Эта подгруппа имеет порядок р'. Этим мы доказали 
первое утверждение теоремы для случая 1 = 1, то есть существование 
подгруппы порядка 1 = 1. 

Подгруппа порядка р" = ро = 1 может быть только одна: едини- 
ца. Единица содержится в любой подгруппе, в том числе в подгруппе 
порядка р". Второе утверждение для случая & = 1 доказано. 

В итоге в случае 1 = 1 теорема выполняется. 

Предположим теперь, что теорема доказана для случая 1, то есть, 
сушествует подгруппа порядка р' и т. д. Локажем теорему для случая 
авы 

Обозначение. Р — подгруппа порядка р”. 

Разложим группу С на двойные смежные классы по подгруппе Р 
слева и справа: 
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с=Р+РаьР+...+Рх,Р. 

(Первый двойной смежный класс равен Р, потому что РеР = Р.) 
Рассмотрим правые смежные классы по Р внутри двойных смежных 
классов. В каждом двойном смежном классе своё количество правых 
смежных классов по Р. 

Обозначение. а; — количество правых смежных классов по подгруппе 
Р в двойном смежном классе Рх;Р. 

Если просуммировать все числа а,, то мы получим общее количество 
смежных классов по Р, равное индексу подгруппы: 

С: |Р]=а+а2+... На... 

Лемма. Каждое число а; либо делится на р, либо равно 1. 





Доказательство. В параграфе «Количество левых и правых смеж- 
ных классов в двойных смежных классах» доказана теорема о том, что 
внутри двойного смежного класса НтК 


число правых смежных классов по подгруппе А’ равно |Н|: |КП 
т Нт| 

число левых смежных классов по подгруппе Н равно |К|: [КП 
На. 


В нашем случае в двойном смежном классе Рх,Р число правых смеж- 

ных классов по подгруппе Р равно 
гы | , 
а; = |Р]|: 1; Ра; ПР). 
= 

В знаменателе фигурирует группа 5; Рх; П Р. Это пересечение р- 
групп. Пересечение групи является подгруппой в каждой из этих групп. 
А подгруппа р-группы является р-группой. Таким образом, в числите- 
ле и знаменателе находятся р-группы, поэтому их порядки — степени 
числа р. При делении некоторого р^ на некоторое р’ мы получим р*`". 
Это число либо делится на р, либо равно единице (если К = [). Слу- 
чая, когда К < [, быть не может, потому что в знаменателе фигурирует 
подгруппа группы, находящейся в числителе, а у подгруппы порядок 
не больше, чем в группе. В итоге а; делится на р, или равно 1. Лемма 
доказана. 

Лемма. Единичное число а; существует. 

Доказательство. Первый двойной смежный класс имеет вид 


Ре =. 
Г. 


Он состоит только из одного смежного класса Р, то есть а1 = 1. 
Следовательно, единичное число а; существует. Лемма доказана. 

Лемма. Сумма всех чисел а; делится на р. 

Доказательство. Каждое число а; — это количество правых смежных 
классов по подгруппе Р в ]-м двойном смежном классе Рх,Р. При этом 
двойные смежные классы не пересекаются, то есть, в разных двойных 
смежных классах нет повторяющихся правых смежных классов по под- 
группе Р. Так как двойные смежные классы покрывают всю группу, то 
в них содержатся все правые смежные классы по Р. Чтобы подсчитать 
количество правых смежных классов по подгруппе Р во всей группе (>, 
нужно просуммировать количества а; правых смежных классов по Р 
во всех двойных смежных классах Рт,Р. То есть, нужно просуммиро- 
вать все числа а;. Таим образом, сумма всех чисел а; равна количеству 
всех правых смежных классов по подгруппе Р. 

Найдём количество всех правых смежных классов по подгруппе Р. 
По теореме Лагранжа, порядок группы равен порядку подгруппы умно- 
жить на количество смежных классов по ней. Отсюда, чтобы найти ко- 
личество правых смежных классов по подгруппе Р, нужно разделить 
порядок группы С на порядок группы Р: 


Уаз = С: |Р| 
По условию теоремы, порядок группы С' равен 
С] =. 


По предположению индукции, порядок подгруппы Р равен 

ПР] = р, где < т- 1. 

Подставим эти значения в формулу > .;а; = [С |: [Р|: 

> „а; = [С]: [Р] = р"з/р' = р" "5. 

Так как т >> $, то сумма р. а; делится на р. Лемма доказана. 

Лемма. Число единичных а; делится на р. 

Доказательство. Разделим все двойные смежные классы на два, се- 
мейства. К первому семейству отнесём все двойные смежные классы, 
состояние из более одного смежного класса по Р, то есть, а; > 1. Сум- 





му всех чисел а; для двойных смежных классов из первого семейства 
обозначим 


> ла. 
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Ко второму семейству отнесём все двойные смежные классы, состоя- 
щие из одного смежного класса по Р, то есть а; = 1. Сумму всех чисел 
а; для двойных смежных классов из второго семейства обозначим 

22а). 

Так как во втором семействе все числа а; равны единице, то сумма 
этих чисел >. а; совпадает с колличеством единичных а. 

В первом семействе все числа а; делятся на р. Следовательно, и их 
сумма тоже делится на р: 

»`. а; делится на р. 

Мы уже установили, что сумма всех чисел а; делится на р: 

ТР 
>.‚1 а; делится на р. 
Сумма всех чисел а; является суммой сумм из двух семейств: 

т 
Е: => на; + > `ра;. 
Из этого равенства можно выразить вторую сумму: 

т 

22а; = ры а). 
Так как числа >. а; и >. а; делятся на р, то и их разность тоже 


И 
делится на р: 


а И а; — У `1 а; делится на р. 

Мы пришли к тому, что количество двойных смежных классов, состо- 
ящих из одного смежного класса по Р, делится нар. (Сумма единичных 
а; делится на р.) Лемма доказана. 

Пусть А — нормализатор подгруппы Р. 

В параграфе «Подгруппа находится внутри своего нормализатора» 
доказана теорема, соответствующая названию. В нашем случае 

РА. 

Лемма. Если а; = 1, то о = Р. (Следовательно, в этом случае 
представитель 5; принадлежит нормализатору К подгруппы Р.) 

Доказательство. Если а; = 1, то в формуле а; = |Р|: | Ре; пР 
числитель совпадает со знаменателем: 

РР] 

Если подгруппы ЕР и Р не совпадают друг с другом, то их пере- 
сечение будет меньше их обоих, будет содержать меньшее количество 
элементов, и равенство ве. пР| = |Р| окажется неверным. Следо- 
вательно, эти подгруппы совпадают: 
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и. В. 

Лемма доказана. 

Лемма. Если представитель двойного смежного класса коммутирует 
с Р, то и все элементы двойного смежного класса коммутируют с Р. 

Доказательство. Пусть представитель х; двойного смежного класса 
Рт,Р коммутирует с группой Р: 

а =: Е 

Возьмём в двойном смежном классе Рх,Р произвольный элемент 
р1х/2. Умножим этот элемент на группу Р справа и учтём, что группа 
Р коммутирует со своими элементами р1 и ро и с элементом ху: 

р1х;р2Р = рх,Ррз = 1Ртлз = Риыху. 

Равенство р1х/>Р = Рр1хуро означает, что группа Р коммутирует 
с произвольным элементом р15;р2 из двойного смежного класса Рт;Р. 
Следовательно, все элементы из двойного смежного класса Рх,Р ком- 
мутируют с подгруппой Р. Лемма доказана. 

Лемма. Все двойные смежные классы с а; = 1 входят в нормализатор 
К группы Р. 

Доказательство. Мы установили, что у всех двойных смежных клас- 
сов с а; = 1 их представитель коммутирует с подгуппой Р. Следова- 
тельно, все элементы этих смежных классов коммутируют с подгруппой 
Р, что означает, что они принадлежат нормализатору. Таким образом, 
двойные смежные классы с а; = 1 целиком находятся внутри нормали- 
затора подгруппы Р. Лемма доказана. 

Лемма. Объединение одноэлементных двойных смежных классов яв- 
ляется нормализатором (одноэлементных в смысле один смежный класс 
по: 2). 

Доказательство. Мы доказали, что все одноэлементые двойные смеж- 
ные классы входят в нормализатор, а значит и объединение всех одно- 
элементых двойных смежных классов входит в нормализатор. Чтобы 
доказать, что это объединение и есть нормализатор, нужно доказать, 
что в других смежных классах нет элементов нормализатора. То есть, 
что больше никакие элементы не коммутируют с Р. 

Пусть х; — представитель многоэлементного двойного смежного клас- 
са, Рх.Р (под многоэлементным подразумевается двойной смежный 
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класс, содержащий более одного смежного класса по Р). Допустим, в 
нём есть элемент, коммутирующий с Р. Обозначим его р15;р2 

Р1т;р> Е РР. 

Запишем коммутационное равенство с элементом р115;12 и подгруппой 
в. 

р1х;р2Р = Рритур?. 

Умножим обе части равенства, справа на Р: 

р1х;р2РР = РитзР. 

Умножение элемента р; подгруппы Р на саму подгруппу даёт эту же 
подгруппу: р;.Р = Рр; = Р. Умножение подгруппы на саму себя даёт 
ту же самую подгруппу: Р.Р = Р. Учитывая эти факты, перепишем 
равенство: 

РР Е ЕЕ. 

В правой части равенства у нас двойной смежный класс с предста- 
вителем х1;. в левой части равенства у нас один смежный класс по Р 
с представителем р15;. Получается, что двойной смежный класс Рх,Р 
состоит из одного правого смежного класса по Р. То есть, это одноэле- 
ментный смежный класс, хотя мы условились, что он многоэлементый. 
Допущение о наличии в многоэлементных двойных смежных классах 
элементов нормализатора противоречит самому себе. Следовательно, 
в нормализаторе есть только одноэлементные двойные смежные клас- 
сы. Поэтому объединение одноэлементных двойных смежных классов 
совпадает с нормализатором. Лемма доказана. 

Итак, нормализатор А подгруппы Р состоит из всех одноэлементых 
двойных смежных классов. В каждом таком двойном смежном клас- 
се только один смежный класс по Р. А значит, количество смежных 
классов по Р внутри нормализатора равно количеству одноэлемент- 
ных двойных смежных классов. Мы уже доказали, что количество та- 
ких двойных смежных классов делится на число р. Поэтому количество 
смежных классов по Р в нормализаторе делится на р. Следовательно, 
факторгруппа нормализатора по подгруппе Р имеет порядок, делящий- 
ся на р: 

| К/Р] делится на р. 

По нулевой теореме Силова, факторгруппа К/Р имеет элемент по- 
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рядка р. 

Выделим в факторгруппе К/Р циклическую подгруппу порядка р. 
Рассмотрим её полный прообраз, обозначим его „Л. Подгруппа 4 со- 
держит Р, а факторгруппа //Р имеет порядок |//Р| = р. Порядок 
группы „Л равен порядку подгруппы |Р|] = р’ умножить на порядок 
факторгруппы |.7/Р| = р, следовательно, порядок |/| = р'*". При этом, 
Р — нормальная подгруппа в .Л, потому что / входит в нормализатор, 
а, все элементы нормализатора, коммутируют с Р. 

Мы нашли подгруппу порядка р""", в которую входит подгруппа Ри 
является нормальной в ней. 

Таким образом, из верности случая 1 следует верность случая 4 + 1. 
Этим мы по индукции доказали теорему. 

Первая теорема Силова доказана. 


46.4 Вторая теорема Силова 


Пусть С — группа, порядок группы |С!| = р", где 3 не делится на р. 
Таким образом, р” — это максимальная степень числа, р, которая делит 
порядок группы С. 

Определение. Силовская подгруппа — это подгруппа порядка, рав- 
ного р” — максимальная степень простого числа р, делящая порядок 
группы. 

Следствия из определения. Индекс силовской подгруппы не делит- 
ся на простое число р. Силовская подгруппа — это максимальная р- 
подгруппа, то есть, она не содержится ни в какой другой р-подгруппе. 
(Максимальная не значит единственная, в группе может быть одновре- 
менно несколько максимальных 7-подгрупп, просто они не находятся в 
ещё больших р-подгруппах.) 

Теорема. В конечной группе все силовские р-подгруппы сопряжены. 

Доказательство. Пусть Ру и Р — две произвольные силовские р- 
подгруппы. Составим по ним двойные смежные классы 

а = РР + Р1>2РЬ+...+ Рих.Рь. 


Рассмотрим правые смежные классы по Р>, и их количество. 
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Обозначение. 6; — число правых смежных классов по Р»> в двойном 
смежном классе Р!х;Р>. 

Если мы просуммируем все числа 6;, то получим общее количество 
правых смежных классов по Р», то есть, получим индекс подгруппы Р>. 
Это утверждение можно записать в виде: 

ыы... +В, = || |Р]. 

В параграфе «Количество левых и правых смежных классов в двой- 
ных смежных классах» доказана, теорема о том, что внутри двойного 
смежного класса Нх^ 


число правых смежных классов по подгруппе А’ равно |Н|: |КП 
т Нт| 

число левых смежных классов по подгруппе Н равно |К|: [КП 
а. 


В нашем случае количество правых смежных классов по подгруппе 
Р› в двойном смежном классе Р!х,Р»> равно 

[7 — |Р : |1 `Р: п Р»|. 

В знаменателе находится порядок подгруппы т Ра п Р. Это пере- 
сечение двух 7-подгрупп. Пересечение является подгруппой в каждом 
члене пересечения. Подгруппа  р-группы является 7-группой и имеет 
порядок число р в некоторой степени. Таким образом, числитель и зна- 
менатель состоят из порядков р-групп, поэтому 6; кратно р или равно 
ы 

Так как р-подгруппа 2» силовская, то её индекс не делится на р. Если 
все числа, 6; делятся на р, то и их сумма тоже делится. Но сумма равна 
индексу подгруппы Р› и поэтому не делится на р. Значит, не могут все 
числа 6; делиться на р, какое-то из них равно единице: 

6; = 1 для некоторого индекса 7. 

Тогда в формуле для 6; числитель равен знаментелю: 

|Р — | я п Р»|. 

Получается, что знаменатель 2 Ре: пр] равен порядку силовской 
группы |Р!|, то есть, пересечение силовских подгрупп в знаменателе 
с. `Ряз ПГ Р› имеет порядок самих этих подгрупп, а значит, совпадает 
с НИМИ: 


т. РР, =: "Ра: = Ро. 
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Последнее равенство означает, что Р! и Р> сопряжены. Р! и Р› выби- 
рались произвольно. Поэтому любые силовские р-подгруппы сопряже- 
ны. Теорема доказана. 


46.5 В конечной абелевой группе силовские 
подгруппы единственны 


Теорема. В конечной абелевой группе все силовские р-подгруппы един- 
ственны для каждого простого числа р. 

Доказательство. Из-за, всеобщей коммутативности, в абелевой группе 
все подгруппы нормальны. Сопряжение нормальной подгруппы пере- 
водит её в саму себя. Если в абелевой группе есть несколько силовских 
р-подгрупп, то по второй теореме Силова все они должны быть сопря- 
жены друг с другом. Но это невозможно, потому что любое сопряже- 
ние переводит подгруппу в саму себя и не может перевести в другую 
подгруппу. Следовательно, в абелевой группе может быть только одна 
силовская р-подгруппа для каждого простого числа р. Теорема, доказа- 
на. 


46.6 В нормализаторе лишь одна силовская 
р-подгруппа 


Теорема. Рассмотрим нормализатор силовской р-подгруппы. В нём не 
может быть больше одной силовской р-подгруппы. 

Доказательство. Обозначения. 

Р — силовская р-подгруппа. 

№ — нормализатор подгруппы Р. 

По определению нормализатора, любой элемент из М самосопрягает 
подгруппу Р: 

т 'Рх = Р для любого элемента х Е М. 

Таким образом, в своём нормализаторе силовская р-подгруппа Р яв- 
ляется инвариантной и нормальной подгруппой. 
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Допустим, в нормализаторе М есть две разные силовские р-подгруппы 
Ри. Р® 

РРСМ. 

По второй теореме Силова любые две силовские р-подгруппы долж- 
ны быть сопряжены. Причём силовские подгруппы Р и Р’ находятся 
внутри группы №, а значит должны быть сопряжены внутри нормали- 
затора № с помошью элементов нормализатора. Но в нормализаторе все 
элементы самосопрягают подгруппу Р, в нормализаторе нет элементов, 
которые могли бы перевести Р в другую подгруппу. Допущение, что в 
нормализаторе есть две силовские р-подгруппы, приводит к противо- 
речию. Следовательно, в нормализаторе силовской р-подгруппы может 
находиться только одна р-подгруппа. Теорема доказана. 

Следствие. У разных силовских р-подгрупп разные нормализаторы. 

Доказательство. Допустим, это не так: у двух разных силовских р- 
подгрупи одинаковый нормализатор. В параграфе «Подгруппа нахо- 
дится в своём нормализаторе» доказана теорема, соответствующая на- 
званию. Получается, что обе силовские р-подгруппы лежат в одном 
нормализаторе. Но это невозможно по доказанной выше теореме. До- 
пущение, что у разных силовских р-подгрупп одинаковый нормализа- 
тор, приводит к противоречию с доказанной теоремой. Следовательно, 
у разных силовских р-подгрупп разный нормализатор. Следствие до- 
казано. 


46.’ Гретья теорема Силова 


Третья теорема Силова А). Число силовских р-подгрупи делит порядок 
группы. 

Доказательство. По второй теореме Силова все силовские р-подгруппы 
сопряжены друг с другом. Это означает, что они лежат в одном классе 
сопряжённости. Мы можем получить этот класс сопряжённости, если 
сопряжём силовскую р-подгруппу с помощью всей группы С. Количе- 
ство элементов в классе сопряжённости равно индексу нормализатора 
силовской р-подгруппы. Нормализатор — это подгруппа, а индекс под- 
группы делит порядок группы С. То есть, количество силовских под- 
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групп делит порядок группы (г. Теорема, А) доказана. 

Третья теорема Силова Б). Число силовских р-подгрупи равно 1 - Кр 
(К — некоторое целое число). 

Доказательство. Если силовская подгруппа одна, то теорема выпол- 
няется (при К = 0). 

Рассмотрим случай, когда силовских подгрупп больше одной. Выбе- 
рем одну из них. Обозначим 50. Остальные обозначим 51,...,ю,. Бу- 
дем сопрягать их по подгруппе 50. Силовские подгруппы переходят 
при сопряжении в силовские в подгруппы. Сопряжение по подгруппе 
50 разбивает множество силовских подгрупп ©1,..., 9" на классы экви- 
валентности (классы сопряжённости). 

У каждой силовской подгруппы ©; есть свой нормализатор К;. В нор- 
мализаторе А’; не может быть больше одной силовской подгруппы. По- 
этому силовская подгруппа, 50 не может содержаться в нормализаторах 
остальных силовских подгрупп. 

Внутри 50 нормализатор подгруппы ©; не совпадает с 50, иначе бы 
50 лежала внутри нормализатора подгруппы 5;. То есть, нормализатор 
©; в 00 — собственная подгруппа. 

В параграфе «Количество элементов в классе сопряжённости» дока- 
зана теореме, в соответствии с которой число сопряжённых с ©; под- 
множеств равно индексу нормализатора внутри подгруппы 60. Этот ин- 
декс кратен р (ведь 50 — р-группа). Значит, число силовских подгрупп 
в классе сопряжённости кратно р. 

Посчитаем общее количество силовских р-групп. Для этого нужно 
просуммировать количества силовских подгрупп во всех классах сопря- 
жённости и не забыть подгруппу 50, которой мы сопрягали семейство 
подгрупп 51,...,ю,. Раз в каждом классе сопряжённости количество 
элементов кратно р, то сумма элементов во всех классах сопряжённо- 
сти кратна р. Теперь вспоминаем про саму 50, которая при сопряжении 
с помощью самой себя тоже даёт класс сопряжённости. В этом классе 
только один элемент, ведь когда подгруппа умножается на собственный 
элемент, получается та же самая подгруппа. 

Итак, сумма элементов во внешних к 50 классах сопряжённости крал- 
на числу р, прибавляем единицу, чтобы учеть саму 50, получаем число 
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силовских подгрупп равно 1 - Кр. Теорема Б) доказана. 


46.8 Нормализатор силовской подгруппы 


Теорема. Пусть 

а — группа, 

Р — силовская подгруппа, 

К — нормализатор подгруппы Р, 

Н — подгруппа между Си К: 

РСКЕНС С. 

Тогда Н совпадает со своим нормализатором. 

Доказательство. Допустим, что теорема неверна, и в нормализаторе 
подгруппы Н есть элементы, не входящие в подгруппу Н. Возьмём в 
нормализаторе подгруппы Н элемент т, который не входит в Н: 

По определению, любые элементы нормализатора самосопрягают Н, 
в том числе элемент т: 

НН. 

Рассмотрим, что происходит внутри Н при сопряжении. Ёсли силов- 
ская подгруппа Р при сопряжении х`'Р1 переходит в саму себя, то 
элемент х принадлежит нормализатору силовской подгруппы, то есть, 

хеЕМСН. 

Получается, что х находится в Н, хотя мы условились иначе. Зна- 
чит, элемент т не самосопрягает силовскую подгруппу Р. Силовская 
подгруппа, переходит в другую силовскую подгруппу. То есть, 

Е 

Так как элемент 5 самосопрягает подгруппу Н, то сопряжение эле- 
ментом т группы Н не выводит её внутренности за пределы Н. Под- 
группа Р является внутренностью в Н, поэтому она не должна выйти 
за пределы Н при сопряжении. То есть, сопряжение Р’ = х "Ру нахо- 
дится внутри подгруппы Н: 

а 

Получается, что в подгруппе Н есть 2 разные силовские подгруппы. 
Следовательно, по второй теореме Силова, они сопряжены внутри Н 
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(до этого мы рассматривали сопряжение элементами нормализатора 
подгруппы Н, а теперь рассматриваем сопряжение элементами самой 
Н). То есть, существует сопрягающий элемент и Е Н: 

Ре. 

Итак, мы имеем два способа сопрячь силовские подгруппы Ри Р': с 
помощью элемента, и из Н, и с помощью элемента, х из нормализатора 
подгруппы Н. Совместим две формулы для сопряжений. 

Ри Ра Рри (аа) Рхи. 

В итоге Р = (хи) 'Рхи. 

То есть, элемент ти самосопрягает Р, а значит принадлежит норма- 
лизатору К подгруппы Р: 

ти Е К. 

Так как К — подгруппа в Н, то 

аа 

Умножим обе части этого включения справа на и": 

тии ТЕ Ни". 

Напомню, что элемент и принадлежит Н. Умножение группы на её 
элемент даёт эту же группу. Поэтому Ни" = Н и, следовательно, 

ЕН. 

Но мы предполагали, что т находится вне подгруппы Н. 'Такое допу- 
щение привело к противоречию с самим собой. Следовательно, в нор- 
мализаторе подгруппы Н нет других элементов, кроме как элементов 
самой Н. 'То есть, нормализатор подгруппы Н совпадает с самой под- 
группой. Теорема доказана. 

Следствие. Пусть М — нормализатор силовской подгруппы Р. Тогда 
нормализатор подгруппы Л совпадает с самой М. 


46.9 В конечной р-группе нетривиальный центр 


Напоминание. Нетривиальная подгруппа — это подгруппа, состоящая 
не только из единицы. 
Теорема. Конечная р-группа, имеет нетривиальный центр. 
Доказательство. Пусть Р — конечная р-группа. Разложим её на клас- 
сы сопряжённых элементов, сопрягая всей группой Р: 
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Р= СО. .Сь. 

Ст состоит из одного элемента (единица). Количество |С*| элементов 
в классе сопряжённости С; равно индексу нормализатора некоторого 
элемента группы. Нормализатор — это подгруппа, а порядок подгруппы 
делит порядок р-группы Р’, поэтому является степенью числа, р. Значит, 
|С;| кратно р или равно 1 (1 в случае, если нормализатор совпадает со 
всей группой): 

|[С;| делится нар или |С)=1. 

Обозначения. 

т — сумма количеств элементов во всех многоэлементных классах 
сопряженности. 

п — сумма количеств элементов во всех одноэлементных классах со- 
пряжённости (количество одноэлементных классов сопряжённости). 

Общее количество элементов группы кратно р, так как это р-группа. 
И вто же время, количество элементов во всей группе Р равно сумме 
количеств элементов во всех классах сопряжённости: 

т - п = |Р| делится на р. 

Так как неединичный |С;| кратен р, то сумма т неединичных |С; 
кратна р: 

т делится на р. 

Выразим число одноэлементных классов сопряжённости п: 

п = (т- п) — т. 

В правой части числа т - п и п делятся на р. Значит, вся правая 
часть равенства, делится на р, а следом и левая: 

п делится на р. 

То есть, количество одноэлементных классов сопряжённости делит- 
ся на р. Из этого мы можем сделать вывод, что количество одноэле- 
ментных классов больше, чем 1. Эти элементы коммутируют со всеми 
элементами группы (вся группа является их нормализатором), и поэто- 
му входят в центр Р. Значит, центр р-группы Р нетривиален. Теорема 
доказана. 
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46.10 Дополнение 


Теорема. Пусть 

Р — р-группа, 

а — элемент порядка р: 

а? =е, 

циклическая подгруппа (а) нормальна в Р. 

Тогда а лежит в центре группы Р. 

Доказательство. Будем сопрягать элементы из (а) всей группой Р. 
По условию теоремы, (а) — это нормальная подгруппа, то есть, норма- 
лизатор подгруппы (а) совпадает со всей группой Р. Все элементы из 
группы Р самосопрягают подгруппу (а): 

х (ах = (а) для всех т ЕР. 

Поэтому сопряжение элементов подгруппы не выводит за, её преде- 
лы. А значит все классы сопряжённости лежат в (а). Мощность класса, 
сопряжённости равна индексу нормализатора, следовательно, кратна р 
или равна 1. Нетривиальный класс сопряжённости должен содержать 
не меньше р элементов, и при этом не включает в себя единицу (пото- 
му что единица содержится в своём, единичном классе сопряжённости). 
В подгруппе (а) всего р элементов, включая единицу. Следовательно, 
в неё не поместится нетривиальный класс сопряжённости. Там могут 
быть только тривиальные, состоящие из одного элемента. Это значит, 
что нормализатор элементов совпадает со всей группой, элементы под- 
группы коммутируют со всеми элементами группы, то есть лежат в 
центре. 

Раз все элементы подгруппы (а) лежат в центре группы Р, то и сама 
группа (а) целиком лежит в центре группы Р. Теорема, доказана. 
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ГЛАВА 47 


Разрешимые группы 


47.1 Коммутатор 


Определение. [1,у|] — коммутатор элементов х и у — это элемент 
у "ту: 

у = уху. 

Утверждение. |1, | = е тогда и только тогда, когда ух = ху. 

Доказательство. Если т и у коммутируют, то 

= ‘ея бу у е:е=е 

Если [т, | = е, то умножим обе части равенства х`1у`\ху = е на ут: 

ут = ух(х ‘у ‘ту) = у(ах у ‘ту = уу ту = ту, 

то есть, ух = ху. Утверждение доказано. 

Определение. Абелева группа — это группа, все элементы которой 
коммутируют друг с другом. 

Утверждение. Все коммутаторы группы С равны единице тогда и 
только тогда, когда С’ — абелева группа. Утверждение очевидно. 


47.2 Внутренний автоморфизм 


Определения. 

Гомоморфизм — отображение одной группы на другую с сохранением 
операции умножения и взятия обратного элемента: 

И Хаб) = Дал), 

2) На) = Ка) 

Эндоморфизм — гомоморфизм группы в саму себя 

Автоморфизм — взаимно однозначный эндоморфизм. 

Теорема. Операция сопряжения группы её элементом является авто- 
морфизмом. 

Доказательство. Умножение группы на её элементы даёт эту же са- 
мую группу. Операция сопряжения группы сводится к умножению груп- 


793 


пы на её элементы. Следовательно, сопряжение группы отображает 
группу в неё саму. 

В параграфе «Сопряжение является изоморфизмом» доказана, тео- 
рема, соответствующая названию. Таким образом, сопряжение группы 
является изоморфизмом, отображающим группу в саму себя, то есть, 
является автоморфизмом. Теорема, доказана. 

Определение. Внутренний автоморфизм — это автоморфизм, образо- 
ванный сопряжением по элементу. То есть, автоморфизм вида 

а 

Утверждение. Любой внутренний автоморфизм переводит нормаль- 
ную подгруппу в саму себя. 

Доказательство. Возьмём в группе С произвольную нормальную под- 
группу Я: 

НЕС. 

По определению нормальной подгруппы, она коммутирует со всеми 
элементами из (С: 

Нд = 9Н для любого элемента 9 Е С. 

Умножим это равенство на 9" слева, получаем 

ро. 

То есть, любой элемент самосопрягает нормальную подгруппу. Следо- 
вательно, при внутреннем автоморфизме нормальная подгруппа, отоб- 
ражается в саму себя. Утверждение доказано. 


41.3 Характеристическая подгруппа нормальна 


Определение. Характеристическая подгруппа — это подгруппа, отобра- 
жающаяся в себя при любом автоморфизме. 

Теорема. Характеристическая подгруппа нормальна. 

Доказательство. Пусть Н — характеристическая подгруппа группы 
С. Так как любой автоморфизм переводит её в саму себя, то и любой 
внутренний автоморфизм делает то же самое. Следовательно, 

3—1 Нз = Н для любого элемента, 3 Е С. 

Умножим это равенство на $ слева, получаем 

Нз=3Н. 
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То есть, подгруппа Н коммутирует с любым элементом из С, а зна- 
чит, она нормальна. Теорема, доказана. 


47.4 Коммутант 


Определения. 

(5) — множество, порождённое множеством 5 — это множество всех 
возможных комбинаций произведений 5152...3„ элементов из 5. 

Коммутант С” группы С’ — это множество в С’, порождённое множе- 
ством всех коммутаторов ху ху. Также коммутант могут называть 
производной подгруппой. 

Теорема. Коммутант является подгруппой. 

Доказательство. 0) Замкнутость бинарной операции. 

Возьмём в коммутанте С" два произвольных элемента хи у: 

туеЕС.. 

Элемент коммутанта, — это комбинация произведений коммутаторов: 

=41.: 20.62: У=ИФ...9,  тдетьу; — коммутаторы. 

Произведение двух комбинаций произведений из коммутаторов яв- 
ляется тоже комбинацией произведений из коммутаторов, и поэтому 
принадлежит коммутанту: 

О оса ©" 

Таким образом, произведение двух произвольных элементов хи у 
из коммутанта С” принадлежит коммутанту С". Замкнутость бинарной 
операции доказана. 

1) Ассоциативность. Коммутаторы и любые произведения с ними — 
это элементы группы, а элементы группы ассоциативны. 

2) Наличие единицы. 

В коммутанте содержатся все коммутаторы группы. Возьмём комму- 
татор от двух единиц. 

[е, е] = е'е`1ее = е. 

Следовательно, единица присутствует в коммутанте. 

3) Наличие обратных элементов. 

У любого коммутатора [а, 6] обратным элементом является коммута- 
тор [6, а]. Проверим это: 
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[а]: 6, а] = а аб. ба Фа. 

Можно заметить, что это выражение будет сокращаться, начиная с 
внутренних элементов 667 '; после четырёх последовательных сокраше- 
ний останется единица е. Свойство обратного элемента для коммутато- 
ра |6, а] проверено. 

Возьмём в коммутанте произвольный элемент 2: 

тЕС.. 

Как и любой элемент коммутанта, у является произведением комму- 
таторов: 

1 = 1112... Тв, где х; — коммутатор. 

Для этого произведения имеется обратный элемент 2,„`...15 т 
Каждый элемент и является коммутатором, следовательно, элемент 


—1 1 
п 


1 1 


21...15 21 | является произведением коммутаторов, а значит принад- 
лежит коммутанту: 

д а в ЕС. 

Получается, что каждый элемент 1 из коммутанта С” имеет обратный 
в этом же коммутанте. Наличие обратных элементов доказано. 

Мы доказали все определяющие свойства группы для коммутанта С". 
Коммутант С” является подгруппой. Теорема, доказана. 

Определения. 

С" — коммутант от коммутанта — это коммутант, порождённый все- 
ми коммутаторами из элементов коммутанта С" (коммутант, определён- 
ный внутри коммутанта, С’). 

С) — коммутант п-го порядка — это коммутант от коммутанта и — 1- 
го порядка СП. 

Теорема. Коммутант любого порядка является характеристической, 
а поэтому и нормальной подгруппой. 

Доказательство. Гомоморфизм (эндоморфизм) сохраняет произведе- 
ние элементов и взятие обратного. Коммутатор состоит из операций 
произведения и взятия обратного элемента. Значит, эндоморфизм со- 
храняет устройство коммутатора, и переводит коммутатор в коммута- 
тор. 

Элементы коммутанта — это произведения коммутаторов. И произве- 
дения, и коммутаторы сохраняют свою структуру при эндоморфизме. 
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То есть, элементы коммутанта, отображаются в элементы коммутанта. 
Поэтому коммутант — это характеристическая подгруппа. 

Чтобы перейти ко второму коммутанту, нужно брать произведения 
коммутаторов от произведений коммутаторов. Это тоже сохраняется 
при гомоморфизмах. Можно и дальше делать эти комбинации для про- 
извольных порядков коммутантов, и всегда их структура будет сохра- 
няться при эндоморфизмах. А значит, коммутанты любых порядков 
будут отображаться в самих себя. То есть, коммутант любого порядка 
является характеристической подгруппой. 

В параграфе «Характеристическая подгруппа нормальна» доказана 
теорема, соответствующая названию. Раз коммутанты любых порялд- 
ков являются характеристическими подгруппами, значит, они являют- 
ся нормальными подгруппами. Теорема доказана. 

Теорема А. Факторгруппа С/С” абелева (факторгруппа по комму- 
танту абелева). 

Доказательство. Возьмём в факторгруппе С/С” два произвольных 
элемента, ии %: 

и ЕС/С.. 

Рассмотрим естественное отображение группы в факторгруппу: 

а—>а/С.. 

В таком отображении участвуют все элементы факторгруппы С/С", 
и поэтому у элементов и и ® есть прообразы хи у: 

хи у. 

Составим коммутатор 57 у "ху. Естественное отображение — это го- 
моморфизм, все бинарные операции и операции взятия обратного эле- 
мента сохраняются, поэтому 

у узи. 

По определению, коммутант состоит из всех возможных произведе- 
ний из коммутаторов. Значит, коммутатор х` Му гу принадлежит ком- 
мутанту С": 

2 ие С. 

В факторгруппе С/С” подгруппа С” играет роль единицы. То есть, 
коммутатор при естественном отображении должен отображаться в еди- 
ницу. То есть, все элементы коммутанта С” должны отображаться в 
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единицу факторгруппы С / С", в том числе элемент Чу "ту. И вто же 
время элемент ВЕ отображается в т 
Пи 


И. Значит, 
ИНОЕ. 

Равенство коммутатора единице эквивалентно коммутированию эле- 
ментов: 

По: 

Так как мы рассматривали произвольные элементы, то получается, 
что все элементы факторгруппы коммутируют, и группа С/С" абелева. 
Теорема доказана. 

Теорема Б. Пусть 

а — группа, 

К — нормальная подгруппа в С, 

С’ — коммутант, 

С'/К — факторгруппа, 

С'/К абелева. 

Тогда коммутант находится внутри подгруппы К: 

ССК. 

Доказательство. Возьмём в группе С произвольные элементы хи у: 

хУеЕС. 

Рассмотрим естественное отображение группы в факторгруппу: 

> а/К. 

При естественном отображении элементы 5 и у отображаются в со- 
ответствующие элементы факторгруппы и, о Е С/К: 

хи, у-%. 

Естественное отображение является гомоморфизмом, то есть сохра- 
няет бинарные операции и операции взятия обратного элемента, поэто- 
му коммутатор группы отображается в соответствующий ему коммута- 
тор факторгруппы: 

т узи 

Факторгруппа абелева, поэтому все коммутаторы в ней равны е, в 


Ни): 


Уи. 
том числе коммутатор и. 
и Ми) = е. 
Таким образом, коммутатор ху ху отображается в единицу фак- 
торгруппы: 
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= 


т у >2е=чи 0 \%. 

Единице в факторгруппе С/К соответствует подгруппа А’. Есте- 
ственное отображение отображает элементы в смежные классы, в ко- 
торых эти элементы находятся. Раз коммутатор ту 129 отображает- 
ся в смежный класс, являющийся подгруппой А, значит коммутатор 
т у находится в подгруппе А: 

ту ТУЕК. 

Получается, что коммутатор из произвольных элементов из (С нахо- 
дится в подгруппе А. Значит, все коммутаторы из элементов группы 
С находятся в подгруппе А’. В подгруппе бинарная операция замкну- 
та. Поэтому, раз коммутаторы находятся в подгруппе А, то любые их 
произведения находятся в К. 

Множество всех произведений коммутаторов является коммутантом 
С". Это множество находится внутри подгруппы А’, то есть, коммутант 
С" находится в подгруппе К: 

ССК. 


Теорема доказана. 


47.5 Определение разрешимой группы 


Определение. Группа С’ называется разрешимой, если цепочка, под- 


групп 
И п. 


где каждая подгруппа С является коммутантом предыдущей, об- 
рывается после конечного числа шагов на единичной подгруппе (на- 
пример, С = е). 


47.6 Подгруппа и факторгруппа разрешимой группы 
разрешимы 


Теорема. Подгруппа разрешимой группы разрешима. 
Доказательство. Пусть Н — подгруппа разрешимой группы С: 
НСС. 
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Рассмотрим коммутанты в С ив Н. Все элементы подгруппы явля- 
ются элементами группы. Следовательно, все коммутаторы подгруппы 
принадлежат также множеству коммутаторов группы. Значит, комму- 
тант подгруппы находится внутри коммутанта, группы: 

Н'СС.. 

Мы снова имеем подгруппу Н’, находящуюся внутри группы С”. По- 
этому можем снова взять коммутанты этих подгрупп и снова будем 
иметь включение 

Н" ой с": 

Мы можем продолжать делать это и дальше вплоть до того, как дой- 
дём до последнего коммутанта С“ в ряду коммутантов разрешимой 
группы С: 

Н® с Сс®. 

Последний коммутант в разрешимой группе равен единице: 

СЕ. 

Так как Н”) включается в С"), то есть, включается в единичное 
множество {е}, то он тоже равен единице: 

Н® =е. 

Получается, что цепочка коммутантов в подгруппе Н обрывается на 
единице, а значит подгруппа Н разрешима. Таким образом, любая под- 
группа разрешимой группы разрешима. Теорема доказана. 

Теорема. Факторгруппа, разрешимой группы разрешима. 

Доказательство. Обозначения. 

С — разрешимая группа. 

К — нормальная подгруппа в С. 

О =С/К — факторгруппа. 

Рассмотрим естественный гомоморфизм 

а—а/К = (0. 

Любой коммутатор от смежных классов является образом коммута- 
тора от их представителей. Поэтому любой коммутатор в группе С) 
является образом коммутатора элементов из С, следовательно, комму- 
тант в факторгруппе С/К` = О является образом коммутанта в С: 

СО’. 


Коммутаторы от произведений коммутаторов от смежных классов 
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тоже являются образами от коммутаторов от произведений коммутато- 
ров от элементов из смежных классов. То есть, второй коммутант фак- 
торгруппы — это образ второго коммутанта группы. Так можно про- 
должать до бесконечности: все коммутанты в факторгруппе являются 
образами соответствующих коммутантов в группе. Наконец, коммутант 
0) является образом от коммутанта С: 

С® 0%. 

А так как С) =е и образ от единицы равен е, то 

00° =е. 

Цепочка коммутантов в факторгруппе обрывается на единице, а зна- 
чит факторгруппа разрешима. Таким образом, факторгруппа разреши- 
мой группы разрешима. Теорема доказана. 


47.7’ Определение разрешимой группы через ряд 
подгрупп 


Лемма. Группа простого порядка не имеет собственной нетривиальной 
подгруппы (то есть подгруппы, не равной всей группе или единице). 

Доказательство. Порядок группы |С| равен порядку подгруппы умно- 
жить на её индекс (количество смежных классов). Если есть нетриви- 
альная подгруппа, то порядок группы |С| будет равен произведению 
двух чисел. Но этого не может быть, потому что || — простое число 
по условию леммы. Поэтому нетривиальных подгрупп в С нет. Лемма 
доказана. 

Лемма. Пусть группа имеет порядок, равный составному числу. Тогда 
она имеет нетривиальную подгруппу. 

Доказательство. Составное число п является произведением каких-то 
простых чисел, возведённых в какую-то степень: 

== рИре о 

У составного числа есть простой делитель. По нулевой теореме Си- 
лова, если порядок группы делится на простое число р, то в группе 
есть элемент порядка р. Следовательно, есть циклическая подгруппа 
порядка р, образованная этим элементом. При этом порядок всей груп- 
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пы не совпадает с простым числом р. А значит, подгруппа порядка 
р не совпадает со всей группой, то есть, собственная. И не совпадает 
также с единицей, то есть, нетривиальная. Этим мы доказали наличие 
собственной нетривиальной подгруппы в группе составного порядка. 
Лемма доказана. 

Определение. Максимальная подгруппа — это собственная подгруппа 
(то есть, не совпадает со всей группой), которая не содержится ни в 
какой другой собственной подгруппе. 

Лемма. Рассмотрим абелеву группу составного порядка. Рассмотрим 
максимальную подгруппу в ней. Индекс максимальной подгруппы яв- 
ляется простым числом. 

Доказательство. Допустим, что лемма неверна: в абелевой группе С 
существует максимальная подгруппа М с составным индексом. 

В абелевой группе все подгруппы нормальны, потому что в ней все 
элементы коммутируют, а следовательно и подгруппы тоже. Поэтому 
максимальная подгруппа является нормальной, и по ней можно взять 
факторгруппу С'/М. 

Порядок факторгруппы |@/М| — составное число. Следовательно, в 
ней есть нетривиальная подгруппа. Система подгрупи в факторгруп- 
пе и система подгрупп в группе, содержащих М, соответствуют друг 
другу. Следовательно, если в факторгруппе есть собственная нетриви- 
альная подгруппа, то и в группе С есть собственная подгруппа, содер- 
жащая Л, но не совпадающая с ней. Получается, что подгруппа М 
не является максимальной, допущение о нарушении леммы приводит к 
противоречию. Значит, лемма выполняется, максимальная подгруппа 
имеет простой индекс. Лемма, доказана. 

Напоминание доказанных теорем из параграфа «Коммутант». 

Теорема А. Факторгруппа С/С” абелева (факторгруппа по комму- 
танту абелева). 

Теорема Б. Пусть К — нормальная подгруппа группы С, и при этом 
факторгруппа С/К’абелева. Тогда коммутант находится внутри под- 
группы А: 

ССК. 


Теорема. Пусть С’ — конечная группа. а разрешима тогда и только 
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тогда, когда существует ряд подгрупп 

е= Ас АС... С А, =С, 

в котором предыдущая подгруппа А; является нормальной в следую- 
щей А; +1, и кроме того, каждая факторгруппа А; -1/А; является груп- 
пой порядка, равного простому числу. 

Доказательство. Докажем сначала в одну сторону. 

Пусть 

Е ее о 

является рядом из подгрупп, где каждая А; нормальна в А; +1, а каж- 
дая фактор-группа А1/А; 1 = 0,...,п — 1) — циклическая группа 
простого порядка. Докажем, что группа С’ разрешима. 

А„_1— это нормальная подгруппа в А„ = С, а факторгруппа С’ /А_1 
абелева. В силу теоремы Б, коммутант С” содержится в Аи_1: 

С" ы ей 

Возьмём от этих подгрупп коммутант. Коммутант от меньшего мно- 
жества включается в коммутант от большего множества, поэтому 

СИС А. 

Далее аналогично: подгруппа А„_2 — нормальная подгруппа в Аи 
факторгруппа А„_1/А„_2 абелева. По теореме Б коммутант А”_| вклю- 
чается в А„_2. В итоге 

маса 

Повторяя эти процедуры, получим 

Се 


п—1 
То есть, 


С) с Ао — 6, 

откуда 

С®) =е. 

Получается, что цепочка коммутантов в С обрывается на единице, а 
значит группа С’ разрешима. 

В одну сторону доказано, докажем в другую. 

Пусть С' является конечной разрешимой группой. 

Коммутант группы не совпадает со всей группой, иначе цепочка ком- 
мутантов зациклилась бы на всей группе и не пришла бы к единице. 
Значит, факторгруппа по коммутанту не равна единице: 
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С/С" 2 {е}. 

По теореме А, факторгруппа по коммутанту С/С" абелева, а в абе- 
левой группе все подгруппы нормальные (из-за тотальной коммута- 
тивности), и среди них можно выделить максимальную нормальную 
подгруппу. Структуры подгрупп в группе и факторгруппе соответству- 
ют друг другу. Значит, максимальной нормальной подгруппе в фак- 
торгруппе соответствует максимальная нормальная подгруппа во всей 
группе. Обозначим её А1. В абелевой группе максимальная подгруппа 
имеет индекс, равный простому числу. Следовательно, соответствую- 
щая факторгруппа С'/А!: — циклическая группа простого порядка. 

Далее, подгруппа, разрешимой группы разрешима. А значит, Ат раз- 
решима. И мы можем найти таким же образом у неё максимальную 
нормальную подгруппу 42. Так как группа конечна, то каждый раз 





подгруппа будет уменьшаться, пока не дойдёт до единицы. В итоге мы 
получаем ряд 

а = ААА... ШЛА =Т 

где А; 1 нормальна в А; с циклическими фактор-группами А; /А; 1, 
порядки которых просты. В другую сторону доказано. Теорема, доказа- 
на. 


41.8 Минимальная нормальная подгруппа внутри 
разрешимой группы 


Определение. Минимальная нормальная подгруппа группы С’ — это 
такая неединичная нормальная подгруппа, внутри которой нет других 
нормальных подгрупп в (=. 

Комментарий. Здесь приходится упоминать, внутри чего подгруппа 
нормальна, чтобы не перепутать. Потому что, например, подгруппа, мо- 
жет быть нормальна внутри какой-нибудь подгруппы, но ненормальна 
во всей группе (. Касательно минимальной подгруппы — внутри неё 
могут быть нормальные подгруппы, но относительно этой подгруппы, 
относительно же группы С нормальных подгрупп внутри минимальной 
быть не может. 
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Теорема. Пусть а — разрешимая группа. Тогда минимальная нор- 
мальная подгруппа в ней абелева. 

Доказательство. Так как С разрешима, то существует конечная цепь 
коммутантов, обрывающаяся на единице: 

ее 

Все коммутанты являются нормальными подгруппами. 

Пусть Н — минимальная нормальная подгруппа в С. 

Пересечение нормальных подгрупп нормально. Так как внутри Н нет 
нетривиальных нормальных подгрупп, то нетривиальное пересечение 
Н и любого коммутанта не должно содержаться строго внутри Н. Это 
возможно в двух случаях: либо Н включается в этот коммутант, либо 
они не пересекаются (пересекаются по единице). 

Если Н включается во все коммутанты, то она равна единице, чего не 
может быть, потому что минимальная нормальная подгруппа должна 
быть нетривиальной по определению. Значит, с какими-то коммутанта- 
ми подгруппа Н не пересекается. Если Н не пересекается с коммутан- 
том С, то она не пересекается со всеми следующими коммутантами, 
потому что они включаются в коммутант С®. Если Н включается в 
коммутант С @-П, то она включается во все предыдущие коммутанты, 
потому что они содержат коммутант СТИ. 

Таким образом, начиная с некоторого номера, Н не пересекается с 
коммутантами. Обозначим этот номер #1. То есть, подгруппа Н содер- 
жится в СП, но не содержится в (©. 

Лемма. В каждом смежном классе по С“) может содержаться лишь 
один элемент из Н. 

Доказательство. Допустим обратное: в некотором смежном классе по 
ео содержатся два разных элемента из Н. Обозначим их 11 и В. Ра- 
венство их смежных классов запишем так: 

С = 12С®. 

Умножим обе части этого равенства на №1" слева: 

С® = В 1№.С®. 

Получается, что элемент Ро принадлежит смежному классу, рав- 
ному самой подгруппе С), то есть, 


Ро Е С®. 
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С другой стороны, р 1 принадлежит подгруппе Н. Следовательно, 
элемент | принадлежит пересечению подгрупп С п Н. Но это 
пересечение равно единице, а значит 

ро — Е. 

Умножим обе части равенства, на №1 слева, получаем 

Йо = Й1, 

хотя мы предполагали, что эти элементы разные. Допущение нару- 
шения леммы привело к противоречию самому себе. Лемма доказана. 

Факторгруппа по коммутанту абелева. Это же самое касается и ком- 
мутантов внутри коммутантов. Нас интересует факторгруппа СИ /С@ 
Подгрупна Н содержится внутри СИ, следовательно, все элементы 
Н находятся внутри смежных классов по подгруппе С внутри СП 
в одном смежном классе не более одного элемента. При этом все эти 
смежные классы коммутируют друг с другом. 

Возьмём в подгруппе Н произвольные два элемента ЙА и Вэ: 

Рл, 12 ЕН. 

Коммутирование соответствующих им смежных классов запишем сле- 
дующим м 

СС ® = 1230 о 

Так как подгруппа С® нормальна в С, то она коммутирует с любым 
элементом из С, в том числе, с элементами подгруппы Н. Поэтому 
мы можем перенести в обеих частях равенства коммутанты вправо, а 
элементы й; влево. Кроме того, произведение подгруппы на саму себя 
даёт эту же подгруппу: С® . С® = С®. Получаем в итоге 

р11>С® = >С. 

Таким образом, элементы й1/> и В>й1 содержатся в одном смежном 
классе по (®). Но в смежном классе по С“) может содержаться только 
один элемент из Н. Следовательно, 

Рий2 = Вэ. 

Коммутирование произвольных элементов из Н доказано, Н — это 
абелева группа. Теорема доказана. 

Теорема. В конечной разрешимой группе С’ минимальная нормальная 
подгруппа Н является р-группой. 

Доказательство. В конечной группе все подгруппы конечны. Внут- 
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ри любой конечной подгруппы есть свои силовские подгруппы. Мини- 
мальная нормальная подгруппа в С абелева. В ней есть свои силовские 
подгруппы. 

В параграфе «В конечной абелевой группе силовские подгруппы един- 
ственны» доказана теорема о том, что в конечной абелевой группе 
каждая силовская р-подгруппа единственна для каждого простого чис- 
ла р. Сопряжение нормальной подгруппы не выводит её внутренности 
за её пределы. В том числе и силовские подгруппы должны перево- 
диться в силовские подгруппы внутри самой нормальной группы. Но 
в минимальной нормальной подгруппе есть только одна силовская 1- 
подгруппа для каждого р. Она может перейти только в саму себя. А 
раз силовская подгруппа переводится в саму себя при любом сопря- 
жении, следовательно, она нормальна. При этом, внутри минимальной 
нормальной подгруппы не может быть собственных нормальных полд- 
групп. Поэтому минимальная нормальная подгруппа совпадает со своей 
силовской подгруппой. Силовская подгруппа — это р-группа, а значит 
минимальная нормальная подгруппа является р-группой. Теорема до- 
казана. 
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ГЛАВА 48 


Теоремы Ф. Холла 


48.1 Подготовка к теоремам Ф. Холла 


Обозначение. (т, п) — это наибольший общий делитель чисел т и п. 
Если общего делителя нет (кроме единицы), то (т, 1) = 1. 

Определение. Взаимно простые числа — это числа, не имеющие об- 
щего делителя (имеются в виду нетривиальные делители, отличные от 
единицы). 

Любое натуральное число М раскладывается на простые множители 
в степенях: 

= рр в вт 

Утверждение. Пусть число М является произведением двух взаимно 
простых множителей М = тп. Рассмотрим разложения чисел т и п 
на произведение простых чисел в степенях. В этих разложениях нет 





общих простых чисел. (Иначе был бы общий делитель и два множителя 
не были бы взаимно простыми.) 

Определение. Холловская подгруппа — это подгруппа, у которой по- 
рядок т и индекс п взаимно просты: (т, п) = 1. 

Отличие подгрупп Силова от подгрупп Холла. В теоремах Сило- 
ва рассматриваются Силовские подгруппы порядков ры. В теоремах 
Холла рассматриваются подгруппы порядков, где задействованы сразу 
несколько простых чисел, то есть 

Ир. 

Обратите внимание, что степени простых чисел максимальны. То 
есть, если разделить М на число т, то результат п, уже не будет делить- 
ся на простые числа, которые были в т. В разрешимых группах для 
подгрупп Холла выполняются теоремы, аналогичные теоремам Силова. 
Мы докажем их далее. 

Лемма. В разрешимой группе всегда есть нетривиальная собственная 
нормальная подгруппа (не считая случая группы простого порядка). 
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Доказательство. В абелевом случае все подгруппы нормальны. В неа- 
белевом случае в качестве примера нормальной подгруппы можно взять 
коммутант. Лемма доказана. 

В доказательствах теорем Холла используется два случая, хотя бы 
один из которых обязательно реализуется в разрешимой группе. Мы 
исследуем эти случаи перед началом изложения теорем. 

Лемма. Пусть разрешимая группа С' имеет порядок |С'| = тт, где т 
и п — взаимно простые числа: (7,7) = 1. Тогда выполняется хотя бы 
один из двух случаев: 

случай 1: существует нормальная подгруппа Н такая, что её порядок 
равен |Н| = питал, а индекс 7272 (п2 = 1), где множители взяты из 
разложений чисел т = тиТр и п = 711Пр. 

случай 2: число п = р", порядок любой нормальной подгруппы в С 
делится на число п = р“, группа С’ содержит нормальную силовскую 
подгруппу К порядка п = р“. 

Доказательство. В группе С’ выполняется один из двух случаев: 

случай Г’: существует нормальная подгруппа, Н с индексом, имеющим 
неединичный общий делитель с числом п; 

случай 2’: не существует такой подгруппы. 

Один из этих случаев обязательно выполняется, потому что заявлен- 
ная подгруппа существует, или не существует. Если мы докажем, что 
из случая 1’ вытекает случай 1, а из случая 2’ вытекает случай 2, то 
мы этим докажем, что хотя бы один из случаев 1 и 2 выполняется. 

Докажем следование случай 1’ = случай 1. 

Пусть выполняется случай 1’: существует нормальная подгруппа Н, 
индекс которой имеет общий делитель с числом п. 

Обозначение. 7> — наибольший общий делитель индекса Н и числа 
#: 

пон.) 

Таким образом, число п разбивается на множители 

п, = п П2. 

Индекс подгруппы Н тоже разбивается на множители: 

ФН — ТП». 

Подлемма. то является делителем числа, т. 
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Доказательство. Индекс тэп» подгруппы Н должен делить порядок 
группы |С| = тп. Следовательно, 772 должен состоять из делителей 
числа т или числа п. 

Мы установили п — это наибольший общий делитель числа п и ин- 
декса подгруппы 1н = 71212. Значит, в 2 не должно содержаться об- 





щих делителей с п. В нём могут быть только делители числа т. Сле- 
довательно, 72 является делителем числа т. Подлемма, доказана. 

Раз у числа тт есть делитель 72, то само оно раскладывается на 
множители: 

т = пит». 

Порядок группы С равен 

|С!| = тп = татотлп». 

Чтобы найти порядок подгруппы Н, разделим порядок группы С на 
индекс группы НД: 

та т2пл по /7П2по — ТТ. 

В итоге подгруппа Н имеет порядок пита и индекс т2й» (п2 = 1), 
где т = т17т2, п = п1П2. Таким образом, от случая Г мы пришли к 
случаю 1. Следование случая 1 из случая 1’ доказано. 

Докажем следование случай 2’ = случай 2. 

Пусть выполняется случай 2’: никакая нетривиальная нормальная 
подгруппа, не имеет индекса, имеющего общий делитель с числом п. 

Раз множитель п не содержится в индексе подгруппы, то он содер- 
жится в её порядке. Следовательно, порядок любой нормальной под- 
группы в С содержит множитель п. 

Подлемма. Если в разрешимой группе все нетривиальные нормаль- 
ные подгруппы имеют порядок, который делится на п, то п, = р“, и это 
есть порядок силовской подгруппы. Сама силовская подгруппа являет- 
ся нормальной и абелевой. 

Доказательство. Пусть все нетривиальные нормальные подгруппы в 
С имеют порядок, делящийся на п. Так как группа С’ разрешима, то 
цепочка коммутантов достигает единицы: 

а2а'504"35... 2450" 5 6® = {е} 

Все коммутанты являются нормальными подгруппами, в том числе 
предпоследний коммутант во (последний неединичный коммутант). 
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А значит, его порядок делится на, п: 

|С"-П| делится на п. 

Так как коммутант предпоследний в ряду коммутантов, то он явля- 
ется абелевой группой (ведь коммутант от него равен единице). В па- 
раграфе «В конечной абелевой группе силовские подгруппы единствен- 
ны» доказана теорема о том, что в конечной абелевой группе каждая 
силовская р-подгруппа, единственна для каждого простого числа, р. 

Сопряжём предпоследний коммутант любым элементом из всей груп- 
пы С. Так как коммутант нормален, то сопряжение отобразит его в 
самого себя. А значит и силовская р-подгруппа, перейдёт в силовскую 
р-подгруппу в этом коммутанте. Но силовская 7-подгруппа единствен- 
на, следовательно при сопряжении она переходит в саму себя. То есть, 
является инвариантной (нормальной). Раз она нормальна, значит, её 
порядок делится на число п. Порядок р-подгруппы — это степень про- 
стого числа р, поэтому число п тоже некоторая степень простого числа 
р. 

Число п не может быть меньше порядка р“ силовской подгруппы 
(максимальная степень числа р, делящая порядок группы (С), потому 
что иначе число т (т = |С|/п,) будет содержать делитель р, и в поэтому 
т и п не будут взаимно простыми. В итоге имеем равенство п, = р“. 
Подлемма доказана. 

Итак, в случае 2’п = р“, порядок любой нормальной подгруппы в 
С делится на число п = р“, группа С содержит нормальную абелеву 
силовскую подгруппу К порядка п = 1". А это и есть случай 2. Мы 
доказали, что из случая 2’ вытекает случай 2. 

А в итоге доказали, что хотя бы один из случаев 1 или 2 обязательно 
выполняется. Лемма доказана. 

Теперь, чтобы доказать теоремы Холла, мы можем пользоваться эти- 
ми случаями. Если мы докажем, что в каждом из этих случаев теорема 
выполняется, то это будет значить, что теорема всегда выполняется, ибо 
хотя бы один из двух случаев обязательно имеет место быть. 
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48.2 Первая теорема Холла 


Первая теорема Холла. Пусть разрешимая группа имеет порядок тт, 
где 7 и п — взаимно простые числа. Тогда она обладает подгруппой 
порядка, т. 

Доказательство. Будем вести индукцию по порядку группы. Если по- 
рядок равен степени простого числа, то вся группа совпадает со своей 
силовской подгруппой. В таком случае одно из чисел т или п должно 
совпадать с порядком всей группы, а другое равно 1 (только в этом 
случае т и п будут взаимно простыми). При этом для этого числа оче- 
видно имеется подгруппа, порядок которой равен т (единица или вся 
группа). Следовательно, для порядка группы, равного степени простого 
числа, теорема выполняется. 

Пусть < — минимальная группа, для которой мы не знаем, выполня- 
ется теорема или нет. Для всех её собственных подгрупп и факторгрупп 
мы знаем, что теорема выполняется, так как они меньше минимальной 
группы. 

Случай 1. Существует нормальная подгруппа Н такая, что её поря- 
док равен |Н| = типа, а индекс топ» (п2 52 1), где множители взяты 
из разложений чисел т = титр и п = п1П>. 

Группа С/Н меньше минимальной. В ней теорема выполняется. По- 
рядок факторгруппы равен 7272, причём множители 772 и п2 взаимно 
просты, так как являются множителями в разложениях взаимно про- 
стых чисел т и п. Поэтому есть подгруппа порядка 772. Рассмотрим 
её полный прообраз в группе С. Обозначим его О. Порядок подгруп- 
пы О равен произведению порядка подгруппы |Н| = тата на порядок 
т? = |Р/Н| подгруппы в факторгруппе, то есть равен 

12| = питрпа = тя. 

Он меньше минимального, и имеет два взаимно простых множителя 
т и т1. Поэтому О содержит подгруппу порядка т. А значит и вся 
группа содержит подгруппу порядка т. Для первого случая теорема 
доказана. 

Случай 2. Число п = р“, порядок любой нормальной подгруппы в 
С делится на число п = р“, группа С содержит нормальную абелеву 
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силовскую подгруппу А порядка, ® = р“. 

Рассмотрим факторгруппу а /К’. Факторгруппа разрешимой группы 
разрешима. Мы рассматриваем конечные группы, а в конечных группах 
среди нормальных подгрупп есть минимальная. В разрешимой группе 
минимальная нормальная подгруппа имеет порядок 47. 

Обозначения 

Т. — минимальная нормальная подгруппа порядка 4? внутри фактор- 
группы С'/К. 

Г, — полный прообраз подгруппы Г. 

При этом простое число 4 не равно р, потому что в порядке фак- 
торгруппы С/К нет делителей числа р (они все находятся в порядке 
подгруппы А): 

Р7 9. 

Группа Г, содержит в себе подгруппу А, потому что в факторгруппе 
Е=Г /К подгруппа К играет роль единицы: 


ДЕ 
Порядок факторгруппы 
ШИК] =. 


Порядок группы равен произведению порядка подгруппы на порядок 
факторгруппы. То есть, 

= |К-ЫК| = 2 

Так как в порядке |Г/ содержится множитель 47, то по первой теореме 
Силова в Г, есть силовская подгруппа, порядка 47. 

Обозначения. 

О — силовская подгруппа порядка О? внутри группы Г. 

М — нормализатор подгруппы ©) в С (эта подгруппа окажется иско- 
мой подгруппой порядка т, мы это докажем позже). 

Г=мМоК. 

Лемма. Т— нормальная подгруппа группы М (нормальна внутри 
М, но необязательно нормальна внутри всей группы). 

Доказательство. Возьмём в подгруппе М произвольный элемент т: 

аа 

Сопряжём подгруппу Тэлементом т, получаем ТТ”. Т — это пересе- 
чение подгурпи М и К, а значит находится внутри каждой из них: 
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ТЕМ, ТСК. 

К — это нормальная подгруппа. Сопряжение нормальной подгруппы 
любым элементом оставляет её на месте и не выводит её внутренности 
за её пределы. Следовательно, ТГ при сопряжении остаётся внутри К: 

АА. 

С другой стороны, Т является подгруппой группы М. Если сопрячь 
подгруппу её же элементами, получается та же подгруппа. Следова- 
тельно, сопряжение элементами из М не должно выводить за пределы 
М, поэтому 

ав 

В итоге Г при сопряжении остаётся внутри К и внутри М, следова- 
тельно и внутри их пересечения: 

ГС МПК. 

Но это пересечение и есть подгруппа ТГ по её определению, значит 
при сопряжении Т' переходит в саму себя: 

И. 

Элемент 5 мы выбирали в подгруппе М произвольно, следовательно, 
подгруппа, Т' переводится в саму себя при сопряжении всеми элемента- 
ми из подгруппы М: 

1? СТ для всех хе М. 

В параграфе «Инвариантность» доказана теорема о том, что если 
подгруппа при сопряжении всеми элементами группы переходит в саму 
себя, значит она инвариантна в этой группе. В нашем случае подгруппа 
Т инвариантна в М: 

ТТ? =Т для всех хе М. 

Для подгрупп инвариантность эквивалентна нормальности. Значит, 
подгруппа, ТГ нормальна в М. Лемма доказана. 

В условии случая 2 говорится, что К — это абелева р-группа. ТГ яв- 
ляется подгруппой в А, следовательно, Г тоже абелева р-группа. 

Лемма. Любой элемент из Г коммутирует с любым элементом из (), 

Доказательство. Возьмём в группах Ти © произвольные элементы 
и 4: 

ЕТ, ЕО. 


Составим из них коммутатор 
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О 0 

Так как Т входит в нормализатор М подгруппы ©, то все элементы 
из Т самосопрягают ©. В частности 

ОО. 

Таким образом, сопряжение элемента из ©) даёт элемент из О. В част- 
ности, 

= 

То есть, коммутатор (#197 Ч)а = 4'4 принадлежит подгруппе О: 

(79 а=9ОЕ%®. 

Мы определяли подгруппу М как нормализатор подгруппы О. В па- 
раграфе «Подгруппа, находится внутри своего нормализатора» доказа- 
на теорема, соответствующая названию. Следовательно, () — это часть 
нормализатора М: 

СМ. 

В лемме выше мы установили, что Г нормальна в М. Значит все 
элементы из М самосопрягают Т’, в том числе, элементы из ©: 

Те. 

Поэтому сопряжение 44 = # даёт элемент из Т. Получается, что 
коммутатор # "(47 Ча) = Е! принадлежит подгруппе Т: 

Ее 

В итоге коммутатор принадлежит одновременно и подгруппе (©), и 
подгруппе ТТ’, а значит и их пересечению: 

1 ШЕТПО. 

Так как Т состоит из элементов порядка р! (Т — подгруппа в р-групие 
К), а О состоит из элементов порядка 47, то у них не может быть общих 
элементов кроме единицы, их пересечение тривиально: 

ВЕ ЕЕ Е: 

То есть, коммутатор го равен единице, а значит 

$4 = 48. 

Мы доказали, что произвольный элемент из Т коммутирует с произ- 
вольным элементом из ©). Лемма доказана. 

Лемма. Из элементов силовских подгрупп С) и К можно образовать 
всю группу Г. 

Доказательство. Допустим, что это не так, и объединение ОЧ К 
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неравно группе /.: 

ОА Ь, 

Следовательно, порядок |О Ц К| меньше порядка |[: 

бок! < Ш. 

Ранее мы установили, что 

Ш] = 2997. 

ООК — это объединение подгрупп из Г, а значит подгруппа в [.. Сле- 
довательно, порядок [ОЧ К] делит порядок |[. Чтобы быть делителем, 
порядок подгруппы должен быть равен 

УК] =. 

При этом хотя бы один из множителей р' и 47 должен быть меньше 
соответствующего множителя р“ или 47: 

р’ < р" или @ < 4. 

Но по этим множителям определяется силовская подгруппа. Если 
порядок группы равен 47, то силовские подгруппы должны иметь по- 
рядки 

Р]=р, Еф. 

Хотя на самом деле их порядки равны р" и 4’. Допущение нарушения 
леммы привело к противоречию. Чтобы порядки силовских подгрупп 
совпадали, нужно чтобы совпадали группы: 

А Е 

Лемма доказана. 

Лемма. Если элемент а коммутирует с элементами 61, 62,..., би, то он 
коммутирует и с их произведением: 

аб1б> а | — 165 аа Ь,.. 

Доказательство. В формуле а16162...6, мы можем менять местами 
ал сначала, с 61 потом с 65 и так далее, пока а не окажется справа. В 
итоге получится, что коммутирование действительно имеется. Лемма 
доказана. 

Лемма. Если элемент а коммутирует с элементом 6, то он коммути- 
рует и с его обратным: 

по 

Доказательство. Возьмём равенство коммутирования аб = ба и умно- 
жим обе его части на В 1 слева и справа: 
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баба 

Раскроем скобки и сократим множители 6 16 = № ' = е, получаем 

реа, 

Коммутативность проверена. Лемма, доказана. 

Следствие. Если а коммутирует с элементами 61, 65,...,бь, то а ком- 
мутирует и со всеми комбинациями произведений и операций взятия 
обратных элементов на множестве 61, 65,..., 6х. 

Напоминание. Центр группы — это подгруппа С’, состоящая из всех 
элементов группы С, которые коммутируют со всеми элементами груп- 
пы С. 

Лемма. Т содержится в центре С' подгруппы Г. 

Доказательство. Выше в одной из лемм установлено, что все элемен- 
ты подгруппы Т' коммутируют со всеми элементами подгруппы ©). Так 
как К коммутативна, и Т` её подгруппа, то все элементы подгруппы Г 
коммутируют со всеми элементами подгруппы А. Таким образом, все 
элементы подгруппы Т’коммутируют со всеми элементами подгруппы 
СО и подгруппы К. 

Равенство С) ЦА = Г, означает, что из элементов силовских подгрупп 
Ои К можно образовать всю подгруппу Ё с помощью всевозможных 
операций произведения и взятия обратного элемента. То есть, подгруп- 
пы Си К являются можеством образующих подгруппы Г. И при этом 
множество Г коммутирует со всеми элементами из множества образу- 
ЩИХ. 

А раз элементы в Т коммутируют со всеми образующими элементами 
группы [, то они коммутируют со всеми элементами Г, являющими- 
ся комбинациями операций произведений и операций взятия обратных 
элементов на множестве образующих. 

То, что все элементы подгруппы Т коммутируют со всеми элементами 
группы /[,, означает, что все элементы подгруппы Т принадлежат цен- 
тру группы [. Следовательно, подгруппа ТГ находится внутри центра 
группы Ё. Лемма доказана. 

Напоминание. 

Автоморфизм — это взаимно однозначный гомоморфизм группы на 
себя. 
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Характеристическая подгруппа, — это подгруппа, отображающаяся в 
саму себя при любом автоморфзиме. 

В параграфе «Центр является характеристической подгруппой» до- 
казана теорема, соответствующая названию. 

Лемма. Центр С подгруппы Г, является нормальной подгруппой внут- 
ри С. 

Доказательство. Г, является полным прообразом минимальной нор- 
мальной группы Г. Нормальность сохраняется при переходе к фак- 
торгруппе и обратно. Поэтому из нормальности подгруппы Г, следует 
нормальность её полного прообраза Г. "Го есть, подгруппа Г, нормальна 
в группе С. 

Нормальность эквивалентна инвариантности. Таким образом, под- 
группа Г, инвариантна в (С. Это означает, что сопряжение любыми эле- 
ментами из (С оставляет подгруппу Ё на месте. Сопряжение любыми 
элементами является автоморфизмом. При автоморфизме характери- 
стическая подгруппа отображается в саму себя. Центр С подгруппы 
[, является характеристической подгруппой в [.. То есть, сопряжение 
центра любыми элементами из С’ отображает центр в самого себя. 

В параграфе «Инвариантность» доказана теорема о том, что если 
сопряжение любыми элементами группы отображает подгруппу в са- 
му себя, то она инвариантна. В нашем случае получается, что центр 
является инвариантной подгруппой. 

Инвариантность и нормальность эквивалентны, значит центр — нор- 
мальная подгруппа в С. Лемма доказана. 

Лемма. Либо центр С’ содержит подгруппу К, либо равняется еди- 
нице: 

либо К С С, либо С = {е}. 

Доказательство. Мы рассматриваем случай 2, а в нём есть условие, 
что порядок любой нетривиальной нормальной подгруппы делится на 
число п = 7". 

Центр С подгруппы Ё может быть либо тривиальным, либо нетри- 
виальным. 

Рассмотрим случай, когда центр нетривиален. Раз центр С' подгруп- 


пы Г, является нормальной в (С, то его порядок делится на число й = р“: 
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|С] делится на п = р“. 


При этом число п является числом р в максимальной возможной 





степени для делителя порядка группы |С|. Значит, п является числом 





р в максимальной возможной степени для делителя порядка подгруппы 
|С. То есть, число п является порядком силовской р-подгруппы внутри 
С. 

Также в условии случая 2 указано, что в а содержится нормальная 
силовская подгруппа К порядка п = р“. В группе С не может находить- 
ся две силовские р-подгруппы, потому что, по второй теореме Силова, 
они должны быть сопряжены друг с другом, а нормальная подгруппа 
К может быть сопряжена только с самой собой. 

Значит, в центре С’ содержится подгруппа А: 

КСС. 

Иначе может быть только в случае тривиального центра (когда он 
равен единице), потому что условие содержания К внутри нормальных 
подгрупп касается только нетривиальных (неединичных) подгрупп. Лем- 
ма доказана. 

Лемма. Если К С С, то © — нормальная подгруппа в [. 

Доказательство. Выше в одной из лемм установлено равенство 

ЕЙ. 

В параграфе «Объединение АЦ В и произведение АВ» доказана тео- 
рема о том, что если одна из подгрупп А и В нормальна, то имеется 
равенство А Ч В = АВ. В нашем случае подгруппа К нормальна, и 
поэтому 

ОК = (К. 

Таким образом, 

А 

Возьмём в группе Ё, = ОК произвольный элемент ак: 

АК Е ОК, гедЕ О, КЕК. 

Так как подгруппа И находится в центре С' группы Г, то её элементы 
коммутируют со всеми элементами из [,, в том числе с элементами из 
О. В частности, элемент А Е К коммутирует со всей подгруппой ©: 

КО = СЁ. 


Элементы из @ коммутируют со своей подгруппой: 
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4© = © = 99. 

Теперь проверим коммутирование элемента 4^ и подгруппы (©): 

аКО = а = ак. 

Действительно, коммутируют. Получается, что подгруппа © комму- 
тирует с произвольным элементом ак из группы /[.. Следовательно, под- 
группа С) коммутирует со всеми элементами из группы [,, что означает, 
что подгруппа ©) нормальна в группе Ё. Лемма доказана. 

Лемма. Если © нормальна в [,, то ©) нормальна во всей группе С. 

Доказательство. Пусть © нормальна в Г.. Нормальность эквивалент- 
на инвариантности, поэтому © инвариантна в [.. Это означает, что лю- 
бые элементы из Г, самосопрягают подгруппу ©. 

Если бы в группе [, были две силовские 49-подгруппы, то, по второй 
теореме Силова, они должны быть сопряжены. Но подгруппа © мо- 
жет быть сопряжена лишь с самой собой. Значит, в группе Г, не может 
быть двух разных силовских 4-подгрупп. В Ё, силовская 4-подгруппа, С) 
единственна. 

Подгруппа Ё, инвариантна в (›. Если мы сопряжём Г, любым элемен- 
том из (С, то она останется на месте, все её внутренности не выходят 
наружу. В том числе силовская 4-подгруппа (©) перейдёт в силовскую 
4-подгруппу внутри Г. Но © единственна в Г, а значит, остаётся на 
месте при любом сопряжении. То есть, подргруппа @ переходит в саму 
себя при сопряжении любыми элементами из С. В параграфе «Инва- 
риантность» доказана теорема о том, что если подгруппа переходит в 
себя при сопряжении любыми элементами группы, то она инвариантна 
в этой группе. В нашем случае подгруппа © инвариантна в С. 

Инвариантность эквивалентна нормальности, значит подгруппа (С) 
нормальна в (7. Лемма доказана. 

Лемма. Т = МПК = {6$}. 

Доказательство. В условии случая 2 указано, что любая нормальная 
подгруппа делится на число п = р“. О не может делиться на это чис- 
ло, потому что является 4-группой. Следовательно, она не может быть 
нормальной в подгруппе С и в подгруппе Г. А раз так, то и И не мо- 
жет лежать в центре. Остаётся только вариант, когда центр группы Г 
тривиален: 
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ЕЕ 
Раз Т лежит в центре, то 
Ре р 


То есть, нормализатор М подгруппы © не пересекается с подгруппой 


Т= МОГ = {е}. 

Лемма доказана. 

Лемма. Пусть А и В — непересекающиеся подгруппы: 

АПВ = {е}. 

Тогда в произведении АВ нет повторяющихся элементов. 
Доказательство. Допустим, что лемма неверна и есть в произведении 
АВ одинаковые элементы: 

а1бт = а265, 

но сами произведения состоят из разных элементов: 

(1 ге (5 ИЛИ [2 Е Ь.. 

Умножим обе части этого равенства на ал! слева. Получается 

Ь. И ал 'а25. 

Теперь умножим обе части равенства, на 6 1 справа. Получается 

в! — ал "а. 

Элемент 6165 ' принадлежит подгруппе В. Элемент ал "аз принадле- 
жит подгруппе А. При этом они равны друг другу, а значит, принадле- 
жат одновременно А и В и находятся в их пересечении А П В. Но это 
пересечение равно единице, следовательно 

а Е Ве 

Домножив одно равенство на ал, а другое на, 65, получаем тождества 

а = @а2, БМ =», 

хотя мы предполагали, что произведения а161 и а26> должны состоять 
из разных элементов. Допущение нарушения леммы приводит к проти- 
воречию с самим собой, в произведении АВ нет одинаковых элементов. 
Лемма доказана. 

Лемма. Пусть подгруппы А и В не пересекаются и одна из них нор- 
мальна. 'Гогда порядок их объединения равен произведению порядков 
подгрупп: 


|[Мов| = [АВ]. 
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Доказательство. В параграфе «Объединение АЦ В и произведение 
АВ» доказана теорема о том, что если одна из подгрупп А и В нор- 
мальна, то имеется равенство 

АЧВ = АВ. 

В лемме выше мы доказали, что в произведении АВ нет повторяю- 
щихся элементов из-за того, что А и В не пересекаются. Всего коли- 
чество произведений аб равно произведению количества элементов в А 
на количество элементов в Б. То есть, 

АО В| = [АВ = АПВ] 

Лемма доказана. 

Лемма. (С) совпадает со своим нормализатором в Ё 

Доказательство. Обозначение. М" — нормализатор подгруппы © внут- 
ри группы /[.. 

В параграфе «Подгруппа находится внутри своего нормализатора» 
доказана теорема, соответствующая названию. В нашем случае 

ОС М'. 

Выше в одной из лемм мы установили равенство [Г = ОЦК. Под- 
группа М’ находится внутри Г.. Поэтому, если мы заменим в равенстве 
подгруппу О на не меныпую подгруппу М’, то результат не уменьшится 
и не выйдет за пределы [.. В общем, результат не изменится: 

Ве МНЫА 

До этого мы установили, что нормализатор М подгруппы © и под- 
группа А не пересекаются: 


М ТА, = 8}. 
М' находится внутри М, следовательно, тоже не пересекается с К: 
М'ПК = {е}. 


Кроме того, К — нормальная подгруппа. В соответствии с предыду- 
щей леммой, имеется равенство 
Мо К] = МК]. 


Это есть количество элементов в группе Г: 


= МК]. 
И вто же время мы знаем другое равенство для |: 
УЙ = ‘ар. 


Из этих двух равенств следует равенство 
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ПМК = 2 

Так как |К| = р", то 

М = а”. 

Получается, что количество элементов в М’ совпадает с количеством 
элементов подгруппы ©), которая в М’ содержится. Следовательно, под- 
группа С) совпадает со своим нормализатором: 

М =. 

Лемма доказана. 

В параграфе «Количество элементов в классе сопряжённости» дока- 
зана, теорема, о том, что, грубо говоря, количество элементов в клас- 
се сопряжённости равно индексу нормализатора. Для точности надо 
упомянуть, что нормализатор относится к одному из множеств, явля- 
ющимся элементом класса сопряжённости, нормализатор рассматрива- 
ется внутри сопрягающей подгруппы, и индекс нормализатора берётся 
в ней же. 

Число подгрупп, сопряжённых с © внутри Г, равно индексу норма- 
лизатора подгруппы @ внутри Г.. Раз © совпадает со своим нормали- 
затором, следовательно количество сопряжённых с (©) подгрупп равно 
индексу (С), то есть п = р". 

[ — это нормальная подгруппа, сопряжение её любыми элементами 
группы С’ оставляет внутренности [, внутри неё. Следовательно, все 
сопряжённые с (С) подгруппы находятся внутри Г. 

Итак, С) имеет п, = р“ сопряжённых подгрупп в С. Количество сопря- 
жённых с (©) подгрупп в С равно индексу нормализатора М подгруппы 
Ов С. Следовательно, индекс подгруппы М в С равен п = р“. Поря- 
док группы |С'| = тп равен порядку подгруппы |М| умножить на её 
индекс п, = р“. Значит, порядок 

М] = т. 

М и есть та подгруппа, которую мы искали. Первая теорема, Холла 
доказана. 
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48.3 Вторая теорема Холла 


Вторая теорема Холла. Пусть разрешимая группа имеет порядок тт, 
где т и п — взаимно простые числа. 'Гогда все подгруппы порядка т 
сопряжены друг с другом. 

Доказательство. Будем вести индукцию по порядку группы. Если по- 
рядок равен степени простого числа, то вся группа совпадает со своей 
силовской подгруппой. В таком случае одно из чисел т или п должно 
совпадать с порядком всей группы, а другое равно 1 (только в этом слу- 
чае т, и п будут взаимно простыми). При этом для этого числа имеется 
подгруппа, порядок которой равен т (единица или вся группа). Эта, 
подгруппа находится в единственном экземпляре, сопряжена сама, с со- 
бой, так что теорема, здесь выполняется. Следовательно, для порядка 
группы, равного степени простого числа, теорема выполняется. 

Пусть а — минимальная группа, для которой мы не знаем, выполня- 
ется теорема или нет. Для всех её собственных подгрупп и факторгрупп 
мы знаем, что теорема выполняется, так как они меньше минимальной 
группы. 

Случай 1. Существует нормальная подгруппа Н такая, что её поря- 
док равен |Н| = типа, а индекс топо (п2 52 1), где множители взяты 
из разложений чисел т = титр и п = 111». 

Пусть М — подгруппа, порядка т. 

Объединим подгруппу М с подгруппой Н, получаем МОН. Так как 
подгруппа Н нормальна, то имеется факторгруппа (МУН)/Н, которая 
находится внутри факторгруппы С/Н: 

(МонН)/НСС/Н. 

Лемма. |МОН| =пт. |(МОН)/Н|= ть. 

Доказательство. Рассмотрим подгруппу МОН. В ней есть подгруппы 
М и Н, поэтому её порядок делится на порядок подгруппы |М] = т = 
тт» и порядок подгруппы |Н | = тата: 

|М о Н] делится на т = ти1то и на тата. 

Раз |М У Н|] делится на эти числа, значит в порядке |М Ц Н| есть 
множители 71772, пл. Так как порядок делится на эти множители, и 
они взаимно просты, то он делится и на их произведение: 
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М О Н делится на титрюпа = тии. 

То есть, порядок |М 9 Н| можно представить в виде 

|МУоН| =а. тя. 

Порядок подгруппы М о Н должен делить порядок группы |С| = 
тип: 

тип» делится на отии. 

Следовательно, а делит 712. 

Факторгруппа (МОН)/Н — это множество смежных классов в груп- 
пе МО Н по подгруппе Н. По теореме Лагранжа, количество элемен- 
тов в группе М ЧН равно произведению порядка подгруппы Н на 
количество смежных классов по ней. Отсюда, чтобы найти количество 
смежных классов, нужно поделить порядок группы МУН на порядок 
подгруппы Н: 

|(МУН)/Н]| = атитрта /тита = ато. 

Воспользуемся модулярным изоморфизмом. 

(МоНн)/Н = М(МПН). 

Раз эти группы изоморфны, то они имеют одинаковые порядки: 

ат = |(М о Н)/Н|=|МАМоН)|. 

Порядок факторгруппы |[М/(МПН)| = ат>з должен делить порядок 
группы |М]| = тнт: 

пит» делится на а7Тр. 

Отсюда а делит пи. И в то же время мы установили, что а делит 72. 
й2 и т» взаимно просты, то есть, не имеют общих делителей. А раз а 
является их общим делителем, то он равен 1: 

@ = [. 

В итоге имеем 

|МУОН| = тии = питта, |(МОН)/Н|=тьо. 

Лемма доказана. 

Пусть М и М’ — произвольные подгруппы порядка т. Докажем их 
сопряженность. 

В факторгруппе С/Н теорема выполняется (факторгруппа меньше 
минимальной группы, для которой не выполняется теорема). По усло- 
вию первого случая, порядок факторгруппы равен 

|2 /Н| = топ», где т» и п2 — взаимно простые числа. 
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То есть, порядок группы разлагается на, два взаимно простых числа, 
что подходит под условие теоремы. Любые подгруппы в @/Н порядка 
т» должны быть сопряжены друг с другом. 

В лемме мы установили, что порядки групп (МОН)/Ни(М'оН)/Н 
равны 12: 

(МоНу/Н = (М'оНУН| = ть. 

Эти подгруппы находятся внутри факторгруппы С/Н. Значит (МП 
Н)/Ни(М'ПН)/Н сопряжены. 

Раз подгруппы (МПН)/Ни(М'ОН)/Н сопряжены друг с другом, 
значит в группе С/Н имеется сопрягающий элемент, переводящий одну 
подгруппу в другую. 

Обозначение. а — элемент группы С/Н, переводящий сопряжением 
подгруппу (МПН)/Н в подгруппу (М'ПН)/Н: 

а ((МУн)/Н)а = (М'оН)/Н. 

Элементы факторгруппы С/Н являются смежными классами по под- 
группе Н внутри группы С. В частности, а — это смежный класс по 
Н. Возьмём в смежном классе а произвольный элемент а: 

аеа. 

Любой элемент смежного класса является его представителем, в том 
числе элемент а является представителем смежного класса, а: 

а =аН. 

Смежные классы являются множествами. Поэтому произведение 
смежных классов можно рассматривать как произведение множеств. 
Перепишем равенство а "((М у Н)/Н)а = (М'9 Н)/Н, заменив эле- 
менты факторгруппы на соответствующие множества. При этом фак- 
торгруппа (Мы Н)/Н переходит в совокупность смежных классов, ко- 
торая есть по сути группа М ОН: 

(а«Н)- (Мо Н)аН = М'ОН. 

Обратным к смежному классу аН является смежный класс а {Н. 
Также учтём, что Н — нормальная подгруппа и её можно переставлять 
с любыми элементами группы, в частности, с элементом а. Учитывая 
эту информацию, перепишем равенство: 

а Н(МоН)На = М'ОН. 


Умножение группы на свой элемент, или подмножество даёт эту же 
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самую группу. Н является подгруппой в группе МОН. Значит, умноже- 
ние группы МУН на подгруппу Н даёт группу МУН. Наше равенство 
принимает вид: 

а((МоН)а = М'.Н. 

Таким образом, подгруппы МОН и М’ОН сопряжены друг с другом. 

Рассмотрим подгруппы порядка т в М Ц Н. Порядок подгруппы 
МО Н равен тли, где т и ти взаимно простые числа. МО Н меньше 
минимальной, следовательно, теорема в ней выполняется. Внутри неё 
все подгруппы порядка 7% сопряжены. То же самое касается подгрупп 
порядка 7% внутри группы МО Н. 

Иза '((МУН)а = М’О Н следует, что некоторая подгруппа порядка 
т из М О Н сопряжена с некоторой подгруппой порядка т из М ОН 
(ведь подгруппы тоже изоморфно отображаются сопряжением). 

Сопряжённые подгруппы лежат в одном классе сопряжённости. Раз 
все подгруппы порядка т внутри М У Н сопряжены друг с другом, то 
они лежат в одном классе сопряжённости. Аналогично с М' ОН. Раз- 
ные классы сопряжённости не пересекаются. Раз между множествами 
подгрупи порядка т внутри М ОН и М' ОН есть сопряжённные, то 
эти множества подгрупи должны лежать в одном классе сопряжённо- 
сти. Таким образом, множества подгрупп порядка т внутри МОНи 
внутри М’О Н находятся в одном классе сопряжённости. 

В классе сопряжённости все подгруппы должны быть сопряжены. 
Следовательно, все подгруппы порядка т внутри подгрупп МОН и 
М’ОН вместе взятых сопряжены друг с другом. В том числе подгруппы 
Ми М'. 

Мы доказали сопряжение произвольных подгрупп М и М’ порядка 
т внутри группы С, следовательно, все подгруппы порядка т внут- 
ри группы С сопряжены друг с другом. Для случая 1 вторая теорема 
Холла доказана. 

Случай 2. Число п = р“, порядок любой нормальной подгруппы в 
С делится на число п = р", группа С содержит нормальную абелеву 
силовскую подгруппу А порядка, ® = р“. 

Это доказательство использует картину подгрупп, описанную в до- 
казательстве первой теоремы Холла. Там мы установили, что группа С 


827 


имеет р“ сопряжённых с @ силовских 4-подгрупи. А группе ©) соответ- 
ствует её нормализатор М, порядок которого равен т. 

В параграфе «В нормализаторе лишь одна силовская р-подгруппа» 
доказано следствие о том, что у разных силовских р подгрупи разные 
нормализаторы. Следовательно, у всех силовских подгрупп, сопряжён- 
ных с ©, нормализаторы разные. 

В параграфе «Сопряжённые нормализаторы» доказана теорема, о том, 
что нормализаторы сопряжённых подгрупи сопряжены друг с другом. 
Раз все силовские 4-подгруппы сопряжены друг с другом, то все их 
нормализаторы тоже сопряжены друг с другом. 

В параграфе «Сопряжение является изоморфизмом» доказана, теоре- 
ма, соответствующая названию. Так как все нормализаторы силовских 
4-подгрупи сопряжены друг с другом, то они изоморфны и поэтому 
имеют одинаковый порядок т. 

Таким образом, мы имеем р“ силовских 4-подгрупп, все их норма- 
лизаторы разные и сопряжены друг с другом и имеют порядок т. А 
значит, в группе С есть р“ сопряжённых подгрупп порядка т. 

Нам нужно рассмотреть возможность, если вдруг имеется другая 
подгруппа, порядка 7т, не входящая в рассматриваемое множество под- 
групп. Ведь такая ситуация может разрушить утверждение о том, что 
все подгруппы порядка 7 сопряжены друг с другом. Но далее мы до- 
кажем, что любая подгруппа порядка т принадлежит к семейству нор- 
мализаторов силовских 4-подгрупи. 

Пусть М’ — любая подгруппа, порядка т. 

Подгруппа М’ Ё содержит подгруппы М’ и Г, следовательно, по- 
рядок |М' О [| делится на порядки |[М'| = ти || = па: 

| Мо Ё| делится на, числа т и п. 

Числа т и п взаимно просты, поэтому | МО Г делится на их произ- 
ведение т. Число не может быть меньше своего делителя, поэтому 

МОЁ > тт. 

Но тт — это порядок всей группы С. Получается, что подгруппа МО 
[, имеет не меньше элементов, чем группа С, в которой она содержится. 
Значит, подгруппа М’ О Ё равна своей группе: 
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Вспоминаем модулярный изоморфизм (А Ц В)/А = В/(АПВ). В 
нашем случае это 

Ч/Б = (МУ Ь/Б= М'/(М' ПГ). 

Посчитаем порядки групп. 

[С] = тм, | = пд’, 

СИЕ = та = М’ Км’ В = Им! 9 Е. 

Из равенства 1/4’ = т/|М’ п Г/ следует, что порядок подгруппы 
М' ПГ равен 42: 

МоЙ =Ф. 

Следовательно, она является силовской 4-подгруппой и сопряжена 
с О. В параграфе «Модулярный изоморфизм» доказана лемма о том, 
что пересечение нормальной подгруппы А с любой другой подгруппой 
В нормально внутри ВБ. В нашем случае подгруппа [, нормальна, по- 
этому М’ П Ё — нормальная подгруппа в М’. Отсюда М’ включается 
в нормализатор подгруппы М’ П Г, сопряжённой с О. Но у подгрупп, 
сопряжённых с © все нормализаторы имеют порядок т. Это такой же 
порядок, как и у подгруппы М’. Следовательно, М” совпадает с нор- 
мализатором подгруппы М’ П Г. 

Получается, что произвольная подгруппа М’ порядка т принадле- 
жит семейству нормализаторов силовских 4-подгрупп. Следовательно, 
все подгруппы порядка т принадлежат семейству нормализаторов си- 
ловских 4-подгрупп. При этом мы установили, что все нормализаторы 
силовских 4-подгрупи сопряжены друг с другом. А значит, все под- 
группы порядка т сопряжены друг с другом. Вторая теорема Холла 
доказана. 


48.4 Гретья теорема Холла 


Третья теорема Холла. Пусть разрешимая группа имеет порядок тт, 
где т и п — взаимно простые числа. Если порядок 7% подгруппы делит 
т, то подгруппа, содержится в подгруппе порядка т. 

Доказательство. Будем вести индукцию по порядку группы. Если по- 
рядок равен степени простого числа, то вся группа совпадает со своей 
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совпадать с порядком всей группы, а другое равно 1 (только в этом 
случае т и п будут взаимно простыми). При этом для этого числа име- 
ется подгруппа, порядок которой равен т (единица или вся группа). 
Эта подгруппа также является силовской подгруппой или единицей. 
По первой теореме Силова, любая подгруппа, делящая порядок силов- 
ской подгруппы, находится внутри силовской подгруппы. Следователь- 
но, для порядка группы, равного степени простого числа, теорема вы- 
полняется. 

Пусть а — минимальная группа, для которой мы не знаем, выполня- 
ется теорема или нет. Для всех её собственных подгрупп и факторгрупп 
мы знаем, что теорема выполняется, так как они меньше минимальной 
группы. 

Случай 1. Существует нормальная подгруппа, Н такая, что её поря- 
док равен |Н| = типа, а индекс топ» (п2 52 1), где множители взяты 
из разложений чисел т = 7т5 и п = 111». 

Пусть М! — подгруппа порядка т, и при этом 7 делит т. Докажем, 
что эта, подгруппа находится в подгруппе порядка, т. 

Объединим подгруппу М1 с подгруппой Н, получаем М1 Ц Н. Под- 
группа Н нормальна поэтому существует факторгруппа (М: У Н)/Н, 
которая находится внутри факторгруппы С/Н. 

Лемма. Порядок подгруппы |(М: 9 Н)/Н] делит число ть. 

Доказательство. По условию первого случая, порядок факторгруппы 
С'/Н равен топэ. Подгруппа (Му 9 Н)/Н находится в факторгруппе 
С'/Н, значит, порядок подгруппы (М1 9 Н)/Н делит порядок группы 
|2/Н = 7157: 

(Мо Н)/Н] делит число тэпо. 

Воспользуемся модулярным изоморфизмом 

(Мо Н)/Н = М: /(М ПН) 

Справа в числителе стоит подгруппа Му. Мы условились, что число 
М; = т делит число т. т не имеет общих делителей с п = п1то. 
Следовательно, число |М:| = п" не имеет общих делителей с числами 
ТИ И Пр. 

Число |М:/(М! О Н])| является делителем числа |М1| = их. Значит, 
М:/(М: п Н)]| не имеет общих делителей с числами п] и по. 
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Из равенства | М! /(М:О@Н)| = [(М.оН)/Н| следует, что число |(МиУ 
Н)/Н] не имеет общих делителей с числами 7 и п2. 

Итак, мы установили, что |((М: О Н)/Н| является делителем числа 
т2п2, но не имеет общих делителей с числом 72. Значит, число |( Ми Ч 
Н)/Н| делит число то. Лемма доказана. 

Факторгруппа С/Н имеет порядок топ, где ть и П2 — взаимно 
простые числа. И она меньше минимальной. Следовательно, в ней вы- 
полняется теорема. Так как порядок подгруппы |(М: 9 Н)/Н| делит 
число 72, то она включается в подгруппу порядка т». 

Обозначения. 

Р/Н — подгруппа порядка т, в которой содержится подгруппа 
(Мо Н)/Н: 

РИН =т2, (МОН)/НСВ/Н. 

р — полный прообраз подгруппы О/Н. 

Структура подгрупп в факторгруппе и структура подгрупп в группе 
соответствуют друг другу. Если (М: Ч Н)/Н находится внутри О/Н, 
то ЛО Н находится внутри РО: 

МОНС р. 

Подгруппа, М находится внутри М: Ц РЯ, а значит находится также 
внутри Г): 

М: С р. 

Порядок |0 | равен произведению порядка подгруппы Н на порядок 
факторгруппы О/Н: 

УВ) — РИН : || — ть: пит = тт. 

Подгруппа 1) меньше минимальной, и её порядок является произведе- 
нием взаимно простых чисел т и пл, следовательно, в ней выполняется 
теорема. Раз порядок её подгруппы |М!1| делит число т, следователь- 
но, подгруппа М1 содержится в некоторой подгруппе М порядка т. 
Подгруппа М содержится в О, а О содержится в С: 

Ме. Ве, 

Таким образом, для произвольной подгруппы М1, порядок которой 
делит число т, мы нашли в группе С подгруппу М порядка т, в ко- 
торой содержится подгруппа, М1. Для случая 1 теорема доказана. 

Случай 2. Число п = р“, порядок любой нормальной подгруппы в 
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С делится на число п = р“, группа С содержит нормальную абелеву 
силовскую подгруппу А порядка, ® = р“. 

Напоминание. В первой теореме Холла мы доказывали лемму о том, 
что если две подгруппы А и В не пересекаются, и при этом одна из них 
нормальна, то порядок их объединения равен произведению порядков 
подгрупп: [АЦ В| = [А||В|. 

Пусть М’ — подгруппа порядка т’, делящего число т. Докажем, что 
она содержится в подгруппе порядка т. 

Объединим подгруппу М’ с подгруппой К, получаем МОК. 

Лемма. |М УК] = тр“. 

Доказательство. По условию теоремы, числа т и п = р" взаимно 
просты, то есть, не имеют общих делителей. Раз число т’ делит число 
т, значит оно не имеет общих делителей с числом п = р“. р — это 
делитель числа п = р“. Значит, число ту не содержит делителя р. 

Подгруппа М” имеет порядок п. То есть, порядок |М"| не делится 
на число р. 

В подгруппе М’ нет элементов порядка, р. Потому что если бы были, 
то была бы циклическая подгруппа порядка р, и он делил бы порядок 
|М, ау |М!| нет делителя р. 

По условию случая 2, подгруппа К является р-подгруппой. То есть, 
все её элементы имеют порядок р в некоторой степени. А в подгруппе 
М' таких элементов нет. Следовательно, подгруппы М' и К не пересе- 
каются: 

МА =}. 

Рассмотрим объединение групи М’ О К. Так как подгруппа К нор- 
мальна, и не имеет пересечений с М’, то 

Мо К] = МК] = тр". 

Лемма доказана. 

В первой теореме Холла, установлено, что в группе С’ имеется под- 
группа порядка т. 

Обозначение. М — произвольная подгруппа, порядка т. 

Порядок подгруппы М не имеет общих делителей с числом п = р“. 
Следовательно, по аналогии с доказательством предыдущей леммы, 


Мок = МК = тп. 
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Объединение М О И включается во всю группу (С, и в то же время, 
количество элементов в них совпадает. Следовательно, 

МОК = С. 

Лемма. Если подгруппы А и В не пересекаются (то есть пересекаются 
по единице), то в одном смежном классе по В находится не более одного 
элемента из А. 

Доказательство. Допустим, что это не так. В некотором смежном 
классе по В есть два разных элемента из А. Обозначим их а1 и а2. Так 
как они в одном смежном классе по В, то 

В — а2В. 

Умножим обе части равенства на а> ' получаем 

а. а ВВ. 

Элемент а 5 и лежит в смежном классе, совпадающем с подгруппой 
В, следовательно, 

а ‘ви Е В. 

С другой стороны а5 Гал — это элемент подгруппы А. Таким образом, 


а> ‘аи лежит одновременно в А ив В, а значит и в их пересечении: 
а ‘1 Е АПВ. 
Но пересечение А П В = {е}, следовательно 
а та: = 


Умножим обе части равенства, на а> слева, получаем 

@1 = а2, 

хотя в допущении мы предполагали, что а1 и а2 разные. Допуще- 
ние нарушения леммы приводит к противоречию самому себе. Лемма 
доказана. 

В параграфе «Объединение А Ц В и произведение АВ» доказана 
теорема о том, что если одна из двух подгрупп А и В нормальна, то 
АЧВ= АВ. 

Подгруппа К нормальна, следовательно 

а = МОК = МК. 

МК — это объединение смежных классов по К с представителями 
из М. То есть, в каждом смежном классе по К имеется хотя бы один 
элемент из подгруппы М. А так как пересечение М и К равно единице, 
то в каждом смежном классе по К содержится ровно один элемент из 
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М. 

Рассмотрим пересечение подгрупп М П (М' Ц К). Пересечение под- 
групп тоже подгруппа. Так как М пересекается со всеми смежными 
классами по К (имеет общий элемент) в группе С, то она пересека- 
ется со всеми смежными классами по К внутри группы М’ ОК. То 
есть, подгруппа МП (МО К) состоит из элементов подгруппы М, по 
одному в каждом смежном классе по К внутри подгруппы МОК. От- 
сюда количество элементов в подгруппе МП(М'ОК) равно количеству 
смежных классов по К в подгруппе М'О К. 

Ранее мы установили, что |М'У А] = п/р“. Чтобы получить количе- 
ство смежных классов по К внутри подгруппы МОК, нужно поделить 
порядок группы М’О К на порядок |]: 

(мо кк = Мо КИК = тир = т 

Отсюда количество элементов в МП (М'Ц К) равно т: 

|Мп(М'ЫК)| =. 

Группа М’О К имеет порядок т/п, где т’ и п — взаимно простые 
числа. Следовательно, в ней выполняется уже доказанная вторая тео- 
рема Холла, и все подгруппы порядка т сопряжены. М’ и МП(М'ОК) 
— это подгруппы в М’ О К, и они имеют одинаковый порядок и. А 
значит, сопряжены. Пусть х — сопрягающий элемент: 

(Мп (МоК)х = М". 

Группа М п (МУК) — это подгруппа в М: 

МПп(МокК) см. 

Сопряжём обе части этого включения элементом т: 

(Мп (М'оК)х С т 1 МФ. 

Учитывая полученное ранее равенство х'(М п (М’О К))х = М", 
имеем включение 

МС х 'Мх. 

В параграфе «Сопряжение является изоморфизмом» доказана, теоре- 
ма, соответствующая названию. Следовательно, множество 7 1Мх — 
это группа, изоморфная группе М, имеет такой же порядок, как и у 
М: 

|%1Мх| = |М| = т. 


Получается, что подгруппа М’ порядка т’ находится в подгруппе 
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т 'Мх порядка т. Мы нашли подгруппу порядка т, в которую вклю- 
чается произвольная подгруппа М’ порядка пт. Третья теорема Холла 
доказана. 


48.5 Четвёртая теорема Холла 


Четвёртая теорема Холла. Пусть разрешимая группа имеет порядок 
тт, где т и п — взаимно простые числа. Пусть В» — число подгрупп 
порядка 7. Тогда й„ можно представить в виде произведения множи- 
телей Аи = @а1а2... ар, где 

А) каждый множитель а; = 1 + [р, где [ — некоторое натуральное 
число, простое число р делит т, 

Б) каждый множитель о; является степенью простого числа, деля- 
щего порядок группы С: а; = р’, р/ делит |С'. 

Доказательство. Будем вести индукцию по порядку группы. Если по- 
рядок равен степени простого числа, то вся группа совпадает со своей 
силовской подгруппой. В таком случае одно из чисел т или п должно 
совпадать с порядком всей группы, а другое равно 1 (только в этом слу- 
чае т, и п будут взаимно простыми). При этом для этого числа имеется 
подгруппа, порядок которой равен 7% (единица или вся группа). Пусть 
й», — это количество подгрупи порядка т. Аи = 1 — это число состоит 
из одного множителя о = 1. 

А) Этот множитель равен аз = 1 + р, где [ = 0 — неотрицательное 
целое число, простое число р делит т (в случае нетривиального 7%, в 
случае же с т = 1 мы не можем привести простого числа, делящего 
его, единица за простое число не считается, да и возникают проблемы 
вроде того, что из выражения 1-[-1 можно получить любое число, а это 
нехорошо. Но в принципе индукцию можно начинать с нетривиальных 
т =2 1 — так тоже можно, а для т = 1 теорему можно считать не 
выполняющейся в полном объёме). 

Б) ал является степенью простого числа р, а именно, р), которое де- 
лит порядок группы С. 

Следовательно, для порядка группы, равного степени простого числа, 
теорема, выполняется. 
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Пусть а — минимальная группа, для которой мы не знаем, выполня- 
ется теорема или нет. Для всех её собственных подгрупп и факторгрупп 
мы знаем, что теорема выполняется, так как они меньше минимальной 
группы. 

Случай 1. Существует нормальная подгруппа Н такая, что её поря- 
док равен |Н| = типа, а индекс топ» (п2 52 1), где множители взяты 
из разложений чисел т = титр и п = п1П>. 

Пусть А„ — число подгрупп порядка т. Обозначим эти подгруппы 
М;. 

В факторгруппе С/Н теорема выполняется. Порядок факторгруп- 
пы равен индексу подгруппы Н, то есть 7212, где тэ и п» — взаимно 
простые числа. Рассмотрим в ней подгруппы (М; У Н)/Н. В доказа- 
тельстве второй теоремы Холла, мы доказали лемму о том, что порядок 
этой подгруппы равен 772. 'Го есть, эта подгруппа удовлетворяет усло- 
вию теоремы, и мы можем сказать, что количество этих подгрупп Вт» 
можно представить в виде произведения множителей 

ть — @а1а2...@к, где 

А) каждый множитель а; = 1 + [р, где [ — некоторое натуральное 
число, р делит 712, а следовательно, делит и т. 

Б) каждый множитель является степенью простого числа, делящего 
порядок факторгруппы С'/К’, а значит, делит и порядок группы С: 
о; = р’, р’ делит |С/Н\|, а следовательно, делит и |С!. 

Обратите внимание на, то, что все эти множители удовлетворяли бы 
теореме и в случае, если бы мы рассматривали подгруппы порядка т 
в группе С. То есть, если эти множители окажутся в составе множите- 
лей для количества й„ подгрупи М; в С, то они будут удовлетворять 
теореме. 

Подгруппа МО Н меньше минимальной, поэтому в ней теорема, вы- 
полняется. То есть, число Р’, подгрупп порядка т в ней можно пред- 
ставить в виде произведения множителей: 

№, = 6... Вы, где 

А) каждый множитель 9; = 1+ [ф, где [ — некоторое натуральное 
число, р делит т. 

Б) каждый множитель является степенью простого числа, делящего 
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порядок группы М’О Н, а значит, делит порядок группы С: 8; = р/, р! 
делит | М; О Н]|, а следовательно, делит |С |. 

Обратите внимание, что все эти множители удовлетворяли бы тео- 
реме и в случае, если бы мы рассматривали подгруппы порядка т в 
группе (С. То есть, если эти множители окажутся в составе множите- 
лей для количества й„ подгрупи М; в С, то они будут удовлетворять 
теореме. 

Лемма. В двух разных подгруппах М; ЧН и М; ОН не может быть 
общей подгруппы порядка, т. 

Доказательство. Допустим, что это не так: в двух разных подгруппах 
Мо Нив М; ЧН есть общая подгруппа Ми порядка т: 

Мь с М; ЧН, Мес М; ЧН, |Ми| = т. 

Так как Мь и Н содержатся в Л: ОН ив М; ОН, то их объединение 
Му О Н тоже в них содержится: 

Монс М; ЧН, МОНсС М; ОН. 

Но во всех этих трёх группах одинаковое количество элементов: ти. 
Следовательно, они совпадают: 

Мон = МОН = М; ОН. 

Хотя мы предполагали, что М; ОН и М; О Н разные. Допущение 
о том, что в двух разных подгруппах М; Ч Н ив М; ОН есть общая 
подгруппа М» порядка т приводит к противоречию с самим собой. 
Следовательно, в двух разных подгруппах Лё ОН ив М; ОН не может 
быть общей подгруппы порядка т. Лемма доказана. 

В доказательстве второй теоремы Холла мы установили, что все под- 
группы М; 9 Н сопряжены друг с другом (потому что их образы в 
факторгруппе сопряжены). Следовательно, они изоморфны, а значит, 
количество подгрупп типа М; у них одинаковое. При этом у них нет 
общих подгрупп порядка т. Поэтому количество й„ подгрупи М; рав- 
но произведению количества №», подгрупп М; Ч Н на количество й/, 
подгрупи порядка т внутри ЛЕОН. 

Пт = По — @а102...@ы * В1 6 ... Ву». 

В итоге число Й„ подгрупи порядка т в группе С разлагается на 
множители, которые удовлетворяют теореме. Для случая 1 теорема до- 
казана. 
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Случай 2. Число п = р“, порядок любой нормальной подгруппы в 
С делится на число п = р“, группа С содержит нормальную абелеву 
силовскую подгруппу А порядка, п = р“. 

В доказательстве второй теоремы Холла мы установили, что количе- 
ство подгрупп порядка, т равно р“. То есть №. = р“. Кроме того, р" — 
это число силовских подгрупи порядка 4? в группе Ё. По третьей тео- 
реме Силова, число силовских подгрупи порядка 4? равно числу 1 + 14, 
где [ — некоторое неотрицательное целое число. 

Итак, количество Р„ подгрупи порядка т раскладывается на мно- 
житель ал, где 

А) множитель а1 = 1 + [9, где [Г — некоторое натуральное число, а 
число 4 делит т (в т входят все делители порядка группы С’, кроме 
РЕЙ. 

Б) множитель а: является степенью простого числа, делящего поря- 
док группы С: ал = р", р" делит |С|. 

Свойства множителей у числа, Р„ подгрупп порядка т выполняются. 
Четвёртая теорема Холла доказана. 
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ГЛАВА 49 


Перестановки 


49.1 Взаимно однозначные отображения 


Определения. 

Отображение множества Х в множество У означает, что каждому 
элементу т Е Х ставится в соответствие элемент у Е У. 

Проведём анализ данного определения, разобьём его на несколько 
частей. Запись определения станет длиннее, зато станет понятнее, как 
вести доказательства. 

Образ элемента х Е Х при соответствии Х -} У — это множество 
элементов из У, которые соответствуют элементу т. 

Отображение множества Х в множество У — это соответствие меж- 
ду элементами множества Х и элементами множества У, в котором 
выполняются два условия: 

1) у всех элементов из Х есть образ в У (всё множество Х задейство- 
вано в соответствии), 

2) образ каждого элемента из Х имеет ровно один элемент из У. 

В данном разделе мы считаем отображение по умолчанию однознач- 
ным (отображение ровно в один элемент). В других разделах матема- 
тики могут рассматриваться многозначные отображения. 

Прообраз элемента, у Е У при отображении Х -} У — это множество 
всех элементов из Х’, которые отображаются в элемент у. (Прообразом 
элемента может быть не только один элемент, но множество элементов.) 

Взаимно однозначное соответствие (отображение) — это такое отоб- 
ражение множества Х в множество У, что 

1) все элементы из У имеют прообраз (всё множество У’задейство- 
вано в соответствии), 

2) прообраз каждого элемента у © У состоит ровно из одного элемен- 
та. 

Обратное отображение к отображению Х -} У — это отображение 


У — ЛХ, где каждому элементу у Е У соответствует элемент 5 Е Х, 
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являющийся прообразом элемента у в прямом отображении Х -} У. 
То есть, прообраз при прямом отображении становится образом при 
обратном. 

Теорема. Если существует обратное отображение У -} Х, то прямое 
отображение Х -} У взаимно однозначно. 

Доказательство. 1) Проверим, что все элементы из У имеют прообраз. 

Раз существует обратное отображение У -} Х, то в нём у всех эле- 
ментов из У есть образ. Когда элемент у Е У имеет образ в обратном 
отображении, это значит, что в прямом отображении Х -} У у элемента 
/ есть прообраз. Раз у всех у Е У есть образ в обратном отображении, 
следовательно, у них всех есть прообраз в прямом. Наличие прообразов 
у всех элементов у Е У при отображении Х -} У проверено. 

2) Проверим, что каждый элемент из У имеет ровно один элемент из 
Х в качестве прообраза. 

Мы считаем отображения однозначными, следовательно, в обратном 
отображении У -» Х у каждого элемента у Е У ровно один элемент 
х Е Х в качестве образа. Иметь один элемент в качестве образа при 
обратном отображении означает иметь один элемент в качестве прооб- 
раза, в прямом отображении, поэтому у каждого элемента у Е У есть 
ровно один элемент в качестве прообраза при отображении Х - У. 
Второй признак проверен. 

Все признаки взаимной однозначности отображения Х -} У имеют- 
ся. Теорема доказана. 

Теорема. Если отображение Х -} У взаимно однозначно, то суще- 
ствует обратное отображение У - Х, и оно тоже взаимно однозначно. 

Доказательство. Существование обратного отображения. Составим 
соответствие У - Х, где каждому элементу у Е У ставится в соответ- 
ствие его прообраз при отображении Х -} У. Проверим, что соответ- 
ствие У -} Х обладает определяющими признаками отображения. 

1) Задействованность всего множества, У. 

Так как отображение Х -} У взаимно однозначно, то все элементы 
у Е У имеют прообразы, а значит, в соответствии У - Х все элементы 
у Е У имеют образы. Первый определяющий признак проверен. 

2) Единственность элемента, в образе. 
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Так как прямое отображение Х -} У взаимно однозначно, то у каж- 
дого элемента у Е У есть единственный элемент х Е Х в качестве 
прообраза. Для соответствия У -» Х это означает, что у каждого эле- 
мента, у Е У есть единственный элемент 5 в качестве образа. 

Таким образом, оба определяющих признака отображения в соответ- 
ствии У -} Х выполняются, следовательно, оно является отображени- 
ем. 

Докажем теперь признаки взаимной однозначности отображения У - 
Х. 

1) Наличие прообразов у всех элементов из Х. 

Возьмём произвольный элемент х Е Х. При прямом отображении 
Х — У этот элемент имеет образ у из У. Следовательно, при прямом 
отображении некоторый элемент у Е У имеет в качестве прообраза эле- 
мент 5 Е Х. Иметь прообраз при прямом отображении означает иметь 
образ при обратном. Поэтому в обратном отображении некоторый эле- 
мент у имеет в качестве образа элемент 5. Отсюда элемент х имеет эле- 
мент у в качестве прообраза при обратном отображении. Мы выбирали 
хе Х произвольным, поэтому все элементы из Х имеют прообразы в 
У при обратном отображении У -} Х. Первый определяющий признак 
взаимной однозначности проверен. 

2) Осталось проверить, что в пробразе любого элемента из Х содер- 
жится только один элемент из У. 

Допустим это не так: в обратном отображении У -$ Х в прообра- 
зе элемента, х содержится два, элемента, 1 и 2. То есть, при обратном 
отображении У -} Х два элемента у: и 12 имеют в качестве обра- 
за элемент т. Иметь образ при обратном отображении означает иметь 
прообраз при прямом. То есть, при прямом отображении Х -} У уэле- 
ментов 1 и 1 в качестве прообраза выступает элемент т. Получается, 
что х при прямом отображении отобразился сразу в два элемента у и 
2. Но этого не может быть, потому что мы рассматриваем однознач- 
ные отображения. Допущение о наличии разных элементов в прообразе 
элемента, х в обратном отображении приводит к противоречию. Следо- 
вательно, в прообразе 1х есть только один элемент из У. При этом мы 
рассматривали произвольный элемент 5 Е Х. 
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Мы проверили, что обратное отображение У -» Х имеет все призна- 
ки взаимно однозначного отображения. Теорема доказана. 


49.2 Множество всех перестановок является группой 


Определение. Перестановка — это взаимно однозначное отображение 
множества, Х на себя. 

Теорема. Множество всех перестановок на множестве Х является 
группой. 

Доказательство. 0) Замкнутость бинарной операции. 

Рассмотрим два взаимно однозначных отображения Г и д множе- 
ства Х на себя. Докажем, что }д (означает последовательное проведе- 
ние сначала отображения ], а потом 9) является взаимно однозначным 
отображением. Возьмём произвольный элемент 511 Е Х. Отображение ] 
отображает его в элемент 11| = 12. Отображение д отображает элемент 
То В 124 = 13. В итоге последовательное осуществление отображений 
перевело 7х1 в тз. Это означает, что }д перевело х1 в 13 Е Х. Таким 
образом, д переводит произвольный элемент из Х в ровно в один эле- 
мент из Х. Из произвольности следует, что все элементы из Х имеют 
образ из одного элемент. Значит, [д является отображением. 

Теперь докажем взаимную однозначность. 

Первый признак взаимной однозначности отображения }0: все эле- 
менты из множества Х имеют прообраз. 

Возьмём произвольный элемент тз из Х. Так как отображение д вза- 
имно однозначно, то у 13 имеется единственный прообраз 239" = 12. 
Так как отображение } взаимно однозначно, то у 12 есть единственный 
прообраз 1>}_' = х1. Теперь, если мы отобразим элемент 21 отображе- 
нием 9, то есть, последовательным взятием сначала, отображения Г, 
а, затем д, то от элемента х1 придём к элементу тз. А значит, т1 — это 
прообраз элемента, хз при отображении }9. Таким образом, для произ- 
вольного элемента из Х мы доказали существование его прообраза при 
отображении {49. Первый признак взаимной однозначности выполняет- 
ся. 
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Второй признак взаимной однозначности: у любого элемента в про- 
образе находится лишь один элемент. 

Допустим, что у некоторого элемента тз Е Х имеется два элемента в 
прообразе: 1 и 21, то есть 

О “а 105 

Подействуем на них сначала отображением {}, элементы 21 и 21 пе- 
рейдут в 

И р. 

Элементы 12 и 1. не могут быть одинаковыми, иначе у них прооб- 
раз будет состоять из двух элементов 11 и 11, а это невозможно, ибо 
Т — взаимно однозначное отображение. Подействуем далее на то и 15 
отображением д. Так как д взаимно однозначно, то эти элементы тоже 
не могут перейти в один элемент. Но последовательное взятие отоб- 
ражений [и 4 является отображением {4, и мы предполагали, что 
два элемента 11 и 21 отобразятся в один элемент хз, а они отобрази- 
лись в два элемента. Допущение неоднозначности прообраза привело к 
противоречию, следовательно, в прообразе каждого элемента при отоб- 
ражении {0 находится только один элемент. Второй признак взаимной 
однозначности доказан. 

Мы доказали все определяющие признаки взаимной однозначности 
для отображения }49. Следовательно, отображение {4 взаимно одно- 
значно, а значит является перестановкой. Таким образом, операция 
комбинирования перестановок даёт перестановку. Замкнутость бинар- 
ной операции доказана. 

1) Ассоциативность. Докажем, что (19)й = (91). 

Возьмём В множестве Х произвольный элемент 11: 

ЕХ. 

Отображение | отображает его в 21] = 12. Отображение д отобра- 
жает 120 = тз. Отображение №, отображает тзй = 14. 

(}9)№ означает, что сначала мы комбинируем отображения Гид, и 
элемент х1 переходит в тз; а потом комбинируем отображение {ди 1, 
х1 переходит сначала в 11[49 = 73, а потом хз переходит в тзА = 14. В 
итоге (}9)№ переводит 11 в 24. 

Г(91,) означает, что мы сначала комбинируем отображения 4 и В, так 
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что элемент тд переходит по цепочке 12 - тз -* 14 в элемент 14; а 
потом комбинируем [и 91, так что элемент х1 переходит по цепочке 
Л 24 —> ад В эЛеМент: 24. 

Итак, мы показали, что произвольный элемент т1 переходит в один 
и тот же элемент 14 при любых расстановках скобок. Следовательно, 
комбинирование перестановок ассоциативно. 

2) Наличие единицы. 

Роль единицы играет тождественное отображение, при котором лю- 
бой элемент х Е Х отображается в самого себя. Проверим свойства 
единицы е[ = {е = {. Пусть } — произвольная перестановка. Возьмём 
произвольный элемент 11 Е Х. Этот элемент отображается переста- 
новкой [ в элемент 12. Подействуем на него комбинацией перестановок 
е{: 

мо ГЕ 

В итоге элемент 11 отобразился по цепочке 11 -$ 11 -$ тэ в элемент 
То. Теперь подействуем на т1 перестановкой {е: 

И. ое. 

В итоге элемент 11 отобразился по цепочке 711 -$ 12 -$ тэ в элемент 
то. Получается, что все перестановки: е[, Ге, } отображают произволь- 
ный элемент одинаково. Следовательно, перестановки одинаковы: 

О ОЕ 

Свойства единицы выполняются. В множестве всех перестановок мы 
нашли единицу. Единица существует. 

3) Наличие обратных элементов. 

Рассмотрим произвольную перестановку [. Перестановка — это вза- 
имно однозначное отображение, следовательно, у него есть обратное 
отображение }`', которое тоже взаимно однозначно. 

Проверим свойства обратного элемента: Ё}' = р" =е. 

Возьмём в множестве Х произвольный элемент 1: 

Е 

Отображение } переводит его в элемент $] = УЕ Х. т — это прооб- 
раз элемента у в прямом отображении }{. Прообраз элемента в прямом 
отображении — это образ при обратном. Следовательно, при обрат- 
ном отображении |" элемент у отображается в ур ' = т. Если взять 
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комбинацию отображений Ё | ', то элемент 5 отобразится по цепочке 
х у} т в себя же. Элемент 1 мы выбирали произвольным, поэтому 
все элементы множества Х отображаются сами в себя. Следовательно, 
ТЕ ` является тождественной перестановкой е: 

А‘ =е. 

Теперь рассмотрим комбинацию отображений |1}. Возьмём в мно- 
жестве Х произвольный элемент у: 

уЕХ. 

Отображение ] взаимно однозначно, поэтому любой элемент из мно- 
жества Х имеет единственный элемент в качестве прообраза. Пусть т 
— его прообраз при прямом отображении /: 

Е. 

Прообраз при прямом отображении — это образ при обратном. Сле- 
довательно, т — это образ элемента у при обратном отображении: 

УГ =х. 

Комбинация отображений [1 и { переводит у по цепочке у — 2 9 
в себя же. Элемент у мы выбирали произвольным, поэтому все эле- 
менты множества Х отображаются сами в себя. Следовательно, 71} 
является тождественной перестановкой е: 

Ге. 

Свойства обратного элемента доказаны. Таким образом, в множестве 
всех перестановок у каждой перестановки есть обратная. Наличие об- 
ратных элементов доказано. 

Мы доказали все свойства группы для множества всех перестановок 
на множестве Х. Следовательно, множество всех перестановок на мно- 
жестве Х является группой. Теорема доказана. 


49.3 Теорема Келли: любая группа изоморфна 
группе перестановок 


Теорема. Любая группа изоморфна некоторой группе перестановок. 
Доказательство. Пусть С — группа. Группа является множеством 
элементов. Возьмём в группе С’ произвольный элемент д: 
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9ЕС. 

Установим отображение ]и: любому элементу а Е С соответствует 
элемент ад: 

(а) = ар = ад для любого элемента, а Е С. 

Свойства отображения выполнены, потому что все элементы из Св 
нём участвуют, и образ каждого элемента состоит из одного элемента. 
При этом, каждый элемент из группы С’ отображается в элемент из 
неё же самой. "То есть, [, — это отображение множества самого в себя: 
а >С. 

Проверим взаимную однозначность. Для этого проверим определя- 
ющие свойства взаимно однозначного отображения для отображения 
т 

1) Проверим, что все элементы из С имеют прообраз. 

Возьмём в группе С произвольный элемент а: 

аеЕС. 

Умножим этот элемент на 9" справа. Получается элемент а9`" из 
этой же группы: 

а" ЕС. 

Теперь отобразим его отображением у, то есть, умножим на элемент 
д справа: 

(а9 № = (а9 )9=а(9 19) = ае=а. 

Получается, что элемент 49`' отображается в элемент 

(а9 и =а. 

Следовательно, у элемента а есть прообраз ад". При этом элемент 
а мы выбирали произвольно. Следовательно, у всех элементов группы 
С’ имеется прообраз при отображении }. Наличие прообраза у всех 
элементов из С’ доказано. 

2) Проверим, что прообраз любого элемента, из С’ состоит из одного 
элемента. 

Возьмём в группе С произвольный элемент 6: 

БЕС. 

Допустим, в его прообразе при отображении у содержатся два раз- 
ных элемента а1 и а2. Тогда 


а19 = а1 4 = 6 = а2}, = а29. 
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Умножим обе части равенства а19 = а2д на элемент 9" справа, по- 
лучаем 

@1 = 9@2, 

хотя мы предполагали, что эти элементы разные. Допущение о мно- 
гоэлементном прообразе приводит к противоречию с самим собой, сле- 
довательно, прообраз любого элемента группы при отображении у со- 
держит ровно один элемент. 

Мы доказали все определяющие свойства взаимной однозначности 
для отображения и. Следовательно, отображение ], является взаимно 
однозначным отображением множества (т на самого себя, а значит и 
перестановкой на множестве (>. 

Обозначение. { | } ес — это множество перестановок },, где для каж- 
дого элемента д Е С есть соответствующая перестановка, о. 

Теперь докажем, что группа С' и множество перестановок { №} ес — 
это изоморфные группы. 

Сначала установим взаимно однозначное соответствие между эле- 
ментами С’ и элементами множества перестановок {№ }иес правилом 
9-? №. 

Такое соответствие можно установить для всех элементов д Е С, и все 
элементы из { №} ес имеют прообраз. То есть, множества Си {и} чес 
целиком задействоавны в соответствии. 

Каждый элемент д Е С отображается ровно в один элемент } Е 
{и} ес. Значит, имеется однозначность в сторону образа. 

Осталось проверить, что прообраз произвольного элемента }у содер- 
жит только один элемент. Допустим, что это не так, и в прообразе 
элемента }и содержится два разных элемента 91 и 42. Тогда получает- 
ся, что 1, = ]» — две перестановки одинаковы, а это значит, что они 
одинаково переставляют элементы группы (С. Возьмём какой-нибудь 
элемент а из С. Одинаковые перестановки Л и }, переставляют этот 
элемент в элемент 6. То есть 

ад = а] = 6 =арь, = ар. 

Умножим обе части равенства ад = а92 на элемент а 1 слева, полу- 
чаем д1 = 92. Хотя мы предполагали, что эти элементы разные. Допу- 
щение о наличии разных элементов в прообразе элемента }, привело к 
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противоречию с самим собой. Следовательно, в его прообразе содержит- 
ся лишь один элемент. Взаимная однозначность соответствия между С 
и {сес доказана. 

Проверим свойства гомоморфизма. Само отображение между груп- 
пой и множеством перестановок обозначим буквой ф: 

(9) = Л. 

1) Сохранение бинарной операции: ф(а6б) = ф(а)Ф(6). 

Возьмём в группе С два произвольных элемента а и 6: 

а. ЕС. 

Произведение аб при отображении ‹ф переходит в 

ф(аБ) = её. 

[о — это перестановка, которая возникает при умножении элементов 
группы на аб справа: 

9ь = даб для любых 9 ЕС. 

Эту же перестановку можно получить, умножая последовательно сна- 
чала на а (получаем перестановку {), а потом на 6 (получаем перестал 
новку №): 

дк = дар = даб для любых 9 Е С. 

Получается, что перестановки }ь и №№ отображают одинаково, а 
значит они равны: 

Таь — Ла Ль- 

Теперь мы можем провести выкладку, доказывающую первое свой- 
ство гомоморфизма: 

(аб) = 1ь = «Л = Ф(а)ф(). 

Свойство сохранения бинарной операции проверено. 

2) Сохранение операции взятия обратного элемента: (а) = ф(а)-". 

Возьмём в группе С произвольный элемент а: 

аеЕС. 

В группе любой элемент имеет обратный, в том числе элемент а имеет 
обратный а`\ 
а‘ЕС. 

При отображении ф элемент а! переходит в 
Ф(а ') 3 Та-+. 


в этой же группе: 
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Эта перестановка возникает из умножения элементов группы С’ на 
элемент а \ справа: 

9}: = да" для любых 9Е С. 

Если произвести умножение на а справа, то аа = е сократится, и 
элементы группы вернутся на свои места: 

ар, = да "К, = даа ' = де = д для любых 9Е С. 

То есть, перестановка, №, является обратной к перестановке |1. Это 
утверждение можно записать так: 

р. = Тат. 

Теперь мы можем произвести выкладку, доказывающую первое свой- 
ство гомоморфизма: 

= рае = ра" 

Свойство сохранения операции взятия обратного элемента проверена. 

Мы доказали все определяющие свойства гомоморфизма у отображе- 
ния ф группы С' на множество перестановок { №} ес. Так как гомомор- 
физм является взаимно однозначным, то он является изоморфизмом. 
Кроме того, образ группы при гомоморфизме — это группа, следова- 
тельно, множество перестановок { }№ } ес является группой. 

Итак, для произвольной группы С мы нашли группу перестановок 
{о}оес, Которой она изоморфна. Теорема доказана. 


49.4 Разбиение перестановки на циклы 


Определения. Конечный цикл — это перестановка л на множестве эле- 
ментов т.о такая, ‘Что ЕО о ИЕ, П.Е, 

(т1,12,..., Хо) — обозначение конечного цикла. В нём элемент х1 пе- 
реходит в 12, и так далее, а т„ переходит в 11. 

Бесконечный цикл — это перестановка на бесконечном множестве 
элементов, пронумерованных целыми числами (и положительными, и 
отрицательными), сдвигающая элементы множества на шаг вперёд: 
ИТ = А+. 

Теорема. Пусть © — перестанавливаемое множество. Пусть л — пе- 
рестановка на 5. Тогда 5 можно разбить на такие непересекающиеся 


подмножества, что пл индуцирует цикл на каждом из них. 
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Доказательство. Перестановка — это взаимно однозначное соответ- 
ствие 5 -» 5. При таком отображении у любого элемента, есть ровно 
один элемент в качестве образа, и ровно один элемент в качестве про- 
образа. 

Рассмотрим произвольный элемент 11 из 5. При воздействии на него 
перестановкой он либо перейдёт сам в себя: т1л = 1х1, либо в другой 
элемент: х17 = 22. 

Рассмотрим случай, когда 11 переходит сам в себя. Это означает, 
что образ элемента, т1 — это тот же самый элемент. И прообраз тоже у 
него 71. Этот элемент можно выделить в отдельное подмножество {51}, 
внутри которого есть цикл из одного элемента (71). 

Теперь рассмотрим случай, когда т1 переходит в другой элемент 422. 
При этом 52 при перестановке переходит в 13, 73 в 14 и так далее. В 
этой ситуации возможны два случая: однажды элемент перейдёт в уже 
пройденный, или никогда, такого не произойдёт. 

Рассмотрим случай, когда элемент т„ перейдёт в уже пройденный 
т;. Есть два варианта: либо этим элементом является 11, либо любой 
другой т; где 1 < 1 < п. Допустим, что х„ переходит не в 11. В т; 
можно перейти из двух элементов: из ти и из т; 1. Следовательно, у 
т; есть два прообраза: т;_1 и т». Но перестановка — это взаимно од- 
нозначное отображение, поэтому у элемента может быть только один 
прообраз. Значит, 1:1 = т». Но такого не может быть, потому что мы 
нумеровали элементы последовательно, и у нас вплоть до т» не происхо- 
дило повторов. То есть, ситуация, когда т„ переходит не в 11, приводит 
к противоречию. Следовательно, возможна только ситуация, когда ти 
переходит в элемент 71. В таком случае мы имеем цикл (11, 12,..., Ти). 

Рассмотрим случай, когда в цепочке переходов 1 -} 12 -* 13 -* 
74 -}... никогда не происходит переход на уже пройденный элемент. 
У т! тоже должен быть прообраз, обозначим его то. У то есть прообраз 
т_1, и получается, что переход по прообразам порождает вторую ветвь 
цепочки ... —* Х_з $ 1—2 -} 2—1 -$ 10. При движении в обратную сто- 
рону зацикливания произойти не может, потому что иначе возникнет 
конечный цикл, из которого нельзя будет выбраться в сторону поло- 
жительной бесконечности, хотя мы рассматриваем случай, когда это 
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возможно. В итоге мы имеем бесконечный цикл. 

Из всех этих рассмотрений следует, что элемент 51 в любом случае 
находится внутри подмножества в 5, на котором есть цикл, индуци- 
рованный перестановкой пл. При этом мы 11 выбирали произвольно. 
Следовательно, все элементы из множества 5 находятся в каких-то под- 
множествах с циклом. 

Ответим на вопрос: могут ли эти циклы пересекаться? Допустим, 
что два разных цикла пересекаются, то есть, имеют общие и необщие 
элементы. Возьмём произвольный элемент, общий для двух циклов. И 
будем двигаться по цепочке в сторону образа или в сторону прообраза. 
На каком-то этапе движения мы перейдём на элемент, который не нахо- 
дится в пересечении. Если на такой элемент мы никогда не наткнёмся, 
то получится, что у двух циклов нет необщих элементов, а мы услав- 
ливались, что они есть. Итак, мы при движении по цепочке наткнулись 
на последний общий элемент. Обозначим его т. Если рассматривать 
движение по первой цепочке, то мы из т перейдём в элемент 51, при- 
надлежащий первой цепочке. Если же двигаться по второй цепочке, 
то мы из т перейдем в элемент 12, принадлежащий второй цепочке. 
При этом оба цикла образованны одной перестановкой. Перестановка 
— это взаимно однозначное соответствие, в образе элемента может быть 
только один элемент. Следовательно, 51 = 12. Получается, что элемент 
т1 = 1т2 принадлежит обеим цепочкам, то есть, является общим. Хо- 
тя мы предполагали, что его предшественник т является последним 
общим. Допущение о возможности пересечения разных циклов приве- 
ло к противоречию. Следовательно, циклы не пересекаются. Теорема 
доказана. 

Теорема. Перестановка полностью определяется разбиением на, цик- 
лы, которое она производит. (Не может быть двух разных перестановок 
с одинаковым разбиением на циклы.) 

Доказательство. Перестановка — это взаимно однозначное отображе- 
ние множества, Х на себя. Каждый элемент находится внутри какого- 
то цикла перестановки. Цикл полностью определяет, куда этот элемент 
отобразится. Следовательно, разбиение на циклы определяет отображе- 
ние для всех элементов из множества Х. То есть, разбиение на циклы 
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полностью определяет отображение-перестановку. Ввиду полного зада- 
ния отображения, не может получиться двух разных вариантов пере- 
становки, ведь отображение задаётся единственное. Теорема доказана. 


49.5 Порядок перестановки и длины циклов 


Определение. Длина цикла — количество элементов в нём. 

Напоминание. Порядок элемента х группы — это наименьшее нату- 
ральное число п, при возведении в степень которого элемент 1 обраща- 
ется в единицу: 1” = е. 

Теорема. Пусть перестановка л является циклом (1172...ти) из п эле- 
ментов (длина цикла равна п). Тогда возведение перестановки в степень 
п даёт единичную перестановку: п" =е. 

Доказательство. Все элементы в цикле движутся по цепочке 

Е а к р 

Эта цепочка замкнутая, весь путь по ней составляет п шагов, в ре- 
зультате чего происходит возвращение на первоначальное место. При- 
чём такая ситуация касается всех элементов: все элементы шаг за ша- 
гом движутся по кругу и возвращаются на первоначальное место за 
п шагов. Таким образом, при повторении перестановки п, раз все эле- 
менты вернутся на свои места, и никаких изменений не будет видно. 
Поэтому перестановка л” эквивалентна тождественной перестановке, 
которая ничего не меняет: п” = е. Теорема доказана. 

Определение. Общее кратное чисел 71, 72,...Пх — это число, которое 
делится на каждое из чисел 7, 72,...,Пх. 

Теорема. Порядок перестановки л равен наименьшему общему крат- 
ному длин её циклов. 

Доказательство. Мы доказали, что перестановка разбивает всё пе- 
рестанавливаемое множество на, непересекающиеся циклы. Будем дей- 
ствовать на множество перестановкой л многократно. Воздействие пе- 
рестановкой 7 1 раз эквивалентно воздействию перестановкой в 1-й сте- 
пени: л’. При последовательном воздействии, когда перестановка об- 
ратится в единицу, все циклы должны произвести полный оборот, и 


вернуться в исходное положение (ведь единичная перестановка — это 
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тождественная, ничего не меняющая, перестановка). Чтобы цикл сде- 
лал полный оборот, нужно сделать число шагов, кратное длине цикла 
(например, цикл длины и должен проделать Ки шагов, чтобы вернуть- 
ся в исходное положение). Поэтому порядок перестановки кратен длине 
каждого цикла. 

Обозначения. 

т, — порядок перестановки т. 

п — наименьшее общее кратное длин циклов. 

Раз порядок перестановки делится на длину каждого цикла, то он яв- 
ляется общим кратным длин циклов. Следовательно, порядок не мень- 
ше наименьшего общего кратного длин циклов: 

ПЕ, 

При этом, если подействовать перестановкой наименьшее общее крал- 
ное раз, то все циклы проделают полный оборот, и всё вернётся в ис- 
ходное положение. То есть, если перестановку возвести в степень п, то 
получится тождественная перестановка: 

Е. 

А порядок перестановки т должен быть наименьшим числом, возве- 
дение в степень которого обращает перестановку в единицу: 

= 

Поэтому порядок перестановки не больше общего кратного: 

т < п. 

Итак, порядок перестановки одновременно не больше и не меньше 
наименьшего общего кратного длин циклов, следовательно, они равны: 

ПЕЙ 

Наименьшее общее кратное длин циклов и есть порядок перестанов- 
КИ. 

Мы рассмотрели случай, когда перестановка разбивает множество 
на конечные циклы. Если же среди циклов есть бесконечный, то ника- 
кая степень перестановки не вернёт бесконечный цикл в исходное по- 
ложение. Следовательно, и порядок перестановки тоже будет бесконеч- 
ный (никакое натруальное число не обращает перестановку в единицу). 
Здесь тоже теорема выполняется, потому что формально можно утвер- 
ждать, что бесконечность делит бесконечность, и любое натуральное 
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число делит бесконечность. В итоге получается, что наименьшее общее 
кратное длин циклов — это бесконечность, и порядок перестановки то- 
же бесконечность. Поэтому теорема выполняется. Теорема доказана. 


49.6 Классы сопряжённости и разбиение на циклы 


Обозначения. Перестановку можно обозначать двумя способами: пол- 
ностью задав отображение (указав, куда отображается каждый элемент 
из перестанавливаемого множества), и задав множество циклов, на ко- 
торые перестановка разбивает перестанавливаемое множество. 
Отображение можно обозначать следующим образом: 
@1 @2> @3 ... Чт 
ы 5 6... вт & 
Разбиение на циклы можно обозначать следующим образом: 
п = (41112 и ал) (21 ея @25) ве (ата ва а) 
Первый индекс — номер цикла, второй — номер элемента в цикле. 
Лемма. Пусть есть перестановка, Г’, которая определяется через свои 
т циклов 
ЕЕ (ал1ал2 Е ат) (21 и @25) о (атл А а) 
И есть перестановка 5, которая меняет а на 6: 
= 011 ... Чт 4@21 ... @25 ... Ч@м -... @т 


1 ое | 51 ра Ь.. ве | Е | 


Тогда в циклах перестановки Г можно заменить а на 6, если сопрячь 
её со: 

бо оны | 

Доказательство. Докажем на примере произвольного элемента. Возь- 
мём 6;;. Нужно доказать, что он перемещается в циклах так же, как ах. 
Обратная перестановка 51 переводит 6; — а;;. Т переводит цикличе- 
ски @; —$ аз. © переводит а;;+1 —* 6:1. Таким образом, 6;; перешло 
по цепочке 0: —> @4; > а -? ба в элемент а (6 _-> В: Полу- 
чается, что элементы 6;; в перестановке 5_"Г5 переставляются точно 
так же, как элементы а; в перестановке Г. Следовательно, разбиение 
на циклы будет таким же, только буквы а заменятся на буквы 6. Лемма 
доказана. 
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Определение. Симметрическая группа на множестве Х — это группа 
всех возможных перестановок на этом множестве. 

Напоминание. Перестановки — это элементы группы перестановок. 
Два элемента, а и 6 сопряжены в группе С, если в С существует элемент 
3, который переводит а в Ь через сопряжение: 81а = 6. 

Теорема. Две перестановки сопряжены в симметрической группе то- 
гда и только тогда, когда они имют циклы одинаковой длины. (В одном 
классе сопряжённости находятся все перестановки с одинаковыми дли- 
нами циклов.) 

Доказательство. Докажем сначала в одну сторону. Пусть две пере- 
становки сопряжены. 'Гогда по лемме выше сопряжённая перестановка 
изменит символы в циклах, но не изменит их структуру: будет столько 
же циклов с такой же длиной. 

В одну сторону доказано, докажем в другую. 

Возьмём две произвольные перестановки а и 6 с циклами одинаковой 
длины. Расположим запись циклов друг над другом: 

а — (ал1 ра ат) (21 а 425) ее (атл азы а) 

бе бе В) бое бы к боб 

Этим самым мы можем определить отображение элементов: элементу 
сверху ставится в соответствие элемент снизу: 

@11 ... Аш @21 .„... 4@2з „... Ч -:. Ч 


рт к Ь., 51 и Ь.. я т ре В 


Это отображение взаимно однозначно, потому что все элементы пе- 


5 — 


рестанавливаемого множества участвуют в соответствии и в качестве 
образа, и в качестве прообраза, а каждый элемент отображается только 
в один элемент как в сторону образа, так и в сторону прообраза. По- 
этому это отображение является перестановкой. Эта перестановка есть 
в симметрической группе, потому что в ней есть все возможные пере- 
становки. Теперь, если сопрячь перестановкой $ перестановку а, то в а 
внутри записи циклов поменяются буквы а на буквы 6, и мы получим 
перестановку 6: 

5—0: 

Мы доказали, что перестановки а и 6 с одинаковыми длинами циклов 
сопряжены. В другую сторону доказано. Теорема доказана. 
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49.7 Сохранение подмножеств перестановками 


Теорема. Пусть 

Х — перестанавливаемое множество, 

5 — подмножество в Х: 

О, 

С — группа перестановок на множестве Х, 

Н — множество всех перестановок, оставляющих на месте элементы 
из Ю. 

Тогда Н является подгруппой в С. 

Доказательство. 0) Замкнутость бинарной операции. 

Возьмём в подмножестве Н две произвольные перестановки /[ и д: 

р. 

Произведение перестановок [14 — это последовательное воздействие 
сначала перестановкой }, а потом перестановкой 9. Перестановка | 
оставляет элементы в подмножестве 5 на месте. Если мы после этого 
подействуем перестановкой д, то те же самые элементы опять будут на 
месте. Следовательно, произведение перестановок [д оставляет элемен- 
ты из © на месте, и поэтому принадлежит подмножеству перестановок 
Ц: 

ТЕН. 

Получается, что произведение произвольных перестановок из мно- 
жества Н даёт перестановку из этого же множества. Это значит, что 
операция на множестве Н замкнута. Замкнутость бинарной операции 
доказана. 

1) Ассоциативность. Все перестановки являются элементами группы 
С, следовательно, ассоциативны. 

2) Наличие единицы. Единичная перестановка оставляет на месте 
все элементы, включая элементы из подмножества, 5. Следовательно, 
единица принадлежит множеству перестановок Н. 

3) Наличие обратных элементов. 

Возьмём в множестве Н произвольную перестановку /: 

= 


При этой перестановке образами элементов из подмножества © яв- 
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ляются они же сами. Следовательно, они являются прообразами самих 
себя. Прообраз при прямой перестановке — это образ при обратной. 
Поэтому образами элементов из 5 при обратной перестановке }! яв- 
ляются они же сами. То есть, обратная перестановка `` отображает 
эти элементы из 6 в самих себя. Значит, она принадлежит подмноже- 
ству перестановок Н: 

'ЕН. 

Мы доказали, что обратные элементы к элементам из множества Н 
находятся в этом же множестве. Наличие обратных элементов доказа- 
НО. 

Мы доказали все определяющие свойства группы для подмножества 
Н. Следовательно, подмножество Н является подгруппой. Теорема, до- 
казана. 

Определение. Мы говорим, что перестановка, { сохраняет множество 
©, если воздействие перестановкой на множество 5 даёт то же самое 
множество: 

о. 

(Элементы внутри 5 могут переставляться друг с другом.) 

Теорема. Пусть 

Х — перестанавливаемое множество, 

© — подмножество в Х: 

РА. 

С — группа перестановок на множестве Х, 

К — множество всех перестановок, сохраняющих множество 5: 

59 = © для всех 9 ЕК. 

Тогда К является подгруппой в (=. 

Доказательство. 0) Замкнутость бинарной операции. 

Возьмём в множестве К две произвольные перестановки | и д: 

ро 

Произведение [д перестановок — это последовательное действие сна- 
чала, перестановкой }, а затем д. Воздействие перестановкой { на мно- 
жество 5 даёт множество 5. Воздействие перестановкой д на множество 
©, тоже даёт множество ©. Следовательно, последовательное воздей- 
ствие этими перестановками сохраняет множество: 
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5]19=5, 

поэтому произведение перестановок принадлежит множеству А: 

Т9ЕК. 

Получается, что произведение произвольных перестановок из мно- 
жества К даёт перестановку из этого же множества. Это значит, что 
операция на множестве А замкнута. Замкнутость бинарной операции 
доказана. 

1) Ассоциативность. Все перестановки являются элементами группы 
С, следовательно, ассоциативны. 

2) Наличие единицы. Воздействие тождественной перестановкой на 
© даёт то же самое множество, поэтому единица принадлежит подмно- 
жеству А перестановок. 

3) Наличие обратных элементов. 

Возьмём в множестве К произвольную перестановку /: 

Е. 

Как и любая перестановка из множества К, | сохраняет множество 
. 

Ре: 
Умножим обе части этого неравенства на обратную перестановку |1, 
получаем 

ЕО. 

Таким образом, перестановка {`' сохраняет множество 5, а значит 
принадлежит множеству перестановок А: 

'ЕК. 

Итак, любая перестановка из К имеет обратную в этом же множестве. 
Наличие обратных элементов доказано. 

Мы доказали все свойства группы для подмножества А. Следова- 
тельно, подмножество К является подгруппой. Теорема доказана. 

Теорема. Н — подгруппа в К. 

Доказательство. Перестановки из Н оставляют элементы из © на ме- 
сте. А значит, оН = ©, то есть, перестановки подгруппы Н сохраняют 
множество 5, и поэтому принадлежат подгруппе К. То есть, Н вклю- 
чается в К. Теорема доказана. 

Теорема. Подгруппа Н нормальна внутри К. 
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Доказательство. Для подгруппы свойство нормальности и инвари- 
антности эквивалентны. Поэтому, доказав свойство инвариантности, 
мы докажем свойство нормальности. 

Возьмём в подгруппе А произвольный элемент А, а в подгруппе К 
возьмём произвольный элемент К: 

ПЕН, КЕК. 

Рассмотрим сопряжение АЙ К. Произведение перестановок означает 
последовательное их применение. К`' сохраняет множество 5, перестав- 
ляя в нём элементы. В на множестве 5 ничего не меняет. А возвращает 
на место то, что было переставлено в множестве 5 обратной перестанов- 
кой К '. В итоге в 5 ничего не меняется: элементы из 5 отобразились 
сами в себя. Значит 

К \АКЕН. 

Таким образом, сопряжение любых элементов подгруппы Н любыми 
элементами из А даёт элементы из Н. Следовательно, сопряжение всей 
подгруппы Н любыми элементами из К находится внутри Н: 

К ТНК С Н для любых КЕ К. 

В параграфе «Инвариантность» доказана теорема о том, что если 
подгруппа переходит при сопряжении любыми элементами группы в са- 
му себя, то она инвариантна. Значит, подгруппа Н инвариантна внутри 
К и поэтому нормальна внутри А. Теорема доказана. 

Обозначение. Ну — это подгруппа всех перестановок, оставляющих 
элементы внутри множества 5 на месте. 

Теорема. Низ, = Нз П Нь.. 

Доказательство. Докажем включение Нч 5, © Нз П Н6.. 

Возьмём в множестве Ни, произвольную перестановку В: 

= 95% 

Эта перестановка оставляет на, месте элементы из объединения мно- 
жеств ©1452, а значит и оставляет на месте элементы в каждом из них. 
Следовательно, она принадлежит подгруппам Нз, и Н, одновременно, 
то есть, их пересечению: 

ВЕ Ну ПНЬ.. 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент ЙА из множества Н 5,5, 
принадлежит подгруппе Н5. П.Н». Следовательно, все элементы из мно- 
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жества Нзо5, принадлежат подгруппе Нз, П Н$,, что означает вклю- 
чение 

Н $$ с Нз, Г] Н 5: 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение Нз/5, 2 Нз, П Н$,. 

Возьмём в пересечении Нз, П Н5, произвольную перестановку В: 

ВЕ Н% ПНЪ.. 

Раз А принадлежит пересечению множеств Нз П Н$,, значит она 
принадлежит каждому множеству из пересечения: 

РЕ На РЕ Е 

Принадлежность этим подгруппам означает, что перестановка А остав- 
ляет элементы в множествах 51 и 52 на месте. Раз оставляет на, месте 
в обоих этих множествах, то оставляет на месте и в их объединении 
51952. Следовательно, перестановка А принадлежит подгруппе Н55»: 

ВЕ Ну ПНЬ.. 

Мы пришли к тому, что произвольная перестановка А из множества, 
Ну П Нз, принадлежит множеству Н55». Следовательно, все пере- 
становки из множества Нз, П Н‹, принадлежат множеству Н5 $», ЧТО 
означает включение 

Н $105 Е. Нз, п Н 5. 

Обратное включение доказано. 

Из противоположных включений 

Нация © На ПН, Н 905 2. Ня ПЫ5, 

Следует равенство 

Н$о5 == Нз, Г] Нъ.. 

Теорема доказана. 


49.8 Транзитивность 


Определения. 
С" транзитивна на множестве 5, когда выполняются два условия: 
1) воздействие любой перестановкой д Е С на любой элемент $ Е 5 
даёт элемент из ©: 
98 Е © для любых 9 Е С,3ЕБ; 
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2) для любых двух элементов 5х и у из 5’ существует перестановка 
Е С, отображающая один элемент в другой: 

И 

Область транзитивности группы С — это множество, на котором 
группа С’ транзитивна. 

Теорема. Пусть $ — область транзитивности группы С. Тогда 5 яв- 
ляется образом любого своего элемента при воздействии на него всей 
группой перестановок С: 

8 = 5 для любого элемента 3 Е 5. 

Доказательство. Возьмём в множестве 5 произвольный элемент $: 

3Е 5. 

Возьмём в © любой другой элемент $1: 

1 Е5. 

Из второго свойства транзитивности существует перестановка д, отоб- 
ражающая элемент $ в $1: 

80 = 31. 

Так как мы $1 выбирали произвольным, то воздействием всех пере- 
становок из группы С’ можно получить все элементы из 5. При этом 
мы не получим элементов, которые в © не входят, потому что по перво- 
му свойству транзитивности, воздействие на элемент из © может дать 
только элемент из 5. Теорема доказана. 

Следствие. Из любого элемента области транзитивности 5 можно по- 
лучить всю ©, воздействуя на этот элемент перестановками из группы 
С. 

Теорема. Разные области транзитивности не пересекаются. 

Доказательство. Допустим это не так: у группы С’ существуют пере- 
секающиеся разные области транзитивности 61 и ю2: 

51 Г 2 = ©. 

Возьмём в пересечении 51 П 52 произвольный элемент : 

8Е 51 П 52. 

Раз $5 находится в пересечении множеств, то он принадлежит каждо- 
му множеству из пересечения: 

Е 5: 5Е5.. 

Умножив элемент из области транзитивности на всю группу переста- 
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новок, мы получим всю область транзитивности. Так как $ находится 
в от, ТО 

8 = О 

С другой стороны, $ принадлежит области 52, поэтому 

8а = 6. 

Получается, что множества 51 и 52 равны одному и тому же множе- 
ству $С, а значит равны друг другу: 

м 

Хотя мы предполагали, что эти множества разные. Допущение воз- 
можности пересечения разных областей транзитивности противоречит 
самому себе. Значит, разные области транзитивности не пересекаются. 
Теорема доказана. 

Теорема. Пусть 

Х — перестанавливаемое множество, 

т1 — фиксированный элемент из Х: 

1 ЕХ, 

© — множество, полученное воздействием на элемент 51 всей группой 
перестановок: 

5 — 1. 

Тогда © — область транзитивности группы С. 

Доказательство. 1) Докажем, что воздействие перестановками на, лю- 
бые элементы из 5 даёт элементы из 5. 

Возьмём в множестве 5 произвольный элемент хх: 

Е 5. 

Этот элемент является образом элемента 11 при некоторой переста- 
новке 0, то есть 

219: = 25. 

Подействуем на элемент т; любой перестановкой д из С: 

119 = 1149. 

Перестановка 9:4 принадлежит группе перестановок (т, следователь- 
но, воздействуя на элемент т1 перестановка 9:4 даёт элемент из мно- 
жества, ©. Таким образом, действие произвольной перестановки 9 Е 4 
на произвольный элемент т; Е © мы получаем элемент из 5. Первое 
свойство транзитивности доказано. 
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2) Докажем, что любой элемент 1; Е 5 можно отобразить в любой 
= о. 

Элемент 1; — это образ элемента 11 при некоторой перестановке д; Е 
С: 

14 = 114. 

Так как С группа, то в ней есть обратная перестановка 9; ' которая 
отображает обратно элемент т; в элемент 11: 

м О ее. 

Элемент 5; — это образ элемента 21 при некоторой перестановке 9; Е 
С: 

Фу = 119}. 

Подействуем на элемент х,; произведением перестановок 9; 1. Про- 
изведение перестановок означает последовательное действие сначала 
перестановки д; Г а потом 9х: 

2 (9; `9;) = (219; )9; = 219) = 1). 

Таким образом, мы нашли перестановку 9; 1; отображающую про- 
извольный элемент 1; в произвольный элемент т;. Второе свойство 
транзитивности доказано. Следовательно, © — это область транзитив- 
ности группы С’. Теорема доказана. 

Следствие. Любое перестанавливаемое множество Х состоит из непе- 
ресекающихся областей транзитивности. 

Доказательство. В предыдущей теореме мы доказали, что любой эле- 
мент образует область транзитивности, если на него подействовать пе- 
рестановками из С. Следовательно, любой элемент из Х находится в 
некоторой области транзитивности. То есть, всё множество Х состо- 
ит из областей транзитивности. Кроме того, мы доказали, что области 
транзитивности не пересекаются. Следствие доказано. 

Теорема. Не существует перестановок, переводящих элементы из од- 
ной области транзитивности в другую. Иначе говоря, области транзи- 
тивности изолированы друг от друга. 

Доказательство. Воздействие перестановкой на любой элемент из об- 
ласти транзитивности должно давать элемент из этой же области тран- 
зитивности. Так как области транзитивности не пересекаются, то по- 
пасть из одной в другую невозможно. Теорема доказана. 
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49.9 Соответствие между смежными классами и 
областью транзитивности 


Обозначение. Н„, — стабилизатор элемента х — это подгруппа всех пе- 
рестановок, оставляющих элемент 1 Е © на месте. 

Теорема. Все перестановки из одного левого смежного класса по ста- 
билизатору Н. отображают элемент 1 в один и тот же элемент из ©. 

Доказательство. Подгруппа Н., воздействуя на т даёт этот же эле- 
мент: 

ЕЯ, 

Любой левый смежный класс по Н. имеет вид Н.д, где де С. Смеж- 
ный класс по Ну, — это множество перестановок. Воздействие множе- 
ством перестановок на, элемент даёт множество образов этого элемента. 
Подействуем смежным классом Нуд на элемент т, при этом произведе- 
ние перестановок Ну и 4 означает последовательное их воздействие: 

®(Нь9) = (%Нь+)9 = 19. 

Образ элемента при одной перестановке 4 состоит из одного элемента. 
В итоге получается, что воздействие всеми перестановками из смежно- 
го класса Н.д на элемент 1 даёт лишь один элемент 19. Поэтому все 
перестановки из этого смежного класса отображают т в один и тот же 
элемент. Теорема доказана. 

Теорема. Множество всех перестановок, отображающих элемент т Е 
© в один И ТОТ Же элемент у Е ©, является левым смежным классом по 
стабилизатору НУ. 

Доказательство. Обозначение. А — это множество всех перестановок, 
переставляющих элемент 1 в элемент у. 

Возьмём в множестве А две произвольные перестановки 01 и 02: 

91, 92 © А. 

Запишем воздействие этих перестановок на элемент т: 

Фд1 = 242 = У. 

Умножим обе части равенства 191 = 142 на элемент 95 1 справа, по- 
лучаем 

2914 = 

Выходит, что перестановка 9195 1 оставляет элемент х на месте, а 
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значит, принадлежит подгруппе Н..: 

9195" Е Ну. 

Умножим обе части этого включения на элемент 92 справа, получаем 

Я е Ну 4. 

Таким образом, элементы 01 И 42 находятся в одном левом смежном 
классе по Ну. То есть, все элементы, переставляющие элемент 1 в эле- 
мент у, находятся в одном левом смежном классе. То есть, 

И при этом в предыдущей теореме мы доказали, что все элементы од- 
ного левого смежного класса по Ну переставляют элемент т одинаково, 
то есть, в рассматриваемом смежном классе нет других элементов, кро- 
ме переставляющих 2 в 9. Поэтому 

Из противоположных включений 

А = Но 91, Ну 91 Е А 

Следует равенство 

А = Нд. 

Таким образом, множество всех перестановок, переставляющих т в 
у, является левым смежным классом по Нх. Теорема доказана. 

Теорема. Пусть $ — область транзитивности группы С. Между ле- 
выми смежными классами по стабилизатору Н, (1 Е 5) и элементами 
из © есть взаимно однозначное соответствие. 

Доказательство. Определим соответствие ф следующим образом: каж- 
дому элементу у Е © поставим в соответствие левый смежный класс по 
Ну, который отображает х в У. 

Докажем, что соответствие ф взаимно однозначно. Для этого прове- 
рим определяющие свойства взаимной однозначности для соответствия 
фр. 

1) Задействованность всего множества, ©. 

Так как множество 5 транзитивно, то для любого элемента у суще- 
ствует перестановка, отображающая т в у. Следовательно, для любого 
) Е 5 существует смежный класс, который этому элементу соответ- 
ствует. То есть, всё множество 5 задействовано в соответствии р. 

2) Задействованность всего множества смежных классов. 
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Возьмём произвольную перестановку 9 Е С. Образуем из неё смеж- 
ный класс Н,д. Перестановка отображает элемент х в некоторый эле- 
мент 7 Е 5. А вместе с ней и весь смежный класс Н,д отображает х 
в 9. То есть, для произвольного смежного класса существует элемент 
у, образом которого является этот смежный класс при отображении 
ф. Отсюда для любого смежного класса из множества всех смежных 
классов существует прообраз. 

3) Однозначность в сторону образа. 

В теореме выше мы доказали, что все перестановки, которые пере- 
ставляют 1 в 9, образуют один левый смежный класс по Ну. То есть, 
любому элементу у Е 5’ соответствует только один смежный класс. 
Однозначность в сторону образа имеется. 

4) Однозначность в сторону прообраза. 

Любой левый смежный класс по Н, отображает элемент 1 только в 
один элемент у Е ©. То есть, только один элемент у Е © может отобра- 
жаться в данный смежный класс при отображении ‹ф. Следовательно, 
у смежного класса может быть только один прообраз при отображении 
ф. Однозначность в сторону прообраза имеется. 

Мы проверили все признаки взаимной однозначности для соответ- 
ствия ф. Следовательно, соответствие ф между областью транзитив- 
ности © и множеством левых смежных классов по стабилизатору Н, 
(хе 5) взаимно однозначно. Теорема доказана. 

Теорема. Пусть 

С — группа, 

© — область транзитивности группы (х, 

Н. — стабилизатор элемента 1х, то есть подгруппа всех перестановок 
из а, сохраняющих элемент 5. 

Тогда левые смежные классы по подгруппе Н‚, переставляются точно 
так же, как элементы множества, 5. 

Докзательство. Возьмём произвольный левый смежный класс Но 01. 
Этому смежному классу соответствует элемент 191 Е 5. Умножим 
этот смежный класс на произвольную перестановку 9 Е С, получаем 
Н.919. Это множество тоже является левым смежным классом по Ну 
с представителем 919. Этому смежному классу соответствует элемент 
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1919 Е 5. То есть, перестановка д отобразила смежный класс, соот- 
ветствующий элементу 191 в смежный класс, соответствующий 1914, и 
при этом сами элементы при перестановке отобразились из 191 в 14919, 
точно так же, как и смежные классы. Получается, что произвольная пе- 
рестановка одинаково действует на множестве левых смежных классов 
по Н, и на множестве 5. Теорема доказана. 

Определение. Степень группы перестановок — количество элементов 
в множестве, на котором действуют перестановки. 

Теорема. Количество элементов в области транзитивности 5 груп- 
пы перестановок С' делит порядок группы |С!. (Степень транзитивной 
группы перестановок делит её порядок.) 

Доказательство. Пусть Н, — стабилизатор элемента х. Множество © 
взаимно однозначно соответствует множеству левых смежных классов 
по Н.. Следовательно, количество элементов в них одинаково. Порядок 
группы |С| равен произведению порядка подгруппы |Н»„| на её индекс. 
То есть, индекс является делителем порядка группы |С!|. Индекс — это 
количество смежных классов, и он равен количеству элементов в мно- 
жестве 5. Отсюда количество элементов в 5 делит порядок группы |С1. 
Теорема доказана. 


49.10 Сопряжённость стабилизаторов Ну; для 
области транзитивности 


Теорема. Пусть 5 — область транзитивности группы (С. Тогда все ста- 
билизаторы Ну. для всех т Е © сопряжены в С. 

Доказательство. Возьмём в области транзитивности © два произволь- 
ных элемента т и у: 

туЕО. 

Рассмотрим стабилизаторы Ну, и Ну этих элементов. Возьмём в Н, 
любую перестановку а: 

аен.. 

Разложим перестановку а на циклы. Так как а сохраняет элемент х, 
то в ней есть одноэлементный цикл (7), и перестановка имеет вид 
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п а 

Все остальные циклы в перестановке нас не интересуют. Аналогич- 
но любую перестановку 6 Е Н, можно разложить на циклы, где есть 
одноэлементный цикл (9): 

Так как группа перестановок С’ транзитивна на множестве 5, то в 
ней есть элемент д Е С, который отображает элемент х в элемент у. 


Запишем эту перестановку в виде 
а: 

9 Пао. 9" 

все остальные элементы в этой перестановке нас не интересуют. В па- 
раграфе «Классы сопряжённости и длины циклов» мы доказали лемму, 
что если сопрячь перестановку а элементом д, то есть, взять произве- 
дение д 'а4, то все элементы в циклах перестановки а заменятся на 
элементы, как указано в записи перестановки 9. При этом сами циклы 
сохранятся. В частности, в циклах перестановки а элемент 5 заменится 
на элемент у: 

919 = (9)... 

По определению подгруппы Ну, все элементы, сохраняющие элемент 
у, находятся внутри этой подгруппы. Следовательно, сопряжение пе- 
рестановкой д перевело перестановку а в подгруппу Ну. Перестановку 
а мы выбирали произвольной, поэтому все перестановки из Н‚ перево- 
дятся сопряжением по элементу 9 внутрь подгруппы Ну. То есть 

а НОЕ. 

Аналогичные процедуры мы можем провести с перестановками из 
подгруппы Ну. Только в качестве сопрягающего элемента нужно взять 
9 ' (эта перестановка переводит у в 1). В итоге получится 

9Ну9 ' С НЯ... 

Умножим обе части этого включения на 9`' слева и на д справа, 
получаем 

СН 

Таким образом, мы получили два включения: 

а Нас Н, Вой 

Откуда следует, что 
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9 Нид = Ну. 

Мы доказали, что стабилизаторы Н. и Ну сопряжены. При этом мы 
выбирали эти стабилизаторы произвольно (для произвольных элемен- 
тов т и у), следовательно все стабилизаторы Н. для любых элементов 
х из области транзитивности 5 сопряжены друг с другом. Теорема до- 
казана. 

Следствие. Все стабилизаторы Ну, где т принадлежит области тран- 
зитивности, изоморфны. 

Доказательство. В параграфе «Сопряжение является изоморфизмом» 
доказана теорема, соответствующая названию. Все стабилизаторы Н, 
из одной области транзитивности сопряжены, а значит изоморфны. 
Следствие доказано. 


49.1] Области импримитивности 


Определения. 

Пусть С’ — группа перестановок множества 5. Пусть 5 разбито на 
непересекающиеся множества 5; (1 =1,...,т). 

Совокупность областей импримитивности — это набор таких непере- 
секающихся множеств 5; (# =1,...,т), что любые перестановки из С 
отображают каждое множество ©; либо полностью в себя, либо полно- 
стью в другое множество 5;. 

Область импримитивности — это одно из множеств 5; из совокупно- 
сти областей импримитивности. 

Теорема. Пусть группа перестановок (С действует на совокупности 
областей импримитивности {5,}. Тогда для любой перестановки 9 Е С 
либо 5:9 —= 5. либо 5:0 ЕЕ 5. 

Доказательство. В определении совокупности областей импримитив- 
ности указано, что любая перестановка д отображает множество 5; ли- 
бо полностью в себя, либо полностью в другое 5;. Но в определении не 
указано, что образом множества 5; является всё множество 5; или ю.. 
Это нам и нужно доказать. 

Обратная перестановка 9`' тоже принадлежит группе С’. При пря- 


мом отображении д образ множества 5; равен 5;9. Обратное отображе- 
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ние должно вернуть этот образ в свой прообраз: 

(5:99 (= 9:99 ') = 5е = 5; 

Пусть при перестановке д множество 5; отображается в множество 
5; (индекс 7 может совпадать с индексом 1): 

5:9 Е т 

Допустим, что теорема неверна: образ множества, 5; не совпадает с 
о 

ола р 

Значит, существует элемент из $ Е ©5,, который не находится в образе 
множества, 5; при перестановке д: 

3Е5, 8854. 

Перестановка — это взаимно однозначное отображение, следователь- 
но, у любого элемента должен быть прообраз. Раз у элемента 5 нет 
прообраза в 5;, значит, у него есть прообраз вне 5;. Прообраз при пря- 
мом отображении означает образ при обратном отображении. Отсюда 
при обратном отображении 9`' у элемента $ образ находится вне мно- 
жества 65;: 

891#5,. 

Так как $ находится внутри области импримитивности, то куда он 
отобразится, туда должна отобразиться и вся область импримитивно- 
сти. То есть, при обратном отображении 9 ' множество 5, а вместе 
с ним и множество 5;9 (5:9 С 5;) отобразится не в 5; хотя должно 
отобразиться именно туда. Допущение нарушения теоремы приводит к 
противоречию. Следовательно образ области импримитивности должен 
совпадать со всей областью импримитивности: 

5:0 = Юр 

Теорема доказана. 

Теорема. Внутри транзитивного множества, 5 все области имприми- 
тивности имеют одинаковое количество элементов. 

Доказательство. Рассмотрим внутри транзитивного множества 5 две 
произвольные области импримитивности 5; и 5}: 

о 

Возьмём в них произвольные элементы $; и 5; 

9 р 5; @ в 
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Так как множество 5 транзитивно, то существует перестановка д, 
отображающая элемент $; в 8}: 

590 =8.: 

Раз один элемент из области импримитивности 6; отображается внутрь 
области импримитивности 5’,, то 5; полностью отображается в 5;. Кро- 
ме того, 

5:9 5 ый 

Так как перестановка — это взаимно однозначное соответствие, то 
количество элементов в 5; ив 5; одинаково. Мы выбирали области 
импримитивности внутри транзитивного множества произвольно, сле- 
довательно, все области импримитивности внутри транзитивного мно- 
жества имеют одинаковое количество элементов. Теорема, доказана. 


49.12 Подгруппа, сохраняющая область 
импримитивности 


Определения. 

Тривиальная область импримитивности содержит один элемент. 

Тривиальное разбиение — это разбиение множества на одну компо- 
ненту. 

Импримитивная группа — это группа, допускающая нетривиальное 
разбиение области транзитивности © на нетривиальные области импри- 
митивности. 

Теорема. Пусть 

а — группа, 

© — область транзитивности группы (т, 

а импримитивна, 

51 — область импримитивности, 

К — подгруппа всех перестановок, сохраняющих 21. 

Тогда К содержит в себе стабилизаторы Н. для любого 8 Е 51. 

Доказательство. Возьмём в области импримитивности 51 произволь- 
ный элемент 5: 

а 5. 
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Рассмотрим стабилизатор Н., то есть подгруппу всех перестановок, 
оставляющих $ на месте. Область импримитивности может отображать- 
ся либо в себя, либо в другую область импримитивности. При пере- 
становках из Н. элемент $ из 51 отображается сам в себя, а значит, 
внутрь ©1. Раз один элемент области импримитивности 51 отображает- 
ся внутрь неё самой, то вся область 51 отображается сама в себя. Таким 
образом, все перестановки из Н, отображают 51 саму в себя, а значит, 
сохраняют её. Раз все перестановки из Н. сохраняют 51, то они входят 
в подгруппу К. Следовательно, 

АЕ 

Теорема доказана. 

Теорема. Пусть 

а — группа, 

© — область транзитивности группы (о, 

С импримитивна, 

51 — нетривиальная область импримитивности, 

Н. — стабилизатор элемента, $ Е 51, 

К — подгруппа всех перестановок, сохраняющих 21. 

Тогда подгруппа Н, не совпадает с подгруппой К. 

Доказательство. Группа С транзитивна на 5, следовательно, элемент 
$ Е 51 можно отобразить на любой элемент из © с помощью какой- 
нибудь перестановки из С. В том числе, можно отобразить в любой 
элемент из 61. Возьмём перестановку 9 Е С, которая отображает эле- 
мент $ Е 51 в какой-нибудь другой элемент из 51. Так как ©1 — это об- 
ласть импримитивности, то она при перестановке может отображаться 
либо в саму себя, либо в другую область импримитивности. При этом, 
области импримитивности не пересекаются, следовательно, если хотя 
бы один элемент из 61 отобразился во вне своего множества, то и все 
остальные должны отобразиться тоже во вне. Но один элемент $ Е 51 
отобразился внутрь 61, значит, все элементы 51 должны отобразить- 
ся внутрь 51. При этом мы доказывали теорему, что в таком случае 
519 = 51. Таким образом, перестановка д сохраняет множество 51, но 
не оставляет на месте элемент $. Следовательно, элемент д находится 
в подгруппе А, но его нет в подгруппе Н;;: 
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ЕК, 9ЕН.. 

Поэтому подгруппы И и Н, не совпадают: 

На 

Теорема доказана. 

Теорема. Пусть 

С — группа, 

© — область транзитивности группы (;, 

С импримитивна на 5, 

51 — нетривиальная область импримитивности, 

К — подгруппа всех перестановок, сохраняющих 21. 

Тогда С = К. 

Доказательство. Так как группа С импримитивна, то разбиение на 
области импримитивности нетривиально, то есть, кроме области им- 
примитивности 51 есть и другие области импримитивности. Возьмём в 
©: какой-нибудь элемент $: 

8251. 

Так как © — это область транзитивности, то в группе С существу- 
ют перестановки, которые могут отобразить элемент $ в любой другой 
элемент из 5, в том числе находящийся вне 51. Пусть перестановка д 
отображает элемент $ Е 51 в элемент вне 51: 

39951. 

Отсюда вытекает, что д не сохраняет область 51. А значит, элемент 
4 не принадлежит подгруппе А’, сохраняющей область 61: 

ЕК. 

Таким образом, мы нашли элемент из группы С, который не входит 
в К. Поэтому группы С’ и К не совпадают: 

а К. 

Теорема доказана. 

Итог теорем. Пусть 

а — группа, 

© — область транзитивности группы (т, 

С импримитивна на 5, 

51 — нетривиальная область импримитивности, 

Н. — стабилизатор элемента, $ Е 51, 
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К — подгруппа всех перестановок, сохраняющих 21. 

Тогда Н; © К СС (включения строгие, то есть Н, = К = С). 

Теорема. Пусть 

а — группа, 

© — область транзитивности группы (х, 

Н. — стабилизатор элемента, $ Е 5, 

К — такая подгруппа, что Н;, С К С С, гезЕБ. 

Тогда подгруппа К сохраняет подмножество 51 такое, что {3} С 51 С 
э 

Докзательство. Рассмотрим стабилизатор Н. — это подгруппа всех 
перестановок, сохраняющих элемент $ Е 5. В параграфе «Соответствие 
между смежными классами и областью транзитивности» доказаны тео- 
ремы о том, что множество левых смежных классов по подгруппе Н, 
находится во взаимно однозначном соответствии с множеством 5. А 
также, что эти множества переставляются одинаковым образом. 

Подгруппа К по условию теоремы содержит в себе Н.. Следователь- 
но, А содержит некоторое подмножество левых смежных классов по 
Н.. Если воздействовать на это множество смежных классов переста- 
новками из А, то эти смежные классы останутся внутри подгруппы К. 
То есть, перестановки из К сохраняют подмножество левых смежных 
классов по Ну, находящихся внутри К. Этому подмножеству смежных 
классов соответствует подмножество 51 элементов из ©. Перестановки 
из К сохраняют подмножество 51. 

Так как в К находятся не все смежные классы по Н., тои 61 не 
совпадает с множеством 5: 

ЕЕ 

Так как К не совпадает с подгруппой Н., и имеет более одного смеж- 
ного класса, то 51 не совпадает с элементом $ и содержит и другие 
элементы: 

{3} ЫЕ ОЕ 

В итоге 

{сс 5. 


Теорема доказана. 
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49.13 Соответствие между смежными классами и 
областями импримитивности 


Теорема. Пусть 

С — группа, 

© — область транзитивности группы (х, 

Н. — стабилизатор элемента, $ Е 5, 

К — такая подгруппа, что Н, С К С С, гдезЕБ. 

Рассмотрим взаимно однозначное соответствие между левыми смеж- 
ными классами по Н. и множеством 5. 

Левым смежным классам по К соответствуют области импримитив- 
ности в о. 

Доказательство. Рассмотрим левые смежные классы по подгруппе К. 
В этих смежных классах содержатся множества, левых смежных клас- 
сов по подгруппе Н.. Исходя из соответствия левых смежных классов 
по Н‚ и множеством 5, левым смежным классам по К соответству- 
ют подмножества, элементов в 5. Если мы докажем, что на множестве 
смежных классов по Н, смежные классы по К являются областями 
импримитивности, то и соответствующие подмножества в 5 тоже бу- 
дут областями импримитивности. 

Возьмём произвольный элемент д из группы С и составим по нему 
левый смежный класс Кд. Возьмём ещё одну произвольную переста- 
новку 01 и подействуем на этот смежный класс: А 991. Мы получили 
новый смежный класс по А с представителем 901. Отсюда следует, что 
воздействие любой перестановкой на любой левый смежный класс по 
К даёт смежный класс по К. Смежные классы по К не пересекают- 
ся и являются совокупностями левых смежных классов по Н.. То есть, 
удовлетворяется условие импримитивности: непересекающиеся подмно- 
жества, которые отображаются перестановками друг в друга. Мы до- 
казали, что множество смежных классов по Н, разбивается на обла- 
сти импримитивности, следовательно, множество © тоже разбивается 
на области импримитивности, каждой из которых соответствует левый 
смежный класс по К. Теорема доказана. 

Теорема. Все подгруппы, сохраняющие области импримитивности 
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внутри области транзативности, сопряжены и изоморфны. 

Доказательство. Области импримитивности можно представить в ви- 
де элементов, которые переставляются друг с другом. Множество об- 
ластей импримитивности является транзитивным множеством, потому 
что мы их строили на основе транзитивного множества, где все элемен- 
ты можно отображать друг в друга перестановками. Поэтому для обла- 
стей импримитивности, рассматриваемых в качестве элементов, можно 
применять уже доказанные теоремы касательно подгрупп, сохраняю- 
щих элементы области транзитивности. А именно, что эти подгруппы 
сопряжены и изоморфны. Теорема доказана. 

Следствие. Пусть Н. — подгруппа, оставляющая на месте $ Е 5. 
Пусть Н; С К С С. Тогда 5 можно разделить на |С!|: || областей 
импримитивности по ||: |Н.| элементов в каждой. 

Доказательство. В предыдущей теореме мы доказали, что каждой об- 
ласти импримитивности 5; соответствует смежный класс по подгруппе 
К. Следовательно, количество областей импримитивности соответству- 
ет количеству смежных классов по А’. То есть равно |С |: |А|. 

В каждом смежном классе по К содержатся смежные классы по Н.. 
Каждому смежному классу по Н, соответствует один элемент из мно- 
жества 5. Следовательно, количество элементов в области имприми- 
тивности равно количеству смежных классов по Н. внутри смежного 
класса по К. Это число равно индексу группы Н,; внутри К, то есть 
|]: |Н|. Теорема доказана. 


49.14 Примитивная группа 


Определения. 

Примитивная группа — это неимпримитивная группа. (У примитив- 
ной группы область транзитивности допускает либо тривиальное раз- 
биение, состоящее из одной области импримитивности, либо нетриви- 
альное разбиение, состоящее из тривиальных, то есть, одноэлементных 
областей импримитивности.) 

Собственная подгруппа — подгруппа, не совпадающая со всей груп- 
ПОЙ. 
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Максимальная подгруппа — это собственная подгруппа, которая не 
находится ни в какой другой собственной подгруппе. 

Теорема. Пусть группа С транзитивна на множестве 5. Обозначим 
Н.; подгруппу всех перестановок, оставляющих элемент $ Е © на месте. 
Тогда следующие условия эквивалентны: 

а) группа С’ примитивна 

6) Н; — максимальная подгруппа для любого $ Е 5. 

Доказательство. Докажем сначала в одну сторону. Пусть группа С 
примитивна. Допустим, существует немаксимальная подгруппа Н. для 
некоторого $ Е ©. Тогда существует собственная подгруппа А’, строго 
содержащая Н.: 

Н.С А ЕС. 

В параграфе «Соответствие между смежными классами и областя- 
ми импримитивности» доказана теорема о том, что из этих включений 
следует, что левым смежным классам по К соответствуют области им- 
примитивности в ©. Раз подгруппа К не совпадает с С, то количество 
левых смежных классов по К больше одного, и количество областей 
импримитивности больше одной. Так как подгруппа А не совпадает с 
Н., то в каждом левом смежном классе по К находится больше одного 
левого смежного класса, по Н., так что количество элементов в области 
импримитивности больше одного. 

Таким образом, на области транзитивности 5 имеется нетривиальное 
разбиение на нетривиальные области импримитивности. Следователь- 
но, группа С’ импримитивна, хотя мы предполагали, что она примитив- 
на. Допущение о существовании немаксимальной подгруппы Н. приво- 
дит к противоречию. Все группы Н.; для любого $ Е $ максимальны. 

В одну сторону доказано, докажем в другую. 

Пусть Н. — это максимальная подгруппа для любого $ Е 5. Допу- 
стим, что подгруппа С импримитивна. 

В параграфе «Подгруппа, сохраняющая области импримитивности» 
доказаны теоремы о том, что в для нетривиальной области имприми- 
тивности в нетривиальном разбиении существует подгруппа К’, сохра- 
няющая область импримитивности. И при этом 
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Следовательно, подгруппа Н. немаксимальна, хотя мы предполага- 
ли иначе. Допущение импримитивности группы С’ приводит к проти- 
воречию. Поэтому группа С примитивна. В другую сторону доказано. 
Теорема доказана. 


49.15 Дважды транзитивная группа примитивна 


Определение. Группа С’ п-кратно транзитивна на множестве 5, если 
для любых двух упорядоченных подмножеств из п элементов 11,...Тп 
и,..., и Из множества 5 существует такая перестановка из группы 
С, что она переводит первое упорядоченное множество во второе. То 
есть, существует перестановка 


О але у 
Е (дальнейшие символы после ти и у» нас не инте- 
Л -.. т 
ресуют). 


Теорема. Любая дважды транзитивная группа примитивна. 

Доказательство от обратного. Допустим С импримитивна. Возьмём 
нетривиальную область импримитивности 51. Возьмём два элемента, из 
51. Мы можем 2 элемента, отобразить в любые другие 2 элемента, так 
как С’ дважды транзитивна. Отобразим один элемент в 51, а другой 
во вне 51. Получается, что 51 не отображается полностью на себя или 
на другую область, что противоречит определению импримитивности. 
Допущение импримитивности группы С привело к противоречию. По- 
этому дважды транзитивная группа примитивна. Теорема, доказана. 
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ГЛАВА 50 


Только в группе й все подгруппы имеют 
конечный индекс 


50.1 Конечная группа, все подгруппы которой 
циклические, имеет нормальную подгруппу 


Определения. 

Собственная подгруппа — это подгруппа, не совпадающая со всей 
группой. 

Максимальная подгруппа — это собственная подгруппа, которая не 
содержится ни в какой другой собственной подгруппе. 

Лемма. Две разные максимальные подгруппы образуют всю группу. 

Доказательство. Допустим, две разные максимальные подгруппы об- 
разуют собственную подгруппу. Образовать подгруппу означает осуще- 
ствить всевозможные операции с элементами из образующих подгрупп. 
В итоге получается подгруппа. В эту подгруппу входят образующие 
подгруппы. Максимальные подгруппы не могут совпадать с образован- 
ной подгруппой, потому что тогда две максимальные подгруппы будут 
одинаковыми, а мы предполагали их разными. Таким образом, макси- 
мальные подгруппы строго содержатся без совпадения в собственной 
подгруппе. Но максимальные подгруппы по своему определению не мо- 
гут содержаться в собственной подгруппе. Допущение возможности об- 
разовать собственную подгруппу из разных максимальных приводит к 
противоречию с определением максимальности. Значит, максимальные 
подгруппы образуют всю группу. Лемма доказана. 

Напоминание. Центр группы — это множество всех её элементов, ком- 
мутирующих со всеми элементами группы. Центр группы является под- 
группой. 

Теорема. Пусть С — конечная неабелева группа, все собственные под- 
группы которой циклические. Тогда С’ имеет нетривиальную нормаль- 
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Доказательство. 

Лемма. Если две максимальные подгруппы в группе С’ имеют нетри- 
виальное пересечение, то это пересечение находится в центре группы 
С. 

Доказательство. Пусть А и В — максимальные подгруппы. В груп- 
пе С все подгруппы циклические. Циклические группы порождаются 
одним элементом. Пусть а — образующий элемент подгруппы А, аб — 
образующий элемент подгруппы В. Эти два элемента, вместе порожда- 
ют всю подгруппу С, потому что две максимальные подгруппы образу- 
ют всю группу. Пересечение максимальных подгрупп находится внутри 
каждой из этих подгрупп. Каждая циклическая группа абелева, поэто- 
му элементы пересечения коммутируют с образующими циклических 
подгрупп. То есть, элементы пересечения А П В коммутируют саи 
с. Ноаифв — это порождающие группы С, все элементы в С — это 
комбинации произведений элементов а и 6, и их обратных. Поэтому эле- 
менты пересечения АП В, коммутируя с а и 6, коммутируют с любыми 
их комбинациями, а значит, коммутируют с любыми элементами груп- 
пы С. Следовательно, пересечение АП В находится в центре группы 
(т. Лемма доказана. 

Центр группы коммутирует со всеми элементами группы С, и поэто- 
му является нормальной подгруппой. Если группа С’ имеет нетриви- 
альный центр, то мы нашли нетривиальную нормальную подгруппу, и 
теорема выполняется. Следовательно, если любые две разные макси- 
мальные подгруппы в С имеют нетривиальное пересечение, то теорема 
для а выполняется. Остаётся рассмотреть случай, когда все макси- 
мальные подгруппы в С не пересекаются. В дальнейших рассуждениях 
мы подразумеваем именно этот случай. 

Лемма. Если подгруппа имеет индекс 2, то она нормальная. 

Доказательство. Пусть Н — подгруппа индекса 2. Тогда группа С со- 
стоит из двух смежных классов: подгруппа Н и множество остальных 
элементов вне Н (будем называть его внешним смежным классом). И 
в случае правых смежных классов, и в случае левых, внешний смеж- 
ный класс один и состоит из одних и тех же элементов, то есть тех, 
что вне Н. Следовательно, правые и левые смежные классы равны. А 
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раз правые и левые смежные классы по подгруппе Н равны, то Н — 
нормальная подгруппа. Лемма доказана. 

Таким образом, если в С' есть подгруппа индекса 2, то теорема для 
С выполняется. Осталось рассмотреть случай, когда нет подгрупп, ин- 
декс которых равен 2. Дальше мы рассматриваем этот случай (включая 
условие непересечения максимальных подгрупп). 

Напоминание. Нормализатор подгруппы А — это подгруппа всех эле- 
ментов группы С, которые коммутируют с А. Нормализатор А со- 
держит А, потому что подгруппа коммутирует со своими элементами: 
аА = Аа = А, гдеаеЕ А. 

Пусть А — максимальная подгруппа в С. Между максимальной под- 
группой и группой С не может быть ни одной группы (расположение 
между имеется в виду в смысле включения). Так как нормализатор 
группы А содержит А, и А максимальна, то нормализатор либо совпа- 
дает с А, либо совпадет со всей группой С. Если совпадает с группой 
С', то А — нормальная подгруппа (ведь она коммутирует со всеми эле- 
ментами нормализатора, который равен С). В таком случае теорема, 
для а выполняется. Далее рассматриваем случай, когда нормализатор 
совпадет с А. 

Сопряжём подгруппу А с помощью всей группы С. Получится класс 
сопряжённости с представителем А. Количество элементов в этом клас- 
се сопряжённости равно индексу нормализатора. То есть, равно индек- 
су подгруппы А. Обозначим порядок подгруппы |А| = п, а индекс А 
обозначим 71. Соответственно, порядок группы С’ равен тю. 

Сопряжённые подгруппы изоморфны, поэтому имеют одинаковый 
порядок. 

Лемма. Подгруппы, сопряжённые максимальной, максимальны. 

Доказательство. Допустим, что максимальная подгруппа А сопряже- 
на с немаксимальной подгруппой ВБ. Обозначим сопрягающий элемент 
а. Таким образом, 

А=а "Ва. 

Так как В не максимальна, то она содержится в собственной под- 
группе С: 

Вос. 


СВ 


Сопряжём подгруппу С’элементом а, получаем группу а "Са. Груп- 
па а "Са содержит в себе подгруппу а 'Ва = А. Раз подгруппа а "Са 
содержит в себе максимальную подгруппу А, то она должна либо сов- 
падать со всей группой С’, либо совпадать с А. Тогда порядок |а` "Са! 
совпадает с порядком |С|, либо совпадает с порядком |А|. Сопряжение 
не меняет порядка, поэтому 

№ Сас! 

С не совпадает ни с а, нис В, поэтому порядки отличны и от порядка 
|С! |, и от порядка |В| = |А|. Получается, что порядок |С] одновременно 
совпадает и не совпадает с одним из порядков |С| или |А|. Допущение 
немаксимальности подгруппы, сопряжённой с максимальной, приводит 
к противоречию. Следовательно, все подгруппы, сопряжённые макси- 
мальной, максимальны. Лемма доказана. 

Таким образом, мы имеем т, сопряжённых максимальных подгрупп 
порядка 7%. Мы рассматриваем случай, когда максимальные группы 
не пересекаются. Посчитаем количество элементов в этих подгруппах. 
Каждая подгруппа обладает 7% элементами, причём один элемент (еди- 
ница) у них общий. То есть, в каждой подгруппе п — 1 необщий элемент. 
Количество необщих элементов в т подгруппах равно т(п — 1). И ещё 
один общий элемент — единица. Всего элементов во всех рассматрива- 
емых подгруппах равно т(и — 1) +1 = тт — т + 1. 

Сколько в подгруппе осталось элементов, не входящих в это множе- 
ство? Всего в группе С тп элементов. Вычтем из него ти — т - 1 
элементов, останется 7% — 1 элемент. 

При этом мы рассматриваем случай, индекс всех подгрупп больше 
двух. В нашем случае число т означает индекс максимальной подгруп- 
пы, поэтому т > 2. Количество оставшихся элементов т — 1 > 1. 

Лемма. Множество подгрупп, сопряжённых максимальной, содержит 
больше половины всех элементов группы. 

Доказательство. Допустим, что это не так. Множество подгрупп, со- 
пряжённых с максимальной, не болыше половины. Тогда оставшихся 
элементов не меньше половины. Количество оставшихся элементов т — 
1, всего элементов в группе 77. Условие на количество оставшихся эле- 
ментов записывается следующим образом: 
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Умножим обе части неравенства, на 2: 

тт < 2т — 2. 

Прибавим к обеим частям неравенства 2: 

тп 2 < 2т. 

Число п означает количество элементов в максимальной подгруппе. 
Если бы максимальная подгруппа имела бы порядок 1, то вся груп- 
па не имела бы никаких собственных подгрупп, кроме единицы. Такая 
группа может быть только группой простого порядка. Группа просто- 
го порядка абелева, а мы рассматриваем неабелевы группы. Значит, п 
не может быть равен 1, и поэтому 2 < п. Умножим обе части этого 
неравенства на 7% и прибавим двойку, получаем 

т-+2 < тп + 2. 

Так как мы ещё имеем неравенство тт + 2 < 2т, то выполняется 
также неравенство 

т-2 < 2т. 

Очевидно, что число слева строго больше числа справа, и неравен- 
ство неверно. Таким образом, допущение, что множество подгрупп, со- 
пряжённых максимальной содержит не более половины элементов всей 
группы, приводит к неверному неравенству. Значит это множество под- 
групп содержит больше половины всех элементов группы. Лемма до- 
казана. 

Мы установили, что класс сопряжённости, образованный максималь- 
ной подгруппой, занимает большую часть элементов группы. И при 
этом остаётся больше одного элемента в остатке. Из этих элементов 
можно образовать подгруппы, в том числе максимальные. И эти мак- 
симальные подгруппы не должны пересекаться с максимальными полд- 
группами из рассмотренного класса сопряжённости (ведь мы рассмалт- 
риваем случай непересекающихся максимальных подгрупп). Из макси- 
мальной подгруппы в остатке тоже можно образовать класс сопряжён- 
ности, и он тоже займёт большую часть элементов группы. При этом 
разные классы сопряжённости не могут пересекаться. Но мы имеем си- 
туацию, когда каждый класс сопряжённости занимает большую часть 
группы, такие множества не могут не пересекаться. Поэтому предпо- 
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ложение об отсутствии в а нормальных подгрупп приводит к противо- 
речию. В неабелевой группе (С, в которой все подгруппы циклические, 
существует нормальная подгруппа. Теорема доказана. 


50.2 Основная теорема главы 


На, основе статьи 

Ю. Г. Федоров, О бесконечных группах, все нетривиальные подгруп- 
пы которых имеют конечный индекс, УМН, 1951, том 6, выпуск 1(41), 
187-189 

Теорема. Если в бесконечной группе все неединичные подгруппы име- 
ют конечный индекс, то эта группа является бесконечной циклической 
группой. 

Доказательство. Пусть С’ — бесконечная группа, все подгруппы ко- 
торой, отличные от единицы, имеют конечный индекс. 


50.3 Общее исследование подгрупп 


Лемма. Все подгруппы в С’ бесконечны. 

Доказательство. По теореме Лагранжа, порядок группы равен произ- 
ведению порядка подгруппы на её индекс. Порядок группы бесконечен, 
индекс подгруппы конечен. Значит, подгруппа бесконечна. Лемма, до- 
казана. 

Лемма. Любая нетривиальная подгруппа в С обладает свойством: все 
её нетривиальные подгруппы имеют конечный индекс. 

Доказательство. Допустим, что это не так: в какой-то подгруппе А 
есть нетривиальная подгруппа В с бесконечным индексом. То есть, 
факторгруппа А/В бесконечна. Тогда количество смежных классов по 
подгруппе В внутри А бесконечно. Смежные классы по подгруппе В 
внутри А являются смежными классами внутри С. Таким образом, мы 
уже имеем в группе С бесконечное количество смежных классов по под- 
группе В, а значит В имеет бесконечный индекс в С, чего в группе С 
не может быть по условию теоремы. Допущение наличия в некоторой 
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подгруппе А подгруппы В с бесконечным индексом приводит к проти- 
воречию с условием теоремы. Значит, не бывает таких подгрупп. Лемма 
доказана. 

Определение. Условие максимальности для подгрупи означает, что 
любая возрастающая цепочка, подгрупи обрывается, то есть, не может 
бесконечно возрастать. 

Лемма. В группе С выполняется условие максимальности для под- 
групп. 

Доказательство. Будем строить возрастающую цепочку подгрупп. 
При добавлении новой подгруппы в цепочке, её индекс уменьшается. Но 
индекс конечен и не может бесконечно уменьшаться. А значит, цепочка 
не может бесконечно возрастать. Лемма доказана. 

Лемма. Группа с условием максимальности для подгрупп имеет ко- 
нечное число образующих. 

Доказательство. Допустим, что это не так. То есть, некоторая груп- 
па с условием максимальности не может иметь конечное множество 
образующих, любое множество образующих бесконечно. Возьмём один 
образующий, построим на основе него циклическую подгруппу. Доба- 
вим второй образующий, получим группу больше предыдущей. Каж- 
дый раз, добавляя новый образующий, группа возрастает. Если за ко- 
нечное число шагов мы придём ко всей группе, то это будет означать, 
что существует конечное множество образующих. Так как мы допусти- 
ли, что такого множества, нет, значит цепочка подгрупи будет беско- 
нечно возрастать без обрыва. То есть, мы нашли необрывающуюся воз- 
растающую цепочку, что противоречит условию максимальности для 
подгрупп. Допущение отсутствия конечного числа образующих приво- 
дит к противоречию с условием максимальности для подгрупп. Значит, 
если есть условие максимальности, то есть конечное число образующих. 
Лемма доказана. 

Следствие. Группа С’ имеет конечное число образующих. 

Лемма. Пусть подгруппы А и В не пересекаются. Тогда в смежном 
классе по А содержится не более одного элемента из В. 

Доказательство. Будем рассматривать случай правых смежных клас- 
сов. Случай левых симметричен. Допустим, что лемма, неверна: в неко- 
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тором смежном классе по А есть два разных элемента из подгруппы В. 
Обозначим их 61 и 65. Так как они в одном смежном классе по А, то 

НА =ЬА. 

Умножим обе части равенства, на 65 1 слева. Получаем: 

65 1 А = А. 

Это означает, что элемент 65 161 находится в смежном классе, являю- 
щемся единицей факторгруппы С’/А, то есть, содержится в подгруппе 
А: 

1 Е А. 

И вто же время 65 "61 Е В, а значит, 5 "6! принадлежит пересечению 
Аи В: 

51 Е АПВ. 

По условию леммы подгруппы А и В не пересекаются, что означает, 
что в их пересечении содержится лишь единица. Отсюда элемент 65 10: 
равен единице: 

1 — Е. 

Умножим обе части этого равенства на 65 слева, получаем 

1 = 65, 

хотя мы предполагали, что элементы 61 и 6> разные. Допущение о 
нарушении леммы приводит к противоречию. Следовательно, лемма 
выполняется. Лемма доказана. 

Лемма. Пусть подгруппы А и В не пересекаются, и подгруппа В 
бесконечна, тогда индекс подгруппы А бесконечен. 

Доказательство. В каждом смежном классе по А содержится не бо- 
лее одного элемента из В. Но элементов в В бесконечное количество, 
и каждый находится в каком-то смежном классе по А. Значит, этих 
смежных классов бесконечное количество. То есть, индекс подгруппы 
А бесконечен. Лемма доказана. 

Лемма. Все нетривиальные подгруппы в С пересекаются друг с дру- 
гом (их пересечение содержит не только единицу). 

Доказательство. Допустим, что это не так: в а есть две подгруппы, 
не пересекающиеся друг с другом. Мы установили, что все подгруп- 
пы в С бесконечны. Кроме того, если одна из непересекающихся полд- 
групп бесконечна, то другая имеет бесконечный индекс. Следовательно, 
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мы обнаружили в группе С подгруппу с бесконечным индексом. Таких 
подгрупп в С быть не может. Допущение наличия непересекающихся 
подгрупп привело к противоречию с условием теоремы о конечности 
индексов. Значит, все подгруппы в С пересекаются. Лемма доказана. 


50.4 Исследование абелевых подгрупп 


Лемма. Внутри С не может содержаться прямой суммы абелевых полд- 
групп. 

Доказательство. У прямой суммы есть свойство, что прямые слагае- 
мые не пересекаются друг с другом. Прямые слагаемые — это подгруп- 
пы. Так как в группе С не может быть непересекающихся подгрупп, то 
в ней не может содержаться прямой суммы абелевых подгрупп. Лемма 
доказана. 

Напомним теорему из теории абелевых групп: конечно порождённая 
абелева, группа, является прямой суммой конечного числа циклических 
групп. 

Лемма. Если группа С абелева, то она является бесконечной цикли- 
ческой. 

Доказательство. Группа С' имеет конечное число образующих (конеч- 
но порождённая). Значит, она является прямой суммой конечного числа, 
циклических групп. Но в группе С не может содержаться прямой сум- 
мы абелевых групп. Возможен только случай, когда группа является 
бесконечной циклической группой. Лемма, доказана. 

Лемма. Любая абелева подгруппа в С является бесконечной цикли- 
ческой группой. 

Доказательство. Любая подгруппа в С удовлевторяет условию ко- 
нечности индексов всех подгрупп, так же, как и сама С. Значит, для 
подгруппы выполняется правило, что если она абелева, то является 
бесконечной циклической группой. Лемма, доказана. 
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50.5 Исследование центра 


Определение. Центр группы С’ — это множество всех элементов, ком- 
мутирующих со всеми элементами группы. 

Лемма. Если группа С имеет нетривиальный центр, то он является 
бесконечной циклической группой. 

Доказательство. Центр С’ — это абелева, подгруппа, а значит является 
бесконечной циклической. Лемма доказана. 

Лемма. Любая абелева нормальная подгруппа в С лежит в центре С. 

Доказательство. Пусть М — абелева нормальная подгруппа в (х. Так 
как Л абелева, то является бесконечной циклической группой. Цик- 
лическая группа, может быть образована одним элементом. Обозначим 
такой элемент для группы М буквой а: 

Ма 

Докажем, что любой элемент д Е С коммутирует с элементом а. Рас- 
смотрим внутренний автоморфизм группы С’, полученный сопряжени- 
ем по элементу д, то есть, С -} 9 'С9. Этот автоморфизм преобразует 
подгруппу М: № > 9 'М№9. Так как подгруппа М№ нормальна по усло- 
вию леммы, то её сопряжение даёт её саму: 

9 (№9 = М. 

То есть, № $ 9 'М№ 4 — автоморфизм. Автоморфизм должен пере- 
вести образующий элемент а в какой-то другой образующий элемент. 
Образовать всю группу (а) могут только элементы а и а". 

Если автоморфизм переводит а -} а, то он не меняет подгруппу №, 
а значит, элемент д коммутирует с каждым элементом в ней. То есть, 
№ содержится в центре и лемма выполняется. 

Расмотрим случай, когда а $ а '. Здесь д не коммутирует с элемен- 
том а: 

9 ад о 

В группе С’ пересечение двух произвольных циклических подгрупп 
всегда отлично от единицы. Из любых двух элементов 6 и с из С мы 
можем образовать циклические подгруппы (6) и (с). Так как среди их 
элементов есть совпадающие, то существуют такие целые числа К и [, 
что &^ = с. Беря в качестве 6 и с соответственно элементы ди а, мы 
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получим такие числа К и [, что 9% =а.. 


1 в степень 1. При возве- 


Возведём обе части равенства 9 'а9 = а 
дении выражения 9 'а9 в степень [ получается элемент 0. Такое 


происходит, потому что сокращаются части формулы с 9` 19, например 


реа 
в9 а99 а4. 
В итоге, после возведения в степень [, получаем 
да = а 


Теперь воспользуемся тождеством д“ = а": 


а'=9 169=9 99 = =а, 

те а '=а! и, следовательно, а?' = 1. Мы обнаружили элемент ко- 
нечного порядка. Элемент конечного порядка образует конечную под- 
группу, а в С все подгруппы должны быть бесконечными. Случай, ко- 
гда автоморфизм 9`'М№ 4 отображает элемент а ва ' приводит к про- 
тиворечию. Значит, такого случая не бывает. Возможен только случай 
тождественного автоморфизма, который мы рассмотрели ранее, и он 
подтверждает лемму. Лемма доказана. 

Напоминание теорем. 

Если подгруппа в факторгруппе нормальна, то её полный прообраз 
во всей группе нормален. 

Конечная абелева группа разлагается на прямую сумму циклических 
групп. 

Лемма. Пусть подгруппа № является центром в С. Пусть фактор- 
группа С'/М№ абелева. Тогда С'/М№М — тривиальная группа (единица), а 
(ЕМУ, 

Доказательство. Так как М — центр, то это нормальная подгруппа. 
Любая подгруппа в С имеет конечный индекс. Значит, факторгруппа 
С'/М конечна. И при этом, по условию леммы, она абелева. А значит, 
разлагается на прямую сумму циклических групп. Пусть 

а/№М=ВФВ.Ф...Ф В+; 


где каждая В; — циклическая группа. В абелевой группе все подгруп- 





пы нормальны. Рассмотрим полный прообраз В\ группы В\1 в группе 
С. Раз подгруппа В! нормальна в факторгруппе, то группа В! — нор- 
мальная подгруппа, группы (с. 

Подлемма. В1 — абелева группа. 
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Доказательство. По определению, элементы центра Л коммутируют 
со всеми элементами группы С, в том числе с элементами подгруппы 
Б1. Значит, подгруппа М находится в центре подгруппы Б1. Ранее мы 
доказали, что в С нетривиальный центр является бесконечной цикли- 
ческой группой. 

Факторгруппа В1/ЛМ — конечная циклическая группа. Раз фактор- 
группа циклическая, значит у неё есть образующий элемент. Обозначим 
его а. Все остальные элементы факторгруппы В: /М являются степенью 
элемента а. Любой элемент факторгруппы В1/М№ является смежным 
классом в Б1 по подгруппе М. 

Возьмём произвольный элемент 6 из группы ВБ1: 

БЕ Б:. 

Он лежит в некотором смежном классе а 

реа. 

Пусть а — представитель смежного класса а: 


ма 
|. 


К. 


Тогда а“ — представитель смежного класса а^: 

=а №. 

Весь смежный класс а^ равен а“М№. То есть, произвольный элемент 
Беа^ равен а*с, гдесЕ М: 

= ас, гесЕ М. 

Теперь возьмём два произвольных элемента 61 и 6> из В1: 

Ь, Е В.. 

Они представляются так: 

| — айс, Ь. — аГсо. 

Элементы с1 и с› коммутируют со всеми элементами, так как они 


тоже друг с другом коммутируют. По- 


принадлежат центру №. а^ иа 
лучается, что в этих двух элементах коммутируют все составляющие. А 
значит, и эти два элемента коммутируют друг с другом. Но мы их вы- 
бирали произвольными, следовательно, группа В: абелева. Подлемма 
доказана. 

Таким образом, группа В: является абелевой нормальной подгруп- 
пой группы С. В лемме выше мы доказали, что всякая абелева, нор- 


мальная подгруппа лежит в центре группы С’. Значит, В; лежит в 
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центре. И одновременно с этим центр лежит в Б1. Поэтому они сов- 
падают: В: = №. Следовательно, В: = В1/М№ = {2}. Такие рассужде- 
ния можно провести для каждого прямого слагаемого из разложения 





С/М = ВФ В.Ф... Ф В». Все прямые слагаемые в этом разложении 
равны единице, а следом и сама факторгруппа С'/М равна единице. (1 
совпадает с ЛХ. Лемма доказана. 


250.6 Завершение доказательства 


Лемма. Если теорема верна для двух образующих, то она верна для 
любого количества образующих. 

Доказательство. Пусть любая группа с двумя образующими, удовле- 
творяющая условию теоремы, является бесконечной циклической груп- 
ПОЙ. 

Пусть в группе С п образующих. Возьмём любые два из них и постро- 
им на их основе подгруппу. Любая подгруппа в С’ удовлетворяет усло- 
вию теоремы (индексы всех подгрупп конечны). Значит, подгруппа с 
двумя образующими является бесконечной циклической группой. Цик- 
лическую группу можно построить из одного образующего. Поэтому мы 
можем заменить два образующих одним. После замены мы получили 
систему образующих в С, состоящую из п — 1 элементов. Таким обра- 
зом, мы показали, что количество образующих в С’ можно уменьшить. 
Процедуру можно повторять, пока не сведём количество образующих 
к единице. В итоге С’ — это бесконечная группа с одним образующим, 
а значит, бесконечная циклическая группа. Лемма доказана. 

Пусть группа С’ обладает двумя образующими: 

С! = {а, 6}. 

Из элементов а и 6 можно составить циклические подгруппы (а) и 
(6). Так как все подгруппы в С пересекаются, то у подгрупп (а) и (6 
есть общий элемент 

ВЕЧЕ В. 

Так как элемент с лежит одновременно в подгруппах (а) и (5), и 
эти подгруппы коммутативны, то с коммутирует со всеми элементами 


групп (а) и (5), в том числе с образующими а и 6. Раз с коммутирует 
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с образующими группы С’, то он коммутирует и со всеми их комбина- 
циями, а значит и со всеми элементами в С. Таким образом, элемент 
с лежит в центре группы С. Элемент с = а^ = отличен от единицы, 
значит центр отличен от единицы. 

Обозначим // бесконечную циклическую подгруппу, лежащую в цен- 
тре. (Можно было бы приписать обозначение Й для центра группы, 
но если так сделать, дальнейшее доказательство не удаётся провести. 
Проблема, возникает в том, что любая абелева факторгруппа, по центру 
тривиальна — это слишком жёсткое свойство, которое не даёт прове- 
сти дальнейшее доказательство. Поэтому нужно утверждать, что Й яв- 
ляется бесконечной циклической группой в центре, которая может не 
совпадать с центром.) 

Индекс любой подгруппы в С’ конечен по условию теоремы. В том 
числе конечен у подгруппы #. Обозначим индекс Д буквой т. При 
т = 1 теорема верна ввиду того, что подгруппа, с единичным индек- 
сом совпадает с самой группой (при этом центр является бесконечной 
циклической группой). Далее проведём доказательство индукцией по 
т. 

Пусть теорема верна для групп, у которых индекс центра меньше т. 
Докажем теорему для индекса, т. 

Рассмотрим фактор-группу С'/Й — конечную группу порядка т: 

СЕ 

Возьмём нетривиальную подгруппу Н группы С'/Й и рассмотрим её 
полный прообраз Н в группе С. Группа Н содержит Й, и при этом 
Н меньше (С, поэтому индекс центра у группы Н меньше т, следова- 
тельно, по предположению индукции, Н — бесконечная циклическая 
группа, а значит Н = Н/Ё — конечная циклическая группа. 

Таким образом, факторгруппа С/Й является конечной группой, все 
собственные подгруппы которой циклические. А полные прообразы этих 
подгрупи являются бесконечными циклическими группами. 

Факторгруппа может быть абелевой и неабелевой. Рассмотрим слу- 
чай абелевой факторгруппы. Подгруппа { лежит в центре С. Если 
центр не совпадает со всей группой С’, то он обладает нетривиальной 
абелевой факторгруппой, а такая факторгруппа, как мы доказали вы- 
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ше, может быть только тривиальной. Значит центр совпадает со всей 
группой Ст, и группа, С' является, как и центр, бесконечной циклической 
группой. В этом случае теорема выполняется. Осталось рассмотреть 
случай неабелевой факторгруппы. 

До этого мы доказали, что неабелева, конечная группа, все подгруппы 
которой циклические, имеет нетривиальную собственную нормальную 
подгруппу. 

Обозначения. 

№ — нетривиальная собственная нормальная подгруппа в (2/7. 

№ — полный прообраз М. 

Раз № в факторгруппе является нормальной подгруппой, то и М яв- 
ляется нормальной подгруппой в С. И при этом М является бесконеч- 
ной циклической группой. До этого мы доказали лемму, что абелева 
нормальная подгруппа группы С’ лежит в её центре. Значит, М лежит 
в центре группы. М является бесконечной циклической группой, лежа- 
щей в центре группы С. При этом факторгруппа С'/М имеет порядок 
меньше 7%, следовательно, для данного случая выполняется предполо- 
жение индукции, и группа С является бесконечной циклической. Прав- 
да, факторгруппа по ( в этом случае окажется всё же абелевой, хотя 
мы предполагали неабелеву. Так что случай неабелевой факторгруппы 
противоречив и остаётся случай абелевой, для которого теорема, выпол- 
няется. 

Мы доказали, что если теорема выполняется для факторгрупи по- 
рядка < т, то она выполняется для 71. Значит, теорема, выполняется 
для всех т. 

Мы доказали теорему для группы С с двумя образующими. Выше мы 
доказали лемму, что доказательства этого случая достаточно, чтобы 
считать теорему доказанной для всех случаев. Теорема, доказана. 
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50.7 Нетривиальные группы без кручения не могут 
иметь элементов с конечным индексом 


Следствие. Пусть в группе С все элементы имеют бесконечный порядок. 
Тогда если хотя бы одна её циклическая подгруппа имеет конечный 
индекс, то группа С’ — бесконечная циклическая группа. 

Доказательство. Пусть Н — циклическая подгруппа с конечным ин- 
дексом в группе С. 

Лемма. Н пересекается со всеми циклическими подгруппами в С. 

Доказательство. Допустим, что существует циклическая подгруппа 
(а), которая не пересекается с Н. Так как неединичные элементы груп- 
пы (а) не лежат в Н, то они лежат в смежных классах по Н. Все 
элементы в С имеют бесконечный порядок, поэтому неединичных эле- 
ментов в (а) бесконечное число. А смежных классов по Н конечное 
число. Значит, в некотором смежном классе по Н содержатся хотя бы 
два разных элемента из подгруппы (а). Обозначим эти элементы а^ и 
а’. Так как они принадлежат одному смежному классу, то 

а^Н=аН. 

Умножим обе части этого равенства на а слева: 

НН. 


Получается, что элемент а (*^ 


принадлежит смежному классу, сов- 
падающему с подгруппой Н: 

а тен. 

То есть, элемент а 
а" Е НП (а). 
В этом пересечении находится только единица, значит а 


К = [. Элементы а^ и а’ совпадают, хотя мы их определяли как раз- 


ЧЕ лежит в пересечении Н П (а): 





=— 


ЕЕ 


ные. Допущение существования непересекающейся с Н циклической 
подгруппы приводит к противоречию. Следовательно, подгруппа Н пе- 
ресекается со всеми циклическими подгруппами в С. Лемма доказана. 

Пусть Н' — подгруппа в Н: 

РН. 

Любая подгруппа в бесконечной циклической группе имеет конечный 
индекс. Поэтому Н’ имеет конечный индекс внутри Н. 
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Лемма. Н’ имеет конечный индекс в (9. 

Доказательство. Произвольный смежный класс в Н по Н'’ имеет вид 
йН', где РЕ Н. Разных смежных классов в Н по Н' конечное число. 

Произвольный смежный класс в С по Н имеет вид 9Н. Разных смеж- 
ных классов в С по Н конечное число. 

Произвольный смежный класс 9Н по подгруппе Н состоит из конеч- 
ного числа смежных классов 9 Н' по подгруппе Н’. Таким образом, 
мы имеем конечное число смежных классов по Н, каждый из которых 
состоит из конечного числа смежных классов по Н’. Следовательно, 
общее количество смежных классов по Н’ конечно. Количество смеж- 
ных классов — это индекс подгруппы. Значит, индекс подгруппы Н” 
конечен. Лемма доказана. 

Лемма. Любая циклическая подгруппа в С содержит подгруппу, име- 
ющую конечный индекс в (7. 

Доказательство. Любая подгруппа в Н имеет конечный индекс в С. 
Любая циклическая подгруппа в а пересекается с Н. Пересечение полд- 
групп — это подгруппа, которая принадлежит обоим членам пересе- 
чения. То есть, некоторая подгруппа из Н принадлежит произвольно 
выбранной циклической подгруппе из С. Так как любая подгруппа, в 
Н имеет конечный индекс в С, то любая циклическая подгруппа, в С 
содержит подгруппу с конечным индексом в С. Лемма доказана. 

Лемма. Любая циклическая подгруппа в С имеет конечный индекс в 
а. 

Доказательство. Пусть А — циклическая подгруппа, В — её подгруп- 
па с конечным индеком в (1: 

ВСАСС. 

Смежные классы по В содержатся во всех смежных классах по А 
(потому что из В С А следует 9В С 9А, для любого 9 Е С). Если 
бы подгруппа А имела бесконечный индекс, то подгруппа В, имея в 
каждом смежном классе по А свои смежные классы, тоже имела бы 
бесконечное число смежных классов. И у В был бы бесконечный индекс. 
Но у В конечный индекс, а значит А не может иметь бесконечный 
индекс. Лемма доказана. 

Лемма. Любая нетривиальная подгруппа в С" имеет конечный индекс. 
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Доказательство. Любая нетривиальная подгруппа содержит в себе 
циклическую подгруппу. Так как у циклической подгруппы конечный 
индекс, то и любой нетривиальной подгруппы индекс конечен по тем 
же соображениям, что и в прошлой лемме. Лемма доказана. 

Так как в группе С любая нетривиальная подгруппа имеет конеч- 
ный индекс, то С’ удовлетворяет условию теоремы и поэтому является 
бесконечной циклической группой. Следствие доказано. 
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ГЛАВА 51 


Поэлементное возведение классов 
сопряженности в степень 


51.1 Поэлементное возведение класса 
сопряженности в степень дает класс 
сопряженности 


Теорема. Пусть С = {с}‹ес — класс сопряжённости в группе С. Тогда 
{с'}‹ес тоже класс сопряжённости в С. 

Доказательство. Все элементы в классе сопряжённости С являются 

сопряжениями элемента с. То есть, 
а! 

С = {9 с9 веб. 

В соответствии с этим мы можем переписать выражение для множе- 
ства {с"}сес на выражение 

п НИЕ ==] п 

{сес = {(9 69)" веса. 

В вводной главе мы доказали формулу 

=! Пей 

(97° с9)"=9 ©. 

В соответствии с этой формулой 

п = =] 0 

{сес = 49 с'9 ев. 

Выражение {9 'с"9}ес является классом сопряжённости, получен- 
ным сопряжением элемента с" всеми элементами из (С. Следовательно, 
множество {с”} ес является классом сопряжённости. 

Получается, что поэлементное возведение в степень произвольного 
класса сопряжённости даёт класс сопряжённости. Теорема, доказана. 


21.2 Возведение в степень — отображение между 
классами сопряженности 
Теорема. Поэлементное возведение классов сопряжённости в степень 


является отображением на множестве классов сопряженности. 


897 


Доказательство. Определим соответствие |», между классами сопря- 
жённости. Пусть С’ — класс сопряжённости. },(С’) — это класс сопря- 
жённости, полученный из С с помощью возведения всех его элементов 
в степень п. 'Таким образом, соответствие [, устанавливается между 
множеством классов сопряжённости и им же самим. Докажем свойства 
отображения для соответствия [». 

1) Задействованность всего множества классов сопряжённости в со- 
ответствии (в качестве отображаемого множества). Элементы любого 
класса сопряжённости можно возвести в любую степень. Поэтому лю- 
бой класс сопряжённости участвует в соответствии }». 

2) Однозначность соответствия. В параграфе «Поэлементное возведе- 
ние класса сопряженности в степень даёт класс сопряженности» дока- 
зана соответствующая названию теорема. Обратим внимание на, то, что 
получается один класс сопряжённости. Следовательно, соответствие }» 
однозначно. 

Все свойства отображения для соответствия |, доказаны, а значит 
|» является отображением. Теорема доказана. 


51.3 Множество решений уравнения 5” Е С, где С 
— класс сопряжённости, является 
объединением классов сопряжённости 


Теорема. Множество решений уравнения 1" Е С, где С — класс сопря- 
жённости, является объединением классов сопряжённости. 

Доказательство. Возьмём в множестве решений уравнения д” Е С 
произвольный элемент а. Любой элемент группы находится в некото- 
ром классе сопряжённости, элемент а не исключение. Обозначим класс 
сопряжённости, в который входит элемент а, символом С”. 

В параграфе «Поэлементное возведение класса сопряжённости в сте- 
пень даёт класс сопряжённости» доказана, теорема, соответствующая 
названию. В нашем случае поэлементное возведение класса, сопряжён- 
ности С” в степень й даёт некоторый один класс сопряжённости. 
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Элемент а принадлежит классу сопряжённости С". Возведение эле- 
мента, а в степень 7% даёт элемент из класса сопряжённости (7: 

а’ЕС. 

Раз возведение в степень 7 одного элемента из класса сопряжённости 
С" переводит его в класс сопряжённости С’, значит весь класс сопря- 
жённости С" отображается в класс сопряжённости С’ при поэлементном 
возведении в степень 7%. То есть, если возводить любой элемент клас- 
са сопряжённости С” в степень п, то результат будет принадлежать 
С. Получается, что все элементы класса сопряжённости С” являются 
корнями уравнения 1” Е С. 

Обозначения. 

С объединение всех классов сопряжённости, элементы которых 
являются корнями уравнения 1” Е С. 

2 — множество корней уравнения 1" Е С. 

Так как все классы сопряжённости в объединении ВС: находятся 
в множестве корней /), то само объединение находится внутри О: 

Вар 

Мы установили, что любой корень уравнения 5" Е С находится внут- 
ри класса сопряжённости, который целиком находится в множестве 
корней уравнения 1" Е С. Значит, любой элемент из множества корней 
О находится в объединении классов сопряжённости Вто Следова- 
тельно, все элементы из /[) находятся внутри объединения ОЕ что 
означает включение 

Е 

Из противоположных включений 

ВиО. С 9 И УВ < ЕО 

следует равенство 

в Т@: — 19) 

Это равенство означает, что множество корней уравнения 1” Е С 
является объединением классов сопряжённости. Теорема доказана. 
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51.4 Уравнения 2" = д Е С разбивают С на 
непересекающиеся множества 


Теорема. Множества, корней уравнений 1" = дит" = о, где 491 * 42, 
не пересекаются. 

Доказательство. Допустим, теорема неверна: множества корней урав- 
нений т" = д ит" = 92 пересекаются. Возьмём из пересечения элемент 
а. Этот элемент принадлежит как множеству корней уравнения 1” = д1, 
так и множеству корней уравнения 1” = 42. То есть, элемент а является 
корнем уравнений т" = дих" = 42: 

ай =, а” = $. 

Но в таком случае 

др=@" =95, 

хотя в условии теоремы указано, что 91 = 92. Допущение возможно- 
сти пересечения множеств корней разных уравнений 1" = дит" = $2 
приводит к противоречию. Следовательно, множества корней уравне- 
НИЙ 1" = д ит" = 42 не пересекаются. Теорема доказана. 

Теорема. Семейство множеств корней уравнений вида 1" =9ЕС (п 
фиксировано) покрывает группу С' непересекающимися подмножества- 
МИ. 

Доказательство. Каждый элемент а группы С можно возвести в сте- 
пень 7 и получить некоторый элемент д: 

а 

Получается, что произвольный элемент а © С является корнем неко- 
торого уравнения 1" = 9Е С. То есть, все элементы группы С’ находят- 
ся в соответствующих множествах корней уравнений вида 1" =9Е С. 
Это значит, что семейство множеств корней уравнений вида 1" =9ЕС 
покрывает всю группу С. При этом в предыдущей теореме мы устано- 
вили, что эти множества, не пересекаются. В итоге семейство множеств 
корней уравнений вида т” = 4 Е С (п фиксировано) покрывает группу 
С непересекающимися подмножествами. Теорема доказана. 
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51.5 Множества корней уравнений вида 5" = СЕ С, 
где С — класс сопряжённости, сопряжены и 
равномощны 


Теорема. Пусть 


С — группа, 
С — класс сопряжённости, 
с, 2 ЕС, 


А — множество корней уравнения т" = с1. 

В — множество корней уравнения 1" = со. 

Тогда множества Аи В сопряжены и равномощны. 

Доказательство. Все элементы в одном классе сопряжённости сопря- 
жены друг с другом. Элементы с1 и с› лежат в одном классе сопряжён- 
ности С”, поэтому 

9 ‘@д=< 

для некоторого элемента д Е @. Сопряжём обе части уравнения 1” = 
с1 элементом д: 

9 1"9=9 '<19 = ©. 

Во введении доказана формула 

9 '1'9= (9 '19)". 

Таким образом, уравнение т” = с1 при сопряжении элементом д пе- 
реходит в уравнение 

(9 ‘29 = ©. 

Получается, если а является корнем уравнения 1” = с1, то 9 'а9 
является корнем уравнения 5” = со. То есть, сопряжение корней урав- 
нения т” = с1 является корнями уравнения т" = с2. Другими словами, 
сопряжение всех элементов из множества А даёт элементы из В: 

9 'Адс В. 

Докажем обратное включение В С д "Ад. 

Выше мы установили равенство 9`1с19 = 62. Домножим обе части 
равенства на д слева и на 9`' справа, получаем 

с: = 9629". 

То есть, если сопрячь элемент с› элементом 9`\, то мы получим эле- 
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мент ст. 
Возьмём в множестве В произвольный элемент 6. Этот элемент удо- 
влетворяет уравнению 1" = со: 
а Со. 
Сопряжём обе части этого равенства элементом 9": 
90"9' = 9629" = с. 


В вводной главе мы доказали равенство (и! 


1 


си)" = и `с’и. В нашем 


случае это равенство выглядит следующим образом: 

(969 ")" = 969". 

Равенство 6” = с2 при сопряжении переходит в равенство 

[960 С 

То есть, элемент 969" удовлетворяет уравнению 1” = с1, а значит 
принадлежит множеству Д: 

969 "Е А. 

Раз сопряжение 964`' произвольного элемента 6 из множества В при- 
надлежит множеству А, значит сопряжение всех элементов множества 
В принадлежит множеству А, что означает включение 

9В9' СА. 

Умножим обе части включения на элемент 9`' слева и на элемент 9 
справа, получаем 

ВО: 

Из противоположных включений 

9 '4А9С В, ВС9'Ад 

следует равенство 

ОВ. 

Значит, множества корней уравнений т” = сит" = с2 сопряжены 
друг с другом. В параграфе «Сопряжение является изоморфизмом» до- 
казано следствие о том, что сопряжённые множества, равномощны. Раз 
множества Аи В сопряжены, значит они имеют одинаковое количество 
элементов: 

= В. 

Теорема доказана. 

Теорема. Пусть 

С — группа 


902 


С’ — класс сопряжённости 

С — класс сопряжённости, полученный возведением всех элементов 
класса сопряжённости С’ в степень п: 

С = {нес 

А. — множество корней уравнения 1” = СЕ С внутри класса сопря- 
жённости С". 

Тогда множества { Ас} сес 

1) не пересекаются, 

2) имеют одинаковую мощность, 

3) покрывают весь класс сопряжённости С”. 

Доказательство. 1) В предыдущей теореме доказано, что множество 
корней уравнений 1” = с для разных элементов с не пересекаются. То 
есть, общих корней для разных элементов с нет. Множества {Ас} сес 
определены как корни уравнений 5” = с Е С внутри класса, сопря- 
жённости С". Раз общих корней для разных элементов с нет, значит 
множества { Ас }ссс не пересекаются. 

2) Возьмём в семействе { А сес два произвольных множества А’ и 
А‹.. Докажем для них равенство мощностей. 

Эти множества являются множествами корней уравнений 1” = си 
х” = с2 внутри класса сопряжённости С". В теореме выше доказано, что 
множества, корней уравнений 1” = сти 1" = с› сопряжены. Обозначим 
элемент, сопрягающий эти множества, буквой д. 

Сопряжение элементов в классе сопряжённости даёт элементы из это- 
го же класса сопряжённости, не выводит за его пределы. Множества Ас. 
и А., находятся внутри класса сопряжённости С". Следовательно, их 
сопряжение не выводит за пределы С”. Сопряжение множества корней 
Ас, элементом д даёт корни уравнения х” = со, находящиеся в классе 
сопряжённости С", то есть эти корни находятся в множестве А..: 

АА 

Аналогично обратное сопряжение отображает А., в Аз: 

ОА Зе 

Умножим обе части этого включения на 91 слева и на д справа, 


получаем 
Аз е 9 'Асд. 
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Из противоположных включений 
= 1 

9 Ас:9 д И И Е 9 А а9 

следует равенство 
—1 __ 

9 Ас9 = Ао. 

Таким образом, множества А и А., сопряжены друг с другом, а 
значит находятся во взаимно однозначном соответствии и имеют оди- 
наковую мошность: 

| Аа =; |А-.]. 

Мы выбирали элементы с1 и с2 произвольно из множества, С’, значит, 
все множества { Ас }‹ес имеют одинаковую мощность. 

3) Возведение любого элемента из класса сопряжённости С" в степень 
п, даёт элемент из класса сопряжённости С’. То есть, каждый элемент 
из С” удовлетворяет некоторому уравнению 5” = СЕ С и поэтому при- 
надлежит соответствующему множеству Ах. Следовательно, множества 
{ Ассес корней уравнений 1” = с Е С покрывают весь класс сопряжён- 
ности С”. 

Мы доказали все три утверждения теоремы. Получается, что класс 
сопряжённости С” покрыт непересекающимися множествами одинако- 
вой мощности. Теорема доказана. 


51.6 Свойства наибольшего общего делителя (т, п) 


Обозначение. (7,7%) — наибольший общий делитель чисел т и п. 
Теорема. Число (т, п) делит число (кт, п). 
Доказательство. Раз число (т, п) делит число т, то оно делит число 
Кт тоже. Получается, что число (т, п) является делителем чисел кт 
и п, а значит, является общим делителем чисел Кт и п. Наибольший 





общий делитель должен содержать в себе любые другие общие делите- 





ли. То есть, любой общий делитель делит наибольший общий делитель. 
Так как число (т, п) является общим делителем чисел Ат и п, то (т, п) 
делит наибольший общий делитель (кт, п). Теорема, доказана. 
Формула. К: (т, п) = (Кт, Кп). 
Доказательство. Обозначим наиболыший общий делитель буквой 4: 
ИИ ЕО. 
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Число Ц делит оба числа т и п, поэтому мы можем их представить 
в виде 

т = па п= та. 

Так как 4 — наибольший общий делитель, то общих делителей у чисел 
ти и п нет: 

(тл, пт) Ее 

Умножим оба числа т и п на число К: 

кт = пика, кп = т АА. 

Очевидно, число Ка является общим делителем чисел т и п. А так 
как у чисел ти и ти общих делителей нет, то число Ка является наи- 
большим общим делителем чисел Ат и Кп: 

(кт, къ) = Ка. 

Заменим букву 4 на выражение (71, %), получаем 

(кт, къ) = К(т, п). 


Это и есть та формула, которую следовало доказать. Формула дока- 





зана. 

Теорема. Пусть числа т и п не имеют общих делителей: 

= [1 

Тогда, (п, К) = (1, К) (п, К). 

Доказательство. Обозначим 4 = (тт, К). Разложим число 4 на про- 
стые множители: 

И р. НЕО 

У чисел т и п нет общих делителей. Поэтому если какое-то простое 
число р делит т, то оно не делит п. Отсюда некоторые простые числа из 
разложения делят только 7, а некоторые простые числа делят только 
п. И все из них делят К. Выпишем из данного разложения отдельно 
произведения всех множителей, которые делят т, и которые делят п: 

а = р. ы р ЕЕ р ыы р 

Их общее произведение содержит все множители разложения (1: 

анал-= а. 

Чи делит как т, таки К. При этом 4» содержит все множители, кото- 
рые делят как число 7%, так и число К. То есть, 4» является наибольшим 


общим делителем чисел т и К: 


и) 
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Аналогично 4», = (п, К). 

оао 

В итоге мы получили равенство (тп,^) = (т,К)(п,К), которое и 
нужно было доказать. Теорема, доказана. 

Теорема. Пусть числа т и п не имеют общих делителей: 

[ЕТ 

Тогда, ((т, К)п, К) = (т, К)(п, К) = (тт, К). 

Доказательство. Число т не имеет общих делителей с числом п. Зна- 
чит, если мы возьмём делитель числа т, то он тоже не будет иметь 
общих делителей с числом 7%. Число (т, К) является делителем числа 
т, следовательно, число (т, К) не имеет общих делителей с числом п. 
В предыдущей теореме мы доказали, что в таком случае выполняется 
равенство 

((т, К)п, К) = ((т, К), К) (п, К). 

Число (т,^) является делителем числа А, поэтому наибольший об- 
щий делитель чисел (т, К) и К равен числу (т, К): 

((т, К), К) = (т, К). 

Благодаря этому мы можем переписать равенство ((т,К)п,К) = 
= ((т, К), К)(п, К) в виде 

((т, К)п, К) = (т, К) (п, К). 

В предыдущей теореме мы доказали равенство 

(АЕ ии К) 


Мы доказали все равенства, заявленные в теореме. Теорема, доказана. 


51.7 Теорема Фробениуса 


Обозначение. (7,7%) — наибольший общий делитель чисел т и п. 
Теорема. Пусть 
а — группа, 
С — класс сопряжённости, состоящий из одноэлементных множеств, 
п, — натуральное число, 
(п|С\, |С |) — наибольший общий делитель чисел п|С] и |С|. 
Тогда число решений уравнения 1” Е С' кратно (т|С\, [С |). 
Доказательство. 
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Обозначения. 

А(К, п) — множество решений уравнения т” Е К. То есть, множество 
элементов группы, 7-е степени которых принадлежат множеству К. 

Иначе говоря, А(К, п) = УК. 

а(К, п) — число элементов в А(К, п). То есть, а(К, п) = |А(К,п)|. 

Доказательство проведём по индукции. 

Рассмотрим случай |С| = 1. 

В группе С имеется лишь один элемент, поэтому количество корней 
любого уравнения на этой группе будет не превышать 1. Докажем, что 
количество корней не меньше 1, то есть неравно 0. 

В С есть лишь один класс сопряжённости — сама группа (С. Уравне- 
ние теоремы будет выглядеть в этом случае так: 

ЕО 

В С есть единица е. Возведение е в степень п, даёт единицу: 

Е! 

Значит, у уравнения 1” © С есть корень. Количество корней неравно 
0. Таким образом, в случае || = 1 количество а(С. п.) корней уравнения 
т” = С равно 1: 


ОЕ 

Класс сопряжённости С’имеет один элемент: |С'| = 1. Наибольший 
общий делитель п|С] = пи |С| = 1 равен 1: 

(С, ©!) = 1. 


Получается, что количество корней уравнения 5” Е С действительно 
кратно (С, |С\|). 

Для случая |С| = 1 теорема выполняется. 

Рассмотрим случай п = 1 (порядок |С'| любой). 

В этом случае мы имеем уравнение 5 Е С. Этому уравнению отвеча- 
ют все элементы класса сопряжённости С”, и никакие больше. Количе- 
ство решений равно |С'|. Мы знаем, что количество элементов в классе 
сопряжённости делит порядок группы |С!| (потому что |С| — это индекс 
нормализатора элемента из класса сопряжённости С”, а значит делит 


|С'|). Следовательно, наибольший общий делитель чисел п]С] = |С|] и 
|С'| равен |С!: 
(]1С1, |161) = [С]. 
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Число корней |С'| кратно числу (т]С\, [С |), как и указано в теореме. 

Для п = 1 теорема выполняется. 

Пусть порядок группы |С'| и число п наименьшие, для которых неиз- 
вестно, выполняется теорема, или нет. Для всех случаев, когда порядок 
группы меньше |С|, или когда степень уравнения меньше я, теорема 
выполняется. Причём достаточно выполнения хотя бы одного из этих 
условий, чтобы теорему считать верной. 

Лемма. Количество корней уравнения 1” Е С равно количеству эле- 
ментов в классе сопряжёности |С|, умноженное на количество элемен- 
тов любого из уравнений т" =СЕС: 

а(С, п) = а(с,п)|С1. 

Доказательство. Уравнение 5” Е С сводится к множеству уравнений 
т” = с для каждого элемента с Е С. Количество этих уравнений равно 
количеству элементов в множестве (”, то есть равно |С!]. У каждого 
уравнения есть набор корней. 

В параграфе «Множества корней уравнений вида 1" = сЕе С, где 
С — класс сопряжённости, сопряжены и равномощны» доказана теоре- 
ма, соответствующая названию. Таким образом, мы имеем |С!] уравне- 
ний, в каждом одинаковое количество решений, и множества решений 
разных уравнений не пересекаются. Общее количество корней равно 
количеству |С| уравнений, умноженному на количество а(с, п) корней 
каждого уравнения: 

а(С, п) = а(с,п)|С1. 

Лемма доказана. 

Лемма. Корни уравнения 1" = с находятся в нормализаторе элемента 


С. 
Доказательство. Сопряжём элемент с элементом т: 
т (сх. 
В условии леммы указанно, что с = 1”. Подставим выражение 1” 
вместо с: 


хех = Ца”)т. 
В получившемся выражении находятся только элементы цикличе- 
ской группы (7), а элементы циклической группы коммутируют: 


г) 
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1и 5 обратны, их произведение равно единице, а умно- 


Элементы х_ 
жение на единицу ничего не меняет. Остаётся 

а Е 

В условии леммы указано, что х” равен с: 

ЕЕ 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения 1 "сх к выраже- 
нию с. Значит, эти выражения равны: 

27 =. 

То есть, элемент т самосопрягает элемент с, а значит х находится в 
его нормализаторе элемента с. Лемма доказана. 

Рассмотрим случай, когда в классе сопряжённости С’ больше одного 
элемента: 

еж 

Количество элементов |С| равно индексу нормализатора с элемента 
из класса сопряжённости С’. Раз количество элементов |С] > 1, значит 
индекс нормализатора > 1, а сам нормализатор меньше всей группы 
С’. По предположению индукции, во всех группах, меньших С, теорема 
выполняется. То есть, в нормализаторе элемента, с теорема выполняет- 
ся. При этом все корни уравнения т” = с находятся в нормализаторе 
элемента с. То есть, количество корней а(с, п) уравнения т” = с внутри 
группы С' равно количеству корней этого уравнения внутри нормали- 
затора, элемента с. 

Нормализатор является подгруппой. Порядок группы С равен произ- 
ведению порядка нормализатора на, его индекс. Индекс нормализатора 
равен |С]. Следовательно, порядок нормализатора равен |С|/|С1. 

Внутри нормализатора, элемент с образует одноэлементный класс со- 
пряжённости, потому что самосопрягается всеми элементами норма- 
лизатора. Так как в нормализаторе теорема Фробениуса выполняет- 
ся, то количество корней уравнения 5” = с в нормализаторе кратно 
(п-1, СИС). То есть, а(с, п) кратно (п, |С|/|С]). 

Количество а(С’, п) корней уравнения 1” Е Св |С] раз больше коли- 
чества а(с, п) корней уравнения 2” = с. Поэтому а(С, п) кратно числу 
[СТ (в, СИС 


Если мы умножим два числа ® и |С!|/|С | на число |С], то у них 
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наименьший общий делитель умножится на |С|. Поэтому 

[С (п = ШС, [С]. 

Таким образом, количество а(С', п) корней уравнения 5" Е С' кратно 
числу (п|С]|, |С |), как и должно быть по теореме Фробениуса. 

Мы доказали выполнение теоремы Фробениуса, для случая [С] > 1. 

Осталось доказать выполнение теоремы для случая |С] = 1. 

В этом случае нужно доказать, что количество корней уравнения 
1” Е С кратно (т1С\, [С |) = (п, С). 

Класс сопряжённости С’ состоит из одного элемента с. Индекс нор- 
мализатора элемента с равен количеству элементов в классе сопряжён- 
ности С”, то есть равен 1. Раз индекс подгруппы равен единице, значит 
подгруппа, совпадает со всей группой. Таким образом, нормализатор 
элемента, с совпадает со всей группой С. То есть, все элементы группы 
С коммутируют с элементом с. 

Возможны два случая: число п либо имеет лишь один простой дели- 
тель, либо простых делителей больше одного. 

Рассмотрим случай, когда число п имеет больше одного простого де- 
лителя. В этом случае п можно представить в виде произведения двух 
взаимно простых чисел: 

Иа, де (ил, и) = о > 

(Такое разложение на множители возможно благодаря разложению 
на простые множители числа, п и разделению простых множителей на 
две группы: одна группа образует число 71, вторая группа образует 
число 12). 

Обозначение. Г) = А(с,п2). То есть, р — множество корней уравне- 
НИЯ 1"? = с. 

Лемма. Количество а(), пл) корней уравнения т"! Е О кратно числу 
(п, |). 

Доказательство. В параграфе «Множество решений уравнения т” Е 
С, где С — класс сопряжённости, является объединением классов со- 
пряжённости» доказана теорема, соответствующая названию. По опре- 
делению, множество /[) является множеством корней уравнения 1”? = с. 
При этом элемент с является одноэлементным классом сопряжённо- 
сти. Следовательно, для него выполняется процитированная теорема, 
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и множество корней О является объединением классов сопряжённости. 
Обозначим объединение следующим образом: 

ЕЕ и О, где для каждого индекса 1, [); — класс сопряжённости. 

Любые классы сопряжённости не пересекаются, множество классов 
сопряжённости {0;}^_| не исключение. Поэтому множество уравнений 
т" = 4Е Ш можно разбить на А непересекающихся множеств урав- 
нений 1” = 4 Е ДО, (1=1,...,К). Общее количество корней во всех 
уравнениях будет равно сумме количеств корней в каждом подмноже- 
стве уравнений: 

а(Р, т) = У па(Рь п. 

Так как Г); является классом сопряжённости, и п1 < п, то теорема 
Фробениуса для уравнения 1"! Е 1); выполняется, и количество реше- 
ний уравнения 1" © ШО); кратно числу (71|, [С|). 

В параграфе «Свойства наибольшего общего делителя (т, п)» дока- 
зана теорема о том, что число (т,п) делит число (кт, п). В нашем 
случае число (п1,|С|) делит число (п, [С |). Раз количество кор- 
ней уравнения 1"! е 0); кратно числу (п1|О;|, |С\), а число (п1|О;|, ||) 
кратно числу (пл, |0; ), значит количество корней уравнения т"! Е Г; 
кратно числу (п1, |С |). 

Мы установили, что для любого индекса 1 уравнение х”! Е Ш); имеет 
количество а(Г;, пл) корней, кратное числу (пл, |С|). Раз каждое число 
а(Р;, пл) кратно одному и тому же числу (та, |С |), то их сумма тоже 
кратна этому числу: 

а(р, пл) = о а(Р;, пл) кратно числу (пл, [С\|). 

Лемма доказана. 

Лемма. Множество корней уравнения т” = с совпадает с множеством 
корней уравнения 1"! Е Д: 

А(с, п) = А(Р, п). 

Доказательство. Докажем включение А(с, п) © А(О, п). 

Возьмём в множестве А(с, ®) произвольный элемент а: 

ае А(с, п). 

Этот элемент является корнем уравнения 1" = с: 

ЧС: 

Воспользуемся тем, что число пи разлагается на множители 7172: 
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с = ап Рай а717? ==: (ат. 


Короче, 

а 

Получается, что элемент а” удовлетворяет уравнению 1”? = са 
значит принадлежит множеству А(с, 712) = 2: 

а ет. 


Получается, что элемент а удовлетворяет уравнению т" Е Л), а зна- 
чит принадлежит множеству А(О, пл): 

ае А(Р, 11). 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент а из множества А(с, п) 
принадлежит множеству А(О, пл). Следовательно, все элементы мно- 
жества А(с, п) принадлежат множеству А(О, п1), что означает вклю- 
чение 

А(с, п) с А(Р, пл). 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение А(с,®) > А(О, пл). 

Возьмём в множестве А(0, пл) произвольный элемент а: 

ае А(Р, 11). 

По определению этого множества, элемент а удовлетворяет уравне- 
нию 1" Е д: 

а‘"Е М. 

По определению множества О) = А(с,п2), любой элемент из О удо- 
влетворяет уравнению 1”? = с. Значит и элемент а" удовлетворяет 
этому уравнению: 

ат: 

Воспользуемся равенством пй1П2 = 7: 

с = [а :—. аи? —. а”. 

Таким образом, с = а". Это означает, что элемент а удовлетворяет 
уравнению 2” = с и поэтому принадлежит множеству А(с, п): 

ае А( с, п). 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент а из множества А(О, пл) 
принадлежит множеству А(с, п). Следовательно, все элементы множе- 
ства А(О, п1) принадлежат множеству А(с, п), что означает включение 


А(с, п) _ А(Р, 71). 
У 


Включение доказано. 

Из противоположных включений 

А(с, п) С А(), т) и А(сп) 2 АБ, т) 

следует равенство 

А(с, п) = АБ, п). 

Лемма доказана. 

Из равенства множеств корней уравнений т" = сит"! Е ) следует 
равенство мощностей этих множеств: 

а(с, п) = а(), пл). 

Выше мы установили в лемме, что количество а(О, пл) корней урав- 
нений кратно числу (пл, ||). Следовательно, число а(с, п) тоже кратно 
числу (п1, |С |). Числа п1 и п2 в разложении п = п1й2 логически для нас 
ничем не отличаются. Поэтому, если мы смогли доказать, что (пл, |С |) 
делит число а(с, п), то точно так же можно доказать, что число (п>, |С\|) 
делит число а(с, п). 

В итоге числа (пл, |С]) и (п2, |С|) делят число а(с, п). 

Раз числа п1 и П2 не имеют общих делителей, то любой делитель 





числа пл не имеет общего делителя с делителем числа п. Числа (пл, [С |) 
и (72, |С'|) делят соответственно числа пл и по, значит (па, |С|) и (12, |С|) 
не имеют общих делителей. 

Представим число а(с, п) в виде разложения на простые множители. 
Так как числа (па, С) и (п2,|С|) делят число а(с, п), то разложение 
числа а(с, п) будет содержать простые множители, которые содержал- 
ся в разложениях чисел (пл, ||) и (п>, |). При этом в разложениях 
чисел (пл, С) и (п2,|С|) нет общих простых множителей. Значит, в 
разложении числа, а(с, п) на простые множители, можно выделить под- 
множества множителей, соответствующих разложениям чисел (пл, |С |) 
и (п2, |С|). Эти подмножества простых множителей умножаются друг 
на друга. Следовательно, произведение чисел (7, |С|) и (п>, [С |) явля- 
ется делителем числа а(с, п): 

(п, |С |) (12, |С |) делит число а(с, п). 

В параграфе «Свойства наибольшего общего делителя (т, п)» дока- 
зана теорема, что если числа т и п не имеют общих делителей, то 
выполняется равенство (т, К)(п,К) = (тп, К). В нашем случае числа 
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пл и П2 не имеют общих делителей, поэтому выполняется равенство 

(ть, С) (п, С) = (пап, [С']) = (п, [С]. 

Таким образом, число а(с,п®) корней уравнения д” Е {с} кратно 
числу (п, |С|). Теорема Фробениуса для случая |[С| = 1, п = п1по, 
(пл, п2) = 1 выполняется. 

Мы рассмотрели случай, когда число п, имеет более одного простого 
делителя. Осталось рассмотреть случай, когда у числа п имеется только 
один простой делитель. То есть, ® = р°, где р — простое число. При этом 
мы продолжаем работать внутри случая |С!] = 1. 

Случай п = р° можно разбить на 2 подслучая: число р делит поря- 
док элемента с, или не делит. Обозначим порядок элемента с буквой и. 
Начнём рассмотривать сначала подслучай, когда р делит и, а уже после 
рассмотрим случай, когда не делит. Итак, случай который мы сейчас 
рассматриваем, следующий: 

[С] = 1, п=р”, р делит и (и — порядок элемента с). 

Лемма. Порядок любого корня уравнения т" = с равен 7. 

Доказательство. Пусть х — корень уравнения 1” = с. Обозначим 
порядок элемента, х буквой т: 

Е 

Подлемма. Порядок и элемента с является делителем порядка т эле- 
мента т: 

и делит т. 

Доказательство. Элемент 1 образует циклическую группу (5) поряд- 
ка т: 

|(2) | = т. 

Равенство т” = с означает, что элемент с принадлежит подгруппе 
8 

СЕ (т). 

Элемент с образует циклическую подгруппу (с), которая находится 
внутри группы (57): 

с). 

Порядок группы (с) равен порядку и элемента с: 

(су = м. 


Порядок подгруппы делит порядок группы, поэтому 
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и делит т. 

Подлемма доказана. 

Подлемма. Число пи делится на порядок т элемента, т: 

пи = т, где К — натуральное число. 

Доказательство. Возведём элемент т в степень 7: 

17ч =. ее. 

Элемент 5х является корнем уравнения 1” = с. Заменим выражение 
1” на с: 

Ее 

Мы обозначили буквой и порядок элемента с, поэтому 

Ве. № 

Мы пришли от выражения т”" к единице 1, следовательно, они рав- 
НЫ: 

ем 

Раз степень 7 элемента 1 обращает его в единицу, значит она кратна 
порядку т элемента, т: 

пи = т, где К — натуральное число. 

Подлемма доказана. 


Подлемма. Число °, равно числу р в некоторой степени: 
т, 


те! 
и И 

(Напоминаю, 7% — порядок т, и — порядок с.) 

Доказательство. В подлемме выше мы установили, что порядок т 
корня является делителем числа, пи: 

пи = кт. 

Разделим все части этого равенства на, число и: 

п =”. 

и 

Число "^ является целым, потому что, как мы уже установили, т 
делится на и. Получается, что число "" является делителем числа п. В 
разложении числа п = р’ на простые множители присутствует только 


один простой множитель р. Следовательно, число 7. является степенью 


числа р: 
т — уе 
и рт 


Подлемма доказана. 
Подлемма. е1 < е. 
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Доказательство. Представим число т в виде 

т = ти = ри. 

Число пи имеет вид 

пи =“. 

Так как число т делит число пи, то т не больше, чем пм: 

то мы, 

Заменим числа т и пм на их представления: 

ри < рии. 

Отсюда очевидно, что е1 < е. Подлемма, доказана. 

Подлемма. е1 > е. 

Доказательство. Допустим, что подлемма неверна: е1 < е. Тогда чис- 
ло е можно выразить в виде 

е=е!1 + $, гдеф > 1. 

Число п принимает вид 


—_ те — ие1-+ — пей — т 
п= =" = рр = тр. 
Посмотрим, чему равно число п: 
и туз и ти 1 т „3 1—1 
Е ===) = — т . 
ай = об 


Здесь множитель р’ | является целым числом, потому что $ > Та 
значит #—1 > 0. 


Мы рассматриваем случай, когда порядок и элемента с делится на 


м 


число р. Следовательно, число “ является целым числом. Возведём 


элемент с = т” в степень р и воспользуемся полученным равенством 


Пе И": 


Р 
и и и 1—1 1—1 1—1 
СР — (х”)» = ТИР Неа "ПР = (хтР == [Р = 1. 
В итоге получается равенство 
и 
СР. 


Это равенство означает, что степень г обращает элемент с в единицу. 
При том, что порядок элемента, с равен \. 'Го есть, степень, меньшая по- 
рядка, обращает элемент с в единицу. Это противоречит определению 
порядка (порядок — это наименышая натуральная степень, обращаю- 
щая элемент в единицу). 

Допущение неравенства е1 < е приводит к противоречию. Следова- 
тельно, е1 > е. Подлемма доказана. 
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Мы доказали противоположные неравенства 

е<е и ае>е. 

Из этих неравенств следует равенство 

@1 = 6. 

То есть, т = ти = ри = р’и = пи. В итоге порядок т элемента 1 
равен числу пм: 

И 

Лемма доказана. 

Лемма. Пусть 

а — корень уравнения 1" = с, 

(а) — циклическая подгруппа, образованная элементом а, 

6 — корень уравнения т” = с, находящийся в подгруппе (а). 

Тогда 6 — порождающий подгруппы (а): 

(а) = (65). 

Доказательство. По условию леммы, 6 — это элемент подгруппы (а). 
Бинарная операция в подгруппе замкнута, и любые операции с эле- 
ментами подгруппы не выводят за пределы подгруппы. Следовательно, 
подгруппа (5) находится внутри подгруппы (а): 

с (а). 

В лемме выше мы установили, что порядок любого корня уравнения 
д” = с равен пи. Порядок циклической подгруппы равен порядку обра- 
зующих. Поэтому циклические подгруппы (а) и (6) имеют одинаковый 
порядок: 

[ау = [46| = пм. 

Получается, что группа (5) является подгруппой в (а), и при этом со- 
держит такое же количество элементов. Следовательно, эти подгруппы 
равны: 

(а) = (5). 

Элемент 6 — порождающий подгруппы (а). Лемма доказана. 

Лемма. Пусть 

аи 6 — корни уравнения 1" = с, 

(а) и (5) — циклические подгруппы, порождённые элементами а и 6. 

Тогда множества корней уравнения х” = с в подгруппах (а) и (5) 
либо не пересекаются, либо совпадают. 
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Доказательство. Допустим, циклические подгруппы (а) и (5) имеют 
общий корень 4 уравнения т” = с. Тогда с помощью корня 4 можно 
породить целиком содержащую её циклическую подгруппу: 

(а) = (а) = (6). 

Откуда подгруппы (а) и (5) совпадают, и совпадают их множества 
корней уравнения 1" = с. 

То есть, если множества корней подгрупп (а) и (6) пересекаются, 
то они совпадают. Несовпадение множеств корней возможно только в 
случае, когда множества корней подгрупп (а) и (5) не пересекаются. В 
итоге множества корней подгрупп (а) и (5) либо не пересекаются, либо 
совпадают. Лемма доказана. 

Лемма. Пусть 

а — корень уравнения 1” = с. 

(а) — циклическая подгруппа, образованная элементом а. 

Тогда количество корней уравнения т” = с в подгруппе (а) равно п. 

Доказательство. Рассмотрим (а) п — множество всех элементов груп- 
пы (а), возведение которых в степень й даёт единицу. В теории абе- 
левых групп доказывается, что множество (а) является подгруппой 
в (а). В теории циклических групп доказано, что подгруппа цикличе- 
ской группы циклическая. У циклической группы имеется образующий. 
Элемент группы (а)[п] будет образующим тогда, когда его порядок ра- 
вен порядку группы (а). Поэтому чтобы найти образующий элемент 
группы (а)[п], нужно найти элемент этой группы с максимальным по- 
рядком. 

Любой элемент группы (а)[п] обращается в единицу при возведении 
в степень 7. Порядок не может превышать этого числа, потому что 
порядок — это минимальная натуральная степень, обращающая эле- 
мент в единицу (если порядок будет больше п, то обращение в единицу 
степенью п приведёт к противоречию с определением порядка). 

Мы установили, что корень уравнения х” = с имеет порядок пи. По 
условию леммы, элемент а — это корень уравнения х” = с. Значит, 
у элемента а порядок равен пи. Элемент а“ — это элемент цикличе- 
ской группы (а). Если возвести элемент а“ в степень 7%, то мы получим 
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(а“)" — а"" = ]. 

Получается, что элемент а“ принадлежит подгруппе (а)|п], и при 
этом имеет максимально возможный порядок в этой подгруппе — по- 
рядок 7. Следовательно, элемент а“ является образующим подгруппы 
(а)т]: 

(а)п] = а"). 

Порядок группы (а“) равен порядку образующего, то есть равен %. 
Мы нашли порядок подгруппы (а) т]: 

[(а) [| = п. 

Рассмотрим смежные классы по подгруппе (а) п] внутри группы (а). 

Подлемма. Все элементы смежного класса а(а) [п] являются корнями 
уравнения 2" = с. 

Доказательство. Возьмём в смежном классе а(а)|п] произвольный 
элемент а4, где 4 Е (а)п]. Возведём элемент а4 в степень п: 

(аа). 

Группа (а) циклическая, а значит абелева. В абелевой группе рабо- 
тает правило для степени произведения: 

ааа”. 

Элемент а” = с, потому что а — корень уравнения т" = с. 41" =1, 
потому что 4 Е (а)п]. Подставим эти значения в равенство: 

"ЕС. 

Действительно, произвольный элемент а4 из смежного класса а(а) [п) 
удовлетворяет уравнению 1” = с. Значит, все элементы из смежного 
класса а(а)[п] удовлетворяют уравнению 1” = с. Подлемма доказана. 

Подлемма. В группе (а) вне смежного класса а(а)|п] нет больше кор- 
ней уравнения 1" = с. 

Доказательство. Возьмём в циклической группе (а) произвольный 
элемент, являющийся корнем уравнения т” = с. Обозначим его 6. Так 
как 6 удовлетворяет уравнению 5” = с, для него верно равенство: 

0" =С. 

С другой стороны, мы знаем, что элемент а является корнем уравне- 
ния 1" =С: 

а” = с. 

Из двух равенств 5" = си а” = с следует равенство 
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а =0”. 

Домножим обе части равенства, на элемент 6": 

О 

Любая циклическая группа абелева, значит элементы а и 6 группы 
(а) коммутируют друг с другом, и мы можем занести их под общую 
степень: 

алое т 

(а) является группой, и поэтому бинарная операция в ней замкнута. 
Следовательно, произведение аб" принадлежит подгруппе (а). И в то 
же время возведение элемента аб” ' в степень п даёт единицу. Следова- 
тельно, элемент а6`' принадлежит подгруппе (а)[п]: 

аб ТЕ (а)т.. 

Домножим обе части принадлежности на, элемент 6: 

ае в(а) т]. 

Получается, что элемент а лежит в том же смежном классе, что и 
элемент 6. А значит, смежный класс (а) п] является смежным классом 
а(а)[п]: 

6(а)т] = аца)т). 

Мы пришли к тому, что произвольный корень уравнения 5” = с внут- 
ри подгруппы (а) находится в смежном классе а(а) п]. Следовательно, 
все корни уравнения х” = с внутри подгруппы (а) лежат в смежном 
классе а(а)п]. Вне этого смежного класса корней уравнения нет. Под- 
лемма доказана. 

Мы пришли к тому, что множество корней уравнения 1” = с совпа- 
дает со смежным классом по подгруппе (а) [п]. Количество элементов в 
смежном классе равно количеству элементов подгруппы, по которой он 
берётся. Мы установили, что количество элементов в подгруппе (а) п] 
равно 7%. Значит количество элементов в смежном классе а(а)т] тоже 
равно п, и количество корней уравнения х = с внутри подгруппы (а) 
равно 7. Лемма доказана. 

Лемма. Количество корней уравнения 1" = с равно произведению 
числа п на количество разных циклических подгрупп, порождённых 
корнями уравнения 1” = с. 

Доказательство. Мы установили, что в каждой циклической подгруп- 
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пе, образованной корнем уравнения 5” = с, одинаковое количество кор- 
ней этого уравнения, и равно п. Также мы установили, что в разных 
циклических подгруппах корни не пересекаются. Следовательно, об- 
щее количество корней равно произведению количества разных цик- 
лических подгрупп, образованных корнем, на количество элементов в 
каждой такой циклической подгруппе, то есть на %. Лемма доказана. 

В итоге количество а(с, п) корней уравнения х” = с кратно числу 
п. Число (п, [С |) является делителем числа п. Раз число (п, |С |) делит 
число п, а число п делит количество а(с, п) корней уравнения 5" = с, 
то число (п, ||) делит количество а(с, п) корней уравнения 1” = с. 

Для случая |С| = 1 п = ру, р делит и (и — порядок элемента с) 
теорема, Фробениуса выполняется. 

Мы рассмотрели подслучай, когда число р делит число и, где и — 
порядок элемента, с. Осталось рассмотреть подслучай, когда число р не 
делит число м. 

Рассматриваем случай |С| = 1, п = ру, (ри) = 1, где и — 
порядок элемента с. 

Равенство |С| = 1 означает, что класс сопряжённости С’ состоит из 
одного элемента с. Так как класс сопряжённости состоит из одного эле- 
мента, то сопряжение его любыми элементами группы даёт этот же 
элемент, то есть, все элементы группы самосопрягают с, а значит с 
коммутирует со всеми элементами группы С, и поэтому принадлежит 
центру группы С. 

Обозначение. В — множество элементов центра группы С, порядок 
которых не делится на р. 

Так как элемент с принадлежит центру, и его порядок не делится на 
р, то с принадлежит множеству В: 

СЕВ 

В теории абелевых групп, в параграфе «Подгруппа элементов, поря- 
док которых не делится на р» доказана теорема о том, что множество 
элементов периодической абелевой группы, порядок которых не делит- 
ся на р, является подгруппой. Значит, множество В является подгруп- 
ПОЙ. 

Лемма. Порядок группы В не делится на р. 
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Доказательство. Допустим, порядок группы Б делится на р. Тогда, 
по нулевой теореме Силова, в В имеется элемент порядка р. Порядок р 
делится на, число р. Но по определению группы В, в ней порядок любого 
элемента, не делится на р. Допущение делимости порядка группы В на 
число р приводит к противоречию. Следовательно, порядок группы В 
не делится на р. Лемма доказана. 

Определение. В] — подгруппа группы р, состоящая из всех элемен- 
тов группы В, возведение в степень р которых даёт единицу. 

Лемма. Вр] = 1. 

Доказательство. Допустим, в подгруппе В]р] есть элемент помимо 
единицы. Обозначим его а. По определению подгруппы ВВ], а? = 1. 
Раз степень р обращает в единицу элемент а, значит число р кратно 
порядку элемента а. Другими словами, число р делится на порядок 
элемента а. Но число р простое, и в качестве делителей может иметь 
только единицу и само себя. В допущении указано, что элемент а не яв- 
ляется единицей, и поэтому имеет неединичный порядок. Значит, эле- 
мент а имеет порядок р. Но элемент а принадлежит подгруппе ВБ, ав 
подгруппе В порядок любого элемента не делится на р. Мы пришли 
к противоречию. Допущение, что в подгруппе В] есть элемент поми- 
мо единицы, приводит к противоречию. Следовательно, подгруппа В] 
равна единице. Лемма доказана. 

Лемма. Уравнение 1? =6Е В имеет не более чем один корень внутри 
подгруппы ВБ. 

Доказательство. Допустим, уравнение 1? = 6 имеет два разных корня 
ал и а>2: 

а. 5 = 

Элементы а1 и а› равны одному и тому же элементу 6, а значит они 
равны: 

аа. 

Умножим обе части равенства, на элемент а": 

аа = 

Подгруппа В абелева, её элементы коммутируют, поэтому мы можем 
занести элементы под одну степень: 


Ре ао. № 


922 


Получается, что возведение элемента а1а>" в степень р даёт единицу. 
Это означает, что элемент @14а5 ' принадлежит подгруние Вр]: 

ааа" Е ВЫ. 

В лемме выше мы установили, что подгруппа Вр] состоит только из 
единицы, значит элемент а1а5 1 равен единице: 

аа = 

Домножим обе части этого равенства, на, элемент а2, получаем равен- 
ство 

ал = @>. 

Но в допущении указано, что элементы а1 и а2 разные. Допущение 
приводит к противоречию с самим собой. Следовательно, уравнение 
ХР =ре В может иметь лишь один корень. Лемма доказана. 

Лемма. У любого уравнения 1? = 6 Е В существует корень внутри 
подгруппы ВБ. 

Доказательство. Допустим, что лемма неверна, и для некоторого эле- 
мента, Бе В не существует решение уравнения 12 = 6. 

Возведём все элементы группы В в степень р. Получится множество 
элементов, которое мы обозначим В,. В множестве В, отсутствует эле- 
мент 6, потому что если бы 6 присутствовал в ВБ,, то 6 был бы равен 
некоторому элементу 1 Е В, возведённому в степень р: 2? = 6. Но та- 
кого элемента, 5 в группе В быть не может. Значит, никакой элемент не 
отображется в элемент 6, и элемент 6 не присутствует в множестве В,: 

6 В,. 

Получается, что в множестве В, элементов меньше, чем в группе 
В. Следовательно, отображение множества В в множество В, не мо- 
жет быть взаимно однозначным. И некоторые два, элемента, в группе 
В отображаются в один элемент из множества В». То есть, в некото- 
ром уравнении 2? =6 е В, С В имеется два корня. Но этого не может 
быть. Допущение несуществования решения уравнения 2? = фе ВБ при- 
водит к противоречию с доказанной раньше леммой о невозможности 
существования более одного корня у такого уравнения. Таким образом, 
у любого уравнения 1? = Бе ВБ существует корень внутри подгруппы 
В. Лемма доказана. 

Лемма. Внутри подгруппы В уравнение 2? =феЕе В имеет единствен- 
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ный корень. 

Доказательство. Представим уравнение 12 = в в следующем виде: 

("р =Ь. 

Это равенство можно понимать как уравнение, где искомой перемен- 
ной является выражение д” '. Это уравнение имеет единственное ре- 
шение. Обозначим его 61: 

е—1 

р — Ь.. 

Таким образом, нам удалось понизить степень р° до р°_'. Мы можем 
заниматься этим понижением и дальше, пока не придём к степени р® = 
1: 

тг =Ь.. 

В итоге получается единственный корень 1 = 6. Решение уравнения 
1?’ =ФЕ В внутри группы В единственно. Лемма доказана. 

Лемма. Число а(с, п) корней уравнения т” = с для всех элементов 
се В одинаково. 

Доказательство. Возьмём в множестве ВБ два произвольных элемента 
СИ Со: 

ст, © Е В 

Рассмотрим два уравнения: 

Пр. М. ЗС, 

Докажем, что множества корней этих уравнений имеют одинаковое 
количество элементов. Для этого установим между множествами кор- 
ней взаимно однозначное соответствие. Установить взаимно однознач- 
ное соответствие нам поможет уравнение 

с2 = с1\/", где корень у ищется в множестве ВБ. 

Так как все элементы этого уравнения принадлежат множеству Б, 
то они коммутируют друг с другом, ведь ВБ лежит в центре. Домножим 
обе части уравнения на элемент & 

бе =" 

Мы работаем внутри случая, когда п = 70°. Для такого случая у нас 
выше доказана лемма, что уравнение у" = сост" имеет один корень 
внутри группы ВБ. 

Подлемма. Если а — корень уравнения т" = ст, то ау — корень урав- 
нения 1” = с. 
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Доказательство. Рассмотрим уравнение 1" = с1. Так как "и сост" == 
это один и тот же элемент, домножим в уравнении т” = с! левую часть 
на 1/", а правую на сост": 

= слб2ст" = 

Элемент у лежит в подгруппе В, а значит лежит в центре группы С 
и коммутирует со всеми элементами группы С, в том числе с элементом 
т. Поэтому мы можем занести у под общую степень: 

(ту)" = 2. 

Таким образом, если а является корнем уравнения т” = с1, то ау 
является корнем уравнения с” = с›. Подлемма, доказана. 

Подлемма. Если а — корень уравнения 1” = с›, то а/\' — корень 
уравнения 2” = с1. 

Доказательство. Возведём обе части равенства у” = сет! в минус 
первую степень: 

(у = (сеть 

Обратный элемент от элемента у” — это элемент (у ')". Правая часть 
равенства преобразуется следующим образом: 

(сет) * = вс". 

В итоге равенство принимает вид 

(у == Ге 

Рассмотрим уравнение 2” = со. Так как элементы (у`")" и с1с> 1 рав- 
ны друг другу, умножим левую часть равенства на (у !)", а правую на 
СС - 

2-06, 6 

Элемент у лежит в подгруппе В, а подгруппа В в центре группы (С 
поэтому у ' коммутирует со всеми элементами группы С, в том числе 
с элементом т. Поэтому мы можем занести элемент у! под общую 
степень с т: 

[о 

Получается, что элемент 14/_\ является корнем уравнения 1” = с. 
Мы пришли к тому, что если а — корень уравнения 1” = со, то ау" 
является корнем уравнения 1" = с1. Подлемма доказана. 

Теперь перейдём к непосредственному доказательству того, что меж- 
ду множествами корней уравнений т" = с1 и 1" = с> имеется взаимно 
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однозначное соответствие, и поэтому они имеют одинаковое количество 
элементов. 

Обозначения: 

А! — множество корней уравнения 1” = с1. 

А2 — множество корней уравнения 1” = с. 

Определим соответствие {: каждому элементу а из множества Ат 
ставится в соответствие элемент ау из множества До: 

Ка) =ау. 

Подлемма. Соответствие | взаимно однозначно. 

Доказательство. Докажем все четыре определяющих свойства взаим- 
но однозначного соответствия для соответствия {. 

1) Задействованность всего множества А1 в соответствии. 

Возьмём в множестве А! произвольный элемент а: 

ае Ат. 

Подействуем на элемент а соответствием {: 

Га) = ау. 

Выше в подлемме мы установили, что если элемент а является корнем 
уравнения 1" = с1, то есть, принадлежит множеству А1, то элемент ау 
является корнем уравнения т” = со, то есть принадлежит множеству 
А2. Таким образом, произвольный элемент а Е А! имеет образ ау в 
множестве Дэ. Следовательно, все элементы из множества А! имеют 
образ в множестве А2. Всё множество А1 задействовано в соответствии. 
Задействованность в соответствии всего множества А1 доказана. 

2) Задействованность в соответствии всего множества Ао. 

Возьмём в множестве А› произвольный элемент а: 

ае Ао. 

Выше в подлемме мы установили, что если элемент а является кор- 
нем уравнения 1” = с> (а значит принадлежит 42), то элемент ау! 
является корнем уравнения т” = с, а значит ау е А!. Подействуем 
на элемент ау! соответствием {: 

КауТ) =ау'у=а. 

Получается, что мы нашли элемент ау! из множества Ат, который 
соответствие | отображает в элемент а Е 42. Это означает, что про- 
извольный элемент а из множества А› имеет прообраз в множестве 
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А1. Следовательно, все элементы из множества А2 имеют прообраз в 
множестве А1. Всё множество А› задействовано в соответствии. Задей- 
ствованность в соответствии множества А› доказана. 

3) Однозначность соответствия } в сторону образа. 

Возьмём в множестве А! произвольный элемент а: 

ае Ат. 

Подействуем соответствием } на элемент а: 

Г(а) = ау. 

Соответствие | ставит произвольному элементу из множества Ат 
лишь один элемент из множества 42. Это означает, что соответствие 
{ однозначно в сторону образа. Однозначность в сторону образа, дока- 
зана. 

4) Однозначность в сторону прообраза. 

Допустим, что свойство однозначности в сторону прообраза, отсут- 
ствует. Тогда в множестве А› существует элемент, который в прообразе 
имеет два разных элемента из множества 41. То есть, некоторые два 
разных элемента а1 и а2 из множеств А! отображаются в один и тот же 
элемент. Другими словами, их образы равны друг другу: 

(ал) = Г(а2). 

Раскроем действие соответствия [: 

@19 — 429. 

Умножим обе части равенства на элемент у" справа: 

уу" = а2уу ". 

Умножение обратных элементов друг на друга даёт единицу, а еди- 
ница ничего не меняет. В итоге получаем 

ал = @>. 

Но вводили элементы а1 и а>2 разными. Допущение об отсутствии 
свойства однозначности в сторону прообраза приводит к противоре- 
чию. Следовательно, соответствие {| однозначно в сторону прообраза. 
Однозначность в сторону прообраза доказана. 

Мы доказали все свойства, взаимной однозначности для соответствия 
|. Значит соответствие { взаимно однозначно. Подлемма доказана. 

Так как между множествами корней уравнений т" = чит" = с 
существует взаимно однозначное соответствие, то количество корней 
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этих уравнений одинаково. При этом, мы выбирали элементы с1 и с2 
произвольно из множества В. Следовательно, все уравнения вида т" = 
с Е В имеют одинаковое количество корней. Другими словами, все 
числа а(с, ®) для всех элементов с Е В одинаковы. Лемма доказана. 

Лемма. Число а(с, ®) корней уравнения 2” = се В делится на число 
(п, [С]. 

Доказательство. В параграфе «Уравнения 1” = 9 Е С разбивают С 
на непересекающиеся множества» доказана теорема о том, что множе- 
ства корней уравнений х” = д при разных элементах д не пересекают- 
ся, и при этом каждый элемент группы С’ является корнем некоторого 
уравнения 1” = 9 Е С. Следовательно, сумма всех количеств корней 
всех уравнений т” = д Е С равна количеству элементов в группе (>, 
то есть равна порядку группы |С|. Мы обозначали количество корней 
уравнения 1” = д обозначением а(9,1). Установленное утверждение 
про равенство порядка группы количеству корней всех уравнений мож- 
но записать следующим образом: 

> ‘чеа а(9, п) = ||. 

Все элементы группы С находятся в классах сопряжённости. При 
этом классы сопряжённости не пересекаются. То есть, группа С’ явля- 
ется объединением своих классов сопряжённости. 

До этого мы рассматривали уравнения вида 1” = 9 Е С, где 2” 
был равен одному элементу. Эти уравнения можно объединять в мно- 
жества, уравнений т” Е С, где С — класс сопряжённости. При таком 
объединении объединяются множества корней уравнений 1" = СЕ С. 
количество корней в уравнении 5” Е С мы обозначаем а(С, п). 

До этого мы суммировали количества корней уравнений для каждого 
элемента д Е С, а теперь можем переписать сумму, где суммирование 
производится по классам сопряжённости: 

‚г а(Сьп) = |С|, где индексы из множества Г индексируют все 
классы сопряжённости в группе С. 

Мы установили теорему Фробениуса для всех классов сопряжённо- 
сти, кроме одноэлементных классов сопряжённости, находящихся внут- 
ри подгруппы В. Поэтому разделим сумму на две части: в первой части 
будут находиться классы сопряжённости, для которых теорема Фробе- 
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ниуса выполняется, а для другой части будут находится одноэлемент- 
ные классы сопряжённости из подгруппы В, для которых выполни- 
мость теоремы Фробениуса не установлена: 

> сева(С, п) + > „ева(с,п) = |С1. 

Мы установили в лемме выше, что для всех элементов с Е В числа 
а(с,т) одинаковы. Следовательно, сумму »\св мы можем заменить 
числом, равным количеству элементов в В: 

Хорва(С,т) + |В|а(с,п) = |6 

Подлемма. Для любого класса сопряжённости С вне подгруппы В 
число а(С', п) делится на (п, |С\|). 

Доказательство. Для классов сопряжённости С вне подгруппы В 
теорема Фробениуса выполняется, и число а(С, п) корней уравнения 
1” Е С кратно числу (|С'п, |С\|). 

Число (п, |С |) делит числа п и |С|. Следовательно, это же число де- 
лит числа п|С]и |С\|, а значит число (п, |С]) делит наибольший об- 
щий делитель чисел п|С|]и |С|. То есть, число (п, |С|) делит число 
(С1, |<). 

Мы установили, что число а(С,п) делится на (т]С\, [С\|), а число 
(С, |С]) делится на (п, |[С|). Следовательно, число а(С,п) делится 
на (п, |С |). Подлемма доказана. 

Число (п, |С|) является делителем числа |С |. Выразим в равенстве 
> сева(С, п) + |В|а(с, п) = [С член суммы |В|а(с, п): 

[Ва (с, п) = ©] — Уосва(С,т) 

В правой части равенства, все члены делятся на число (п, |С |). Следо- 
вательно, вся правая часть равенства делится на число (п, |С|). Значит 
и левая часть равенства делится на это число: 

|Ва(с, п) делится на (п, |С\). 

Мы рассматриваем случай, когда п, = р". Так как число (п, |С |) делит 
п, то разложение числа (п, |С |) на простые множители может содер- 
жать только число р в качестве простого множителя. При этом выше 
мы установили в лемме, что порядок группы В не делится на число 
р. Следовательно, число |В| не общих делителей с числом (п, |С). Раз 
произведение | В|а(с, п) делится на число (п, [С |), а множитель |В| не 
имеет общих делителей с числом (п, |С |), значит число а(с, ®) делится 
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на число (п, 9). Лемма доказана. 

Для последнего рассматриваемого случая мы доказали, что количе- 
ство а(с, п) корней уравнения х” = с делится на число (п, |С\|). В по- 
следнем случае теорема, выполняется. 

Таким образом, мы рассмотрели минимальную группу С’, для кото- 
рой выполнение теоремы Фробениуса не установлено. И установили, 
что теорема Фробениуса для группы С выполняется. Следовательно, 
теорема Фробениуса выполняется для любых конечных групп. Теорема 
доказана. 

Следствие. Пусть число п делит порядок группы (©. Тогда количество 
решений т” = 1 кратно п. 

Доказательство. Единица является классом сопряжённости С’ = {1}. 
Это одноэлементный класс сопряжённости: |С!| = 1. Количество а(С", п) 
корней уравнения 1” Е С кратно числу (®|С|, |С |) = (п, |С|). В условии 
следствия указано, что число п делит |С |. Следовательно (п, |С|) = п. 
Таким образом, количество корней уравнения 5” = 1 кратно числу п. 
Следствие доказано. 
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Абелевы группы 
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ГЛАВА 52 


Введение в абелевы группы 


52.1 Определение абелевой группы 


Определение. Абелева, группа, — это группа, все элементы которой ком- 
мутируют друг с другом. То есть, а+ 6 = В-+ а для любых элементов а 
и 6 группы. 

В теории абелевых групп вместо умножения пишут сложение (нет 
разницы, какой символ писать, но сложение для коммутативного слу- 
чая привычнее). Вместо единицы в абелевых группах пишут 0. Обрат- 
ный элемент к элементу а записывают —а. 

Перепишем обычное определение группы в определение абелевой груп- 
пы с её специфическими обозначениями. 

Определения. Бинарная операция на множестве Х — это функция, 
ставящая любой упорядоченной паре (а, 6) элементов из множества Х 
элемент с из того же множества. Обозначается это соответствие: 

аь = с. 

Абелева группа А — это множество с введённой на нём бинарной 
операцией, удовлетворяющей четырем свойствам: 

1) ассоциативность: 

(а-+6) +с=а- (5 + с) для любых элементов а, 6, с из А; 

2) существование нуля 0 со свойством: 

а+0 = О + а = а для любого элемента а Е А; 

3) для любого элемента, а из А существует обратный элемент —ав А 
СО СВОЙСТВОМ: 

—а+а=а+ (—а) = 0; 

4) все элементы коммутируют: 

а+ь=Ь-+а для любых элементов а, 6 Е А. 
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52.2 Все подгруппы в абелевой группе нормальны 


Теорема. Все подгруппы в абелевой группе нормальны. 
Доказательство. Пусть А — подгруппа, а д — произвольный элемент 
группы. Сумма А + д подгруппы А с элементом д — это множество 
всех сумм вида а -+ д, гдеае А. В каждой сумме мы можем поменять 
местами слагаемые а + 9 = 9+ а, так что множество А + д перейдёт 
в множество д -+ А, и при таком переходе элементы не поменяются. То 
есть, Ад = 9-+А. А коммутирование подгруппы с любыми элементами 
группы и есть определение нормальной подгруппы. Теорема, доказана. 


52.3 Порядок элемента 


В абелевых группах часто используется операция умножения на, целое 








число. па означает сумму ана+... а п элеменов а: 
па =афа-+... + а. 
—— 


п 
(Является аналогом возведения в степень а” в случае групп с опера- 


цией умножения. ) 

Определение. Порядок элемента а — это наименьшее натуральное 
число п такое, что па = 0. Если такого натурального числа не суще- 
ствует, то порядок считается бесконечным. 

Теорема. Пусть а — элемент порядка п. Если та = 0, то число т 
делится на п. То есть т = Кп для некоторого целого числа К. 

Доказательство. Пусть та = 0. Разделим число т на п с остатком: 

т = п - г. 

При этом остаток т должен быть неотрицательным числом меньше 
п: 

ав 

Подставим выражение т, = кп - т в равенство та = 0: 

0 = та = (п + па. 

Раскроем скобки: 

(Кп + г)а = Кпа + га. 

Кпа — это элемент па, умноженный на число К: 
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Кпа - та = К(па) + та. 

В условии теоремы указано, что элемент а имеет порядок %, а значит 
па = 0: 

К(па) - га = КО - та = 0 та = та. 

Через цепочку равенств мы пришли от 0 к выражению та, следова- 
тельно, они равны: 

РО. 

По определению, порядок элемента — это наименьшее натуральное 
число, умножение на которое обращает элемент в ноль. Но число тг 
меньше порядка, п, элемента, а, и при этом та = 0. Значит, число г не 
может быть натуральным. В множестве целых чисел, удовлетворяющих 
неравенству 0 < г < п не является натуральным только 0. Следова- 
тельно, т = 0. В итоге т = кп -+ 0, число т делится без остатка на п. 
Теорема доказана. 


52.4 Порядок обратного элемента 


Теорема. Пусть элемент а имеет порядок 7%. Тогда элемент —а тоже 
имеет порядок п. 

Доказательство. Пусть число 7 зануляет элемент а: 

та, = 0. 

Умножим обе части равенства а + (—а) = 0 на число т: 

та + (—а)) = т. 0. 

Раскроем скобки и заменим 77 . 0 на 0: 

та + т(—а) = 0. 

Учитывая, что та = 0, остаётся 

т(—а) = 0. 

Получается, что если число т зануляет элемент а, то оно зануляет 
элемент —а. Точно таким же способом мы можем доказать, что если 
число т зануляет элемент —а, то оно зануляет и элемент а (для дока- 
зательства в рассуждениях нужно просто заменить а на —а и наоборот. 
Всё остальное оставить без изменений). Таким образом, число т зану- 
ляет элемент а тогда и только тогда, когда оно зануляет элемент —а. 


Следовательно, множество целых чисел, зануляющих элементы аи — а, 
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одинаково. В этом множестве есть только одно минимальное натураль- 
ное число, которое и является порядком для обоих элементов. Теорема 
доказана. 


52.5 -А=дА 


Обозначение. —А — это множество всех обратных элементов к элемен- 
там группы А. 

Теорема. —А = А. 

Доказательство. Группа А, по своему определению, содержит в себе 
все обратные элементы. 'То есть, множество А содержит в себе множе- 
ство —А всех обратных элементов: 

—АСА. 

Возьмём в группе А произвольный элемент а: 

ае А. 

По определению, в группе для любого элемента есть обратный, в том 
числе у элемента а есть обратный —а: 

—а>ЕА. 

Элемент а сам является обратным элементом к элементу —а. Отсюда 
элемент а принадлежит множеству —А: 

ае —А. 

Получается, что произвольный элемент а из группы А принадлежит 
множеству —А. Следовательно, все элементы из группы А принадле- 
жат множеству —А, что означает включение 

АС-А. 

Из противоположных включений 

—АСА АС-А 

следует равенство 

—А=А. 


Теорема доказана. 
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52.6 Сумма подгрупп является подгруппой 


Определение. В + С — сумма подгрупп В и С — это множество всех 
сумм элементов В + с, гдебЕ В, сЕС. 

Теорема. Сумма В + С подгрупп В и С является подгруппой. 

Доказательство. 0) Замкнутость бинарной операции. 

Возьмём в сумме В + С' два произвольных элемента, 61 - с1 и 62 + с2: 

Ы с, + 2оЕВ+С. 

Сложим их и воспользуемся коммутативностью: 

ыы ан 65 + © = + ас. 

Так как В и С — подгруппы, то бинарная операция внутри них за- 
мкнута: 

ыы =БЕВ, ао =сСЕС. 

В итоге мы получаем 

(5 | с) | (55 | с2) =В- с. 


Элемент В+ с принадлежит В-С, Таким образом сумма элементов из 











В+С даёт элемент из В-+С. Замкнутость бинарной операции доказана. 

1) Ассоциативность. Элементы из В + С являются элементами груп- 
пы, следовательно, ассоциативны. 

2) Наличие нуля. В подгруппах В и С присутствует 0, следовательно, 
в сумме В + С имеется элемент 0+ 0 = 0. 

3) Наличие обратных элементых. 

Возьмём произвольный элемент В + с из суммы В+С: 

фр +сЕе Б-С. 

Обратным к нему является элемент —6 — с. Так как В и С являются 
подгруппами, то из принадлежностей 6 е В, се С следуют приналд- 
лежности 

—6е В, -сЕС. 

Поэтому обратный элемент —6 — с = (—5) + (—с) принадлежит сумме 
подгрупп В + С: 

26 —с= (—6) + (-д ЕВС. 

То есть, любой элемент из В + С имеет обратный в этом же множе- 
стве. Наличие обратных элементов доказана. 

Мы доказали все свойства группы для суммы подгрупп В+С, значит 
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сумма подгрупп В + С является подгруппой. Теорема доказана. 
Определение. > `,.;, А; — сумма подгрупи {А ег — это множество 





всех конечных сумм а; та; +... Рав, где а; Е А; (индекс элемента 
совпадает с индексом подгруппы). 


Теорема. Сумма »`._‚ А; подгрупп {А; ег является подгруппой. 


ЕТ 

Доказательство. 0) Замкнутость бинарной операции. Если мы сло- 
жим две произвольные конечные суммы из элементов подгрупп { А; ег 
то получим конечную сумму элементов из подрупи { А; ег. Значит, би- 
нарная операция замкнута. 

1) Ассоциативность. Произвольные суммы элементов подгрупи при- 
надлежат группе, а элементы группы ассоциативны. 

2) Наличие нуля. Ноль принадлежит всем подгруппам {А; ег. 0 яв- 
ляется суммой конечного числа (один — это конечное число) элемен- 
тов из подгрупп { А; ег. Следовательно, ноль принадлежит сумме под- 
грун Е 

3) Наличие обратных элементов. 





Возьмём в сумме ››,_; А; произвольный элемент аз + ар +... Нав, 


а 


Обратным к нему является элемент —а; —а,— 


ляется подгруппой для каждого 1 Е [, то если элемент а; принадлежит 





—а;,. Так как А; яв- 


А;, то элемент —а; тоже принадлежит А; 
—а: Е А. 
Таким образом элемент —а; —а»„— 


элементов из подгрупп { А: ег, а значит принадлежит сумме > ``. Ах 
Е о = ды А;. 
То есть, произвольный элемент из суммы ›`‚.; А; имеет обратный в 


— а;, является конечной суммой 


этом же множестве. Наличие обратных элементов доказано. 


Мы доказали все свойства группы для суммы групп »\.-,‚ Ар значит 


ЕТ 
сумма подгрупп Е ‚А; является группой. Теорема доказана. 


52.7 Подгруппы Аи Ап 


Определение. п%.А — это множество всех элементов вида па, геае А. 


Теорема. п А — подгруппа (п — любое целое число). 
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Доказательство. 0) Замкнутость бинарной операции. 

Возьмём в множестве %.А два произвольных элемента па и пб: 
па, по Е А. 

Сложим их, получим сумму п элементов а и п элементов 6: 
Рабы 6, 

—щюи—  — 


ииииииииииныя я” 








п п 
В абелевой группе можно переставлять все элементы; переставим их 


так, чтобы разбить элементы а и 6 по парам: 


(а-+ 5) + (а-+ 6) +... + (а-+5). 


7 
Мы пришли к тому, что 


па + пб = (а 5). 

а- 6 — это элемент группы А, следовательно, п(а - 6) — это элемент 
множества, ®Д: 

п(а + 6) ЕпА. 

Сумма произвольных элементов из множества А даёт элемент из 





этого же множества. Замкнутость бинарной операции доказана. 

1) Ассоциативность. Здесь везде элементы группы, поэтому ассоциа- 
ТИВНЫ. 

2) Наличие нуля. 0 = п0, следовательно, 0 тоже присутствует в А. 

3) Наличие обратных элементов. 

Возьмём в множестве %.А произвольный элемент па: 

па Е ПА. 

Обратным к нему будет —па = п(—а) 


—па = га-а...-а= —а+ (-а)+...+ (—а) 
———__ д 
и п 


(эта запись ради демонстрации разных обозначений). Проверим об- 
ратность: 

па + п(—а) = п(а + (—а)) = п0 = 0. 

Получается, что элемент п(—а) действительно является обратным к 
элементу па Е пА. Так как обратный элемент —а принадлежит группе 
А, то элемент ®(—а) принадлежит подмножеству А: 

п(—а) ЕпА. 

Таким образом, произвольный элемент па из множества п.А имеет 
обратный в этом же множестве. Наличие обратных элементов доказано 
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доказано. 

Мы доказали все свойства группы для множества п.А. Значит, мно- 
жество п.А является подгруппой. Теорема доказана. 

Определение. Ап] — это множество всех элементов группы А, умно- 
жение которых на й даёт ноль: па = 0. 

Теорема. Множество Ап] является подгруппой. 

Доказательство. Замкнутость бинарной операции. 

Возьмём в множестве Ап] два произвольных элемента а и 6: 

аб Е Ам.. 

По определению этого множества, 

па =0 пр=0. 

Сложим эти два элемента и умножим их на число п: 

п{а + 5) =па-+ть=0+0=0. 

Получается, что а + 6 — это тоже элемент из Ам]: 

а-+ьеЕ Ам. 

Таким образом, сумма элементов из А|п] даёт элемент из этого же 
множества. Замкнутость бинарной операции доказана. 

1) Ассоциативность. Все элементы множества А|п] — это элементы 
группы, следовательно, ассоциативны. 

2) Наличие нуля. Если умножить ноль на п, то получится 0: п0 = 0. 
Значит 0 принадлежит множеству Ат). 

3) Наличие обратных элементов. 

Возьмём в множестве А] произвольный элемент а: 

ае Ат. 

Во всей группе А к нему есть обратный —а: 

—а>ЕА. 

Обратным элементом к па является п(—а). Но па = 0, следователь- 
но, п(—а) является обратным элементом к нулю. А у нуля обратный 
элемент ноль. Значит, 

п(—а) = 0. 

Поэтому —а принадлежит множеству А]: 

—аЕе АМ. 

В итоге произвольный элемент из Ам] имеет обратный элемент в 
этом же множестве. Наличие обратных элементов доказано. 
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Мы доказали все свойства группы для множества А[п]. Следователь- 
но, множество А[ является подгруппой. Теорема, доказана. 


52.8 тт А = тАПпА, где т и п взаимно просты 


Теорема. Пусть т и п — взаимно простые числа: 

Е 

Тогда тт А = тАПпА. 

Доказательство. Докажем включение тт.А С тАПпА. 

Возьмём в множестве тий.А произвольный элемент т: 

хетпА. 

В множестве тю.А любой элемент имеет вид тпа, где а Е А. Такое 
же выражение можно записать и для элемента т: 

т = тпа для некоторого элемента а в группе А. 

Элемент па находится в группе А. Следовательно, элемент т(па) 
находится в подгруппе т: 

т =т(пА) Е тА. 

Элемент та находится в группе А. Следовательно, элемент п(та) 
находится в подгруппе п: 

т = тпа = пта = п(та) Е пА. 

Так как элемент х находится одновременно в подгруппах тА и ПА, 
то он находится в их пересечении: 

хетАпПпА. 

Получается, что произвольный элемент 5 из подгруппы 7%.А приналд- 
лежит пересечению тАПпА. Следовательно, все элементы подгруппы 
тп.А принадлежат пересечению т.А П п. А, что означает включение 

тт.А С тАпПпА. 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение т.АПпА С ттА. 

Возьмём в множестве т.А П п А произвольный элемент т: 

хетАпПпА. 

Так как х принадлежит пересечению множеств тА Пп.А, то он при- 
надлежит каждому множеству из пересечения: 

хтЕтТА, ТЕПА. 
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Раз т Е тА, то элемент х можно представить в виде та, геае А. 
Раз х Е пА, то элемент х можно представить в виде пб, гдебе А. В 
итоге 

#=та=76: 

Так как числа т и п, взаимно просты, то, по теореме из теории чисел, 
выполняется равенство 

т, + фт = 1, где зи $ — некоторые целые числа. 

Элемент т можно представить в виде 17. Заменим единицу на равное 
ей выражение 37% + фт: 

т = 1х = (т + тт. 

Раскроем скобки: 

(т + тух = эзтх + т. 

Заменим в первом слагаемом х на равный ему элемент пф, а во втором 
слагаемом заменим х на та: 

зтх + тх = вт(птб) + (та). 

Раскроем скобки: 

зт(пб) + т(та) = эттб + та. 

В обоих слагаемых присутствует множитель 77%. Вынесем его за скоб- 
ки: 

зттб + мита = тт(36 + №). 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения х к выражению 
тии 86 - та). Следовательно, эти выражения равны: 

т = тп($6 №). 

Выражение 36-Е {а — это сумма элементов из группы А. Благодаря за- 
мкнутости бинарной операции, сумма элементов группы принадлежит 
этой же группе: 

36 +1 Е А. 

Получается, что элемент 7/(36 + фа) принадлежит подгруппе тм.А: 

т = тп(86 + а) Е тт. 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент т из пересечения 
тА П пА принадлежит подгруппе тп.А. Следовательно, все элемен- 
ты пересечения т.А П пА принадлежат подгруппе тт.А, что означает 
включение 

тАпПпА С ттА. 
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Из противоположных включений 

тп А С тАПпА тАПпПА с тпА 

следует равенство 

ттА = тАПпА. 

Теорема доказана. 

Следствие. Пусть п — натуральное число. Рассмотрим его канониче- 
ское разложение на простые множители 

пр р ва. 

Тогда пА =р!АПрРАП...ПррА. 

Доказательство. Так как числа р1' ир›...рь не имеют общих дели- 
телей, то верно равенство 

ПА ао, ПЕ ПЕ Вы 

Из аналогичных соображений следует 

фа, АТФ, 

Так что общая формула принимает вид: 

И 

Мы можем и далее заменять в разложении р1'р>’...р„ произведение 
на пересечение, пока все произведения не заменятся на пересечения. В 
итоге получится 

ВЕ р. р АО Ар 

Следствие доказано. 


52.9 Связь периодической группы и группы без 
кручения 


Порядок элемента — это наименьшее натуральное число п, на которое 
нужно умножить элемент, чтобы получить 0. Если такого числа нет, то 
говорят, что элемент имеет бесконечный порядок. 

Теорема. Множество всех элементов конечного порядка является под- 
группой. 

Доказательство. 0) Замкнутость бинарной операции. 

Пусть аи 6 — произвольные элементы конечного порядка. Это озна- 
чает, что па = 0, ть = 0 для некоторых натуральных чисел п и т. 
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Сложим эти элементы: а + 6. Умножим сумму на число тп: 

тп(а + 6) = тпа + тиф = т(па) + п(тб) = то + пд = 0. 

Таким образом, сумма произвольных элементов конечного порядка 
является элементом конечного порядка. То есть, сложение не выводит 
за пределы множества, элементов конечного порядка. Замкнутость би- 
нарной операции проверена. 

1) Ассоциативность. Здесь везде элементы группы, и поэтому ассо- 
циативны. 

2) Наличие нуля. Ноль — это элемент конечного порядка, потому 
что его можно умножить на единицу, и получится ноль. Поэтому он 
принадлежит множеству элементов конечного порядка. 

3) Наличие обратных элементов. 

Возьмём произвольный элемент а конечного порядка: 

па = 0 для некоторого натурального числа п. 

Рассмотрим обратный к нему элемент —а. Элемент п(—а) является 
обратным к элементу па: 

па + п(—а) = п(а + (—а)) = п0 = 0. 

Но па = 0, следовательно, п(—а) — это элемент, обратный к 0. А 
обратный к нулю элемент равен нулю. То есть, и(—а) = 0. Таким обра- 
зом, элемент —а имеет конечный порядок, а значит принадлежит мно- 
жеству элементов конечного порядка. Обратные элементы к элементам 
множества, лежат в этом же множестве. Наличие обратных элементов 
доказано. 

Мы доказали все свойства группы для множества всех элементов ко- 
нечного порядка. Теорема, доказана. 

Определения. 

Периодическая группа — это группа, все элементы которой имеют 
конечный порядок. 

Максимальная периодическая подгруппа — это подгруппа, состоящая 
из всех элементов группы, имеющих конечный порядок. 

Группа без кручения — это группа, все элементы которой имеют бес- 
конечный порядок. 

Теорема. Факторгруппа по максимальной периодической подгруппе 
является группой без кручения. 
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Доказательство. Пусть 

А — группа, 

ТГ — её максимальная периодическая подгруппа, 

А/Т — факторгруппа. 

Допустим, теорема неверна: в факторгруппе А/Т есть ненулевой эле- 
мент конечного порядка. Обозначим его а: 

ае А/Т. 

Конечность порядка означает, что 

па = 0 для некоторого натурального числа п. 

Элемент факторгруппы — это смежный класс по подгруппе Т' в груп- 
пе А. Возьмём представитель а смежного класса а: 

аеа. 

Так как па = 0, то все элементы смежного класса а при умножении 
на п попадают в ноль факторгруппы, роль которого играет подгруппа 
И 

пае т. 

Раз па принадлежит подгруппе элементов конечного порядка, то и 
сам элемент па имеет конечный порядок. То есть, имеется некоторое 
число т, умножение на которое даёт в результате 0: 

т(па) = 0. 

Но в таком случае и элемент а имеет конечный порядок, ведь умно- 
жение на число тт даёт 0. Значит, элемент а принадлежит подгруппе 
УВ 

аеЕТ. 

Подгруппа Г — это смежный класс, соответствующий нулю фактор- 
группы А/Т. Раз а принадлежит одновременно смежному классу а и 
смежному классу Г, следовательно, эти смежные классы совпадают: 

РЁ. 

Получается, что а — это ноль факторгруппы, хотя мы предполагали, 
что он ненулевой. Допущение нарушения теоремы привело к противо- 
речию. Следовательно, в факторгруппе А/Т нет элементов конечного 
порядка, она является группой без кручения. Теорема доказана. 
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52.10 Подгруппа элементов, порядок которых не 
делится на р 


Теорема. Пусть Г’ — периодическая абелева группа, В — множество 
всех элементов из Г, порядок которых не делится на простое число р. 
Тогда множество В является подгруппой. 

Доказательство. 0) Замкнутость бинарной операции. 

Возьмём в множестве В два произвольных элемента, а и 6: 

а, бе В. 

Так как Г — периодическая группа, то элементы а и 6 обладают 
конечными порядками. Обозначим их соответственно 7 и п: 

ма по 

По определению множества ВБ, порядки т и п не делятся на р. Сло- 
жим элементы а и Би умножим их на число тп: 

тп(а + 6) = тпа + ттб = п(та) + т(пб) =0+0=0. 

Число тп обращает в ноль сумму элементов а + 6. Следовательно, 
число 7 кратно порядку элемента а -+ 6. Другими словами, порядок 
элемента, а - 6 является делителем числа 77. 

Так как числа т и п не имеют простого делителя р, то их произ- 
ведение 777, тоже не делится на р (это можно доказать, рассматривая 
разложение чисел т и п на простые множители. Их произведение не 
ведёт к появлению новых простых множителей). 

Допустим, порядок элемента а-6 делится на число р. Мы установили, 
что порядок элемента а - 6 делит число тт. Число р делит порядок 
а-+ 6, порядок а- 6 делит число тт. Следовательно, число р делит тт. 
Но до этого мы выяснили, что число тт не делится на р. Допущение 
делимости порядка элемента, а-6 на число р приводит к противоречию. 
Значит, порядок элемента, а - 6 не делится на р. 

То, что порядок элемента а-+ в не делится на р, означает, что элемент 
а + 6 принадлежит множеству В: 

а-+бе в. 

Получается, что сумма произвольных элементов из множества В при- 
надлежит этому же множеству. Бинарная операция в множестве В за- 
мкнута. Замкнутость бинарной операции доказана. 
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1) Ассоциативность. Множество В состоит из элементов группы, а 
они все ассоциативны. 

2) Наличие нуля. Ноль имеет порядок 1 (наименьшее натуральное 
число, умножение на которое обращает элемент в ноль). Число 1 не 
делится на число р. Следовательно, ноль принадлежит множеству В. 
Наличие нуля доказано. 

3) Наличие обратных элементов. 

Возьмём в множестве В произвольный элемент а: 

аеЕЗВ: 

Во всей группе Тк элементу а есть обратный —а. Порядок элемента 
а и его обратного —а одинаковый. Раз порядок элемента а не делится 
на р, значит и порядок элемента —а тоже не делится на р. Поэтому 
элемент —а принадлежит множеству Б: 

ЕВ. 

Получается, что произвольный элемент в множестве В имеет обралт- 
ный в этом же множестве. Следовательно, все элементы в множестве 
ВБ имеют обратные в этом же множестве. Наличие обратных элементов 
доказано. 

Мы доказали все свойства группы для множества В, а значит В яв- 
ляется подгруппой. Теорема доказана. 
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ГЛАВА 53 


Гомоморфизмы 


Перепишем определение гомоморфизма, из общего случая групп на слу- 
чай абелевых групп с их специфическими обозначениями. 

Определения. 

Отображение множества А в множество В — это правило, по кото- 
рому каждому элементу из А ставится в соответствие один элемент из 
В. 

Гомоморфизм группы А в группу В — это отображение } группы А 
в группу В с двумя условиями: 

1) сохранение бинарной операции: для любых элементов а,6 Е А 
выполняется тождество }(а - 5) = (а) + (0): 

2) сохранение операции взятия обратного элемента: для любого эле- 
мента, а Е А выполняется тождество 1(—а) = — (а). 


53.1 Сумма гомоморфизмов 


Пусть гомоморфизмы / и 4 отображают группу А в группу В. 

Определение. }-+9 — сумма гомоморфизмов ри 9 — это отображение, 
которое любому элементу а из А ставит в соответствие элемент }(а) + 
9(а). 

Теорема. Сумма гомоморфизмов является гомоморфизмом. 

Доказательство. Пусть Ги 9 — произвольные гомоморфизмы, отоб- 
ражающие из группы А в группу В. Проверим наличие свойств гомо- 
морфизма для суммы {+ 0. 

1) Сохранение бинарной операции. 

Возьмём в группе А два произвольных элемента а и 6: 

авЕА. 

Запишем действие отображения { + д на элемент а + 6: 

(У -+9)(а+5. 

Воспользуемся определением суммы отображений, то есть, раскроем 
первую скобку: 
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(-+9)(а-+ 5) = Да+ь) +9(а-5). 


По определению гомоморфизма, | и 4 сохраняют бинарную опера- 





ЦИЮ: 


Ка+5) = Да + ЛО), 9(а+5)= 9 (а) +90). 


Используем эти равенства для раскрытия оставшихся скобок: 


Г(а + 5) + 9(а- 5) = Ка) + (5) + 9(а) + 905). 


Гомоморфизмы ] и д отображают в абелеву группу В. Поэтому (5) 





и 9(а) — это элементы абелевой группы В, а значит, их можно пере- 
ставлять друг с другом. Переставим два средних члена суммы: 

Г(а) + Г(Ь) + 9(а) + 96) = (а) + (а) + ЛЬ) + 90). 

Теперь воспользуемся определением суммы отображений (}+49)(а) = 
Т(а) - 9(а) для собирания элементов формулы в скобки: 

К(а) + 9(а) + (6) + 96) = +9) (а) + (1+9)... 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения (} + 9)(а + 65) к 
выражению (}-+9)(а)-+(1-9)(5). Следовательно, эти выражения равны: 

(-+9)(а+5) = (У+9)(а) + (1+9). 

Получается, что отображение { + д сохраняет бинарную операцию. 

2) Сохранение операции взятия обратного элемента. 

Возьмём в группе А произвольный элемент а: 

ае А. 

Запишем действие суммы гомоморфизмов } - 4 на обратный элемент 
—а: 

(+ 9) (—а). 

Используем определение суммы гомоморфизмов для раскрытия пер- 
вых скобок: 

(Л +9)(-а) = + 9(—а). 

Для гомоморфизмов /[ и д операция взятия обратного элемента со- 
храняется: 

{(—а) =-Ка), 9(—а) =-9(а). 

Воспользуемся этими равенствами вынесения знака «—»: 

{(—а) + 9(—а) = -Л(а) — ч(а). 

В общей теории групи мы доказывали равенство (а6)_* = 61а". Для 
абелевых групп аналог этого равенства выглядит так: —(а--5) = —а— 6. 
Воспользуемся этим равенством, чтобы вынести знак «—» за, скобки: 
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— (а) — 9(а) = —(К(а) + 5(а)). 

Теперь снова, воспользуемся определением суммы гомоморфизмов: 

—(Л(а) + 9(а)) = —(1+9)(а). 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения (}- 9)(—а) к вы- 
ражению —({ + 9)(а). Следовательно, эти выражения равны: 

(+9) (—а) = -Ф+9(а) 

Таким образом, операция взятия обратного элемента сохраняется. 
Оба, свойства гомоморфизма для отображения /-+ 9 выполняются. Сле- 
довательно, | -+ д — гомоморфизм. Теорема доказана. 


53.2 Нош(А, В) является абелевой группой 


Определение. Нот(А, В) — это множество всех гомоморфизмов из груп- 
пы А в группу В. (Группы А и В абелевы.) 

Теорема. Нот(А, В) является абелевой группой. 

Доказательство. 0) Замкнутость бинарной операции. 

В параграфе «Сумма гомоморфизмов» доказана теорема о том, что 
сумма любых гомоморфизмов из А в В является гомоморфизмом из А 
в В. В Нощ(А, В) есть все гомоморфизмы из А в В, в том числе, их 
суммы. Следовательно, бинарная операция в Нош(А, В) замкнута. 

1) Ассоциативность. 

Возьмём в группе А произвольный элемент а: 

ае А. 

Возьмём в множестве Нот(А, В) произвольную тройку гомоморфиз- 
мов |, 9, В: 

Г, 9. ВЕ Нош(А, В). 

Каждый из этих гомоморфизмов отображает элемент а в некоторый 
элемент из группы ВБ. То есть, 

(а), (а), Ща) е В. 

Сложение гомоморфизмов {,9,№ приводит к сложению элементов 
Г(а), 9(а), (а) из группы В. Элементы группы ассоциативны, следо- 
вательно сумма }(а,) - 9(а) - №(а) не зависит от расстановки скобок. И 
так для любого элемента, из группы А. Поэтому все гомоморфизмы из 


Нот( А, В) ассоциативны. 
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2) Наличие нуля. 

Рассмотрим отображение 0 из группы А в нулевой элемент группы 
В. То есть 0(а) = 0 для любого элемента а Е А. Докажем свойства 
гомоморфизма. 

Сохранение бинарной операции. 

Возьмём в группе А два произвольных элемента, а1 и а2: 

аА1, а2 Е А. 

Каждый из этих элементов отображается нулевым отображением в 
ноль. В том числе, их сумма тоже отображается в ноль. Таким образом, 

О(а+6) =0=0+0 = 0(а) + 0(5). 

В итоге О(а - 6) = 0(а) - 0(5) — бинарная операция сохраняется. 

Сохранение операции взятия обратного элемента. 

Возьмём в группе А произвольный элемент а: 

ае А. 

Нулевой гомоморфизм отображает любые элементы в ноль, в том 
числе элемент а: 

О(а) = 0, 

и обратный к нему элемент: 

0(—а) = 0. 

Обратный элемент к нулю равен нулю: 

0 = —0. 

Воспользуемся этими равенствами для доказательства свойства, со- 
хранения операции взятия обратного элемента: 

0(—а) = 0 = —0 = —0(а). 

В итоге 0(—а) = —0(а) — это и есть свойство сохраения операции 
взятия обратного элемента. 

Все свойства, гомоморфизма для нулевого отображения выполняют- 
ся, следовательно 

ОЕ Нощ(А, В). 

Наличие нуля доказано. 

3) Наличие обратных элементов. 

Возьмём в множестве гомоморфизмов Нот(А, В) произвольный го- 
моморфизм {: 


ТЕ Нош(А, В). 
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Рассмотрим отображение — }, определённое следующим образом: каж- 
дому элементу а Е А ставится в соответствие элемент — { (а). То есть, 
чтобы найти — }(а), нужно взять элемент /(а), и потом взять от него 
обратный — ({(а)). Это замечание было сделано, чтобы обосновать ра- 
венство — (а) = —(1(а)), которое понадобится нам в доказательстве. 
Докажем, что отображение — } является гомоморфизмом. 

Сохранение бинарной операции. 

Возьмём произвольные два элемента а и 6 из группы А. 

—Ла+о = —(Да-5)) = (а) + Л6)) = -Да+(-Л о. 

В итоге 

мы и. 

Бинарная операция сохраняется. 

Сохранение операции взятия обратного элемента. 

Возьмём произвольный элемент а из А. 

ес не. 

В итоге 

в ео 

Операция взятия обратного элемента, сохраняется. 

Свойства гомоморфизма для отображения — } выполняются. — } яв- 
ляется гомоморфизмом. 

Гомоморфизм — { является обратным к гомоморфизму [, потому что 
их сумма отображает любой элемент а Е А в ноль: 

(а) - Га) =0. 

А значит, отображение } - (—1) является нулевым отображением. 
Поэтому свойство обратного элемента для — [ выполняется. Итак, для 
любого гомоморфизма } из множества Нот(А, В) существует обратный 
гомоморфзм -—] из этого же множества. Наличие обратных элементов 
доказано. 

4) Коммутативность. 

Возьмём в множестве Нот( А, В) два произвольных гомоморфизма } 
и 0: 

Г, 9 Е Нош(А, В). 

Возьмём в группе А произвольный элемент а: 

ае А. 
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Этот элемент отображается гомоморфизмами в группу В. Следова- 
тельно, элементы (а) и 9(а) — это элементы группы В. Группа В абе- 
лева, и все её элементы коммутируют, в том числе }(а) и 9(а). Таким 
образом, 

Т(а) - 9(а) = 9(а) + (а) для произвольного элемента, а Е А. 

Используем это для проверки коммутативности суммы гомоморфиз- 
мов Ги 0: 

(У +9)(а) = Ха) + (а) = (а) + Ка) = (9+ (а). 

Свойство коммутирования выполняется, 1+9 = 9+ } для произволь- 
ных гомоморфизмов } и 9 из Нощ(А, В). 

Все свойства абелевой группы для Нош(А, В) выполняются. Следо- 
вательно, множество Нот(А, В) является абелевой группой. Теорема 
доказана. 


53.3 Произведение гомоморфизмов 


Определение произведения гомоморфизмов. Пусть есть гомоморфизмы 

9: А-В и Г: В->С. 

Произведение № гомоморфизмов — это последовательное взятие го- 
моморфизмов, то есть отображение группы А в группу С' по правилу: 
каждому элементу а Е А ставится в соответствие элемент }(9(а)). То 
есть, 

Г9(а) = Г(9(а)). 

Теорема. Произведение гомоморфизмов является гомоморфизмом. 

Доказательство. 1) Сохранение бинарной операции. 

Возьмём в группе А два произвольных элемента а и 6: 

авЕА. 

Так как 9 — гомоморфизм, то он сохраняет бинарную операцию: 

9(а +5) = 9(а) + 9(6). 

Так как } — гомоморфизм, то он сохраняет бинарную операцию: 

Г(9(а) + 9(6)) = Л(9(а)) + 190). 

Используем эти равенства для проверки сохранения бинарной опера- 
ЦИИ: 

Х9(а +5) = (а +5)) = Л(9(а) + 96) = 
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= Л(9(а)) + Л(9(5)) = Л9(а) + Ля). 

Бинарная операция сохраняется. 

2) Сохранение операции взятия обратного элемента. 

Возьмём в множестве А произвольный элемент а: 

ае А. 

Так как 9 — гомоморфизм, то он сохраняет операцию взятия обрат- 
ного элемента: 

9(а) = —9(а). 

Аналогично для гомоморфизма Г]: 

{(—(9(а)) = —Л(9(а)). 

Используем эти равенства для проверки сохранения операции взятия 
обратного элемента: 

Г9(—а) = 1(9(—а)) = /(—9(а)) = —Л(9(а)) = —Ло(а). 

Операция взятия обратного элемента, сохраняется. 

Все свойства гомоморфизма выполняются, следовательно, произве- 
дение {д — гомоморфизм. Теорема доказана. 

Теорема. Произведения гомоморфизмов ассоциативны. 

Доказательство. Возьмём любые три гомоморфизма {, 9, №: 

А-В, 9В->С, Г:С->0. 

Возьмём в группе А произвольный элемент а: 

ае А. 

Гомоморфизм й, отображает а в 6. Гомоморфизм д отображает В в с. 
Гомоморфизм { отображает с в 4. Выпишем соответствующие равен- 
ства: 

п) =5. ое Пе =а 

Произведение гомоморфизмов 9й отображает элемент а в элемент 

9й(а) = 9(Ва)) = 9(5) = с. 

Произведение гомоморфизмов {и 9й отображает элемент а в 

Х(9®)(а) = Л(9ща)) = Л(с) = 4. 

Итак, гомоморфизм }(9№) отображает а в 4. 

Гомоморфизм [4 отображает В в 

Х9(5) = /(9(6)) = Л(с) = 4. 

Гомоморфизм РА отображает а в 6. Произведение гомоморфизмов [9 
и р отображает а в 
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(Та) Ща) = Л9(Ща)) = 19(6) = 4. 

То есть, гомоморфизм (}9)й отображает элемент а в 4. Точно так 
же, как и гомоморфизм }(91). Мы выбирали элемент а Е А произ- 
вольным, следовательно, гомоморфизмы (19)й и }(9№) являются оди- 
наковыми отображениями. Раз (19)й = } (9%), то гомоморфизмы Г, 9, В 
ассоциативны в произведениях. Мы выбирали эти гомоморфизмы про- 
извольными, следовательно, все гомоморфизмы ассоциативны при про- 
изведениях. Теорема доказана. 

Теорема. Гомоморфизмы дистрибутивны. То есть. Пусть гомомор- 
физмы ди № отображают группу А в группу В. А гомоморфизм ] 
отображает группу В в группу С’. Тогда 

Качв) = 19+ ЛЬ 

Доказательство. Возьмём в группе А произвольный элемент а: 

ае А. 

Запишем действие на него гомоморфизма }(9 - №): 

Г(9+т)(а). 

Воспользуемся определением произведения гомоморфизмов как по- 
следовательного взятия гомоморфизмов: 

Ка (а) = Ла +№)(а)). 

Воспользуемся определением суммы гомоморфизмов, чтобы раскрыть 
скобку (9+1): 

(9 ®)(а)) = Х(9(а) + Ма)). 

Гомоморфизмы 4 и № отображают элемент а в элементы из группы 
В, то есть 9(а), Р(а) Е В. Так как } — гомоморфизм из В в С, то он 
сохраняет операцию сложения элементов 9(а), (а) Е В: 

Г(9(а) + Ма)) = Г(9(а)) + (а). 

Воспользуемся определением произведения гомоморфизмов, чтобы 
перевести последовательное взятие гомоморфизмов в их произведение: 

К(9(а)) + (Ка) = Ло(а) + Лца) 

Воспользуемся определением суммы гомоморфизмов: 

Х9(а) + ЛКа) = (9 + №)(а). 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения (9 - 1)(а) к вы- 
ражению (149 + 1№)(а). Следовательно, эти выражения равны: 


Г(9+п)(а) = (19+ №)(а). 
954 


Получается, что отображения }(9-- №) и №9 -+ }№ отображают произ- 
вольный элемент а Е А одинаково. А значит, эти отображения одина- 
ковы: 


К9+ 1) = Л9+ Л. 


Дистрибутивность гомоморфизмов доказана. Теорема доказана. 
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ГЛАВА 54 


Важная теорема из теории чисел 


В теории абелевых групи часто используется следующая теорема из 
теории чисел. 

Определения. (т, п) — наибольший общий делитель чисел т и п. То 
есть, наибольшее число, которое делит оба числа, т и п. 

Линейная комбинация от чисел т и п — это сумма этих чисел, умно- 
женных на некоторые целые коэффициенты, то есть Ат + [1, гдеки[ 
— целые числа. 

Теорема. Если у двух целых чисел т и п нет общего делителя (обо- 
значается (т, п) = 1), то существуют целые числа 3 и # такие, что 
выполняется равенство 

т, - 91 = 1. 

Доказательство. Допустим, что теорема не выполняется. Рассмотрим 
множество всех возможных линейных комбинаций {Кт-[т%}, с целыми 
коэффициентами К и [. Каждая линейная комбинация равна какому- 
то целому числу. Возьмём наименьшее положительное из этих чисел. 
Обозначим его 4. Так как мы допустили, что теорема не выполняется, 
то 4 = 1. Итак, мы имеем линейную комбинацию 

т, + т = 4, где зи # — целые числа. 

Числа т и п не могут одновременно делиться на 4, потому что то- 
гда у них будет общий делитель, что противречит условию теоремы. 
Следовательно, хотя бы одно из чисел т и п не делится на 4. Пусть 
это будет число т (если бы было число п, то можно было бы просто 
поменять соответствующие буквы, доказательство принципиально не 
изменилось). 

Рассмотрим линейную комбинацию 17 + 0п = т. Она принадлежит 
множеству линейных комбинаций и при этом положительна, а значит 
её значение 77, не может быть меньше минимального значения 4. Таким 
образом, мы установили неравенство 

т > 4. 

Раз т > 4, то т можно разделить на 4 с остатком: 
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т = аа-+6. 

Остаток 6 должен быть меньше делителя 4. И при этом он неравен 
нулю, ведь т на 4 не делится. Выразим В в этом равенстве: 

Ь = т — а4. 

Подставим в это выражение вместо 4 линейную комбинацию {4 = 
ЗЕ: 

р = т — а(зт + т). 

Раскроем скобки 

р = т — азт — ат = (1 — аз)т — ат. 

(1 — аз)т — ат — это линейная комбинация от элементов 7% и п, а 
значит, она входит в множество линейных комбинаций. Эта линейная 
комбинация равна 6. А 6 < а (5 — остаток от деления на 4). Мы по- 
лучили положительную линейную комбинацию, которая меньше мини- 
мальной. Допущение о нарушении теоремы приводит к противоречию. 
Следовательно, 4 = 1. Теорема, доказана. 

Замечание к доказательству. Можно подумать, что если повторить те 
же самые рассуждения при 4 = 1, то мы снова придём к противоречию. 
Но это не так, потому что единица является делителем (тривиальным) 
чисел т и п, так что мы не можем разделить на единицу, получив оста- 
ток. В итоге те же самые рассуждения провести не удастся, и прийти 
к противоречию не получится. 

Обобщим предыдущую теорему на случай многих чисел. 


Теорема. Пусть 71, 72,...,Пь — целые числа, не имеющие общего де- 
лителя, то есть (й1,72,...,Пк) = 1. Тогда существуют такие целые чис- 
ла 31, 32,..., Зк, ЧТо выполняется равенство 3174 + 3202 +...-+ ЗП = 1. 


Доказательство. Будем доказывать по индукции. Для случая двух 
чисел уже доказано. Допустим, что теорема доказана для случая К — 1 
чисел. 

Пусть (пл, 72,..., Пк) = 1. Возьмём первые К — 1 чисел пл,...,Яр_1. 
Условие отсутствия делителя касается всех К чисел. Когда же мы берём 
только некоторые из них, то у них может быть общий делитель. 

Обозначение. 4 = (п1,...,Ик_1) — наибольший общий делитель пер- 
вых (К — 1 чисел. 

Разделим все эти числа на их общий делитель. У полученных чисел 
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теперь нет общего делителя: 

а. и! 

Для них работает теорема: существуют такие целые числа #1,..., 1, 
что выполняется равенство 

Н.Г = 1. 

Умножим обе части равенства, на 4 

Ни +... ВЫ ПА1 = 4. 

Лемма. Числа (и пу не имеют общего делителя. 

Доказательство. По условию, числа пл1,..., Пк не имеют общего дели- 
теля. Числа п1,...,Пь_1 имеют общий делитель 4. Допустим числа и 
ти. имеют общий делитель. Обозначим его @'. Числа п1,...,Пк_1 делятся 
на число 4, а число 4 делится на 4. Следовательно, числа 71,..., Пк 
делятся на число (1. И в то же время число п» тоже делится на (.. 
Получается, что число 4 является делителем всех Ё чисел 71,...,Пк, 
что противоречит условию. Допущение существования общего делите- 
ля чисел 4 и пу приводит к противоречию, поэтому 4 и пк не имеют 
общего делителя. Лемма доказана. 

Раз 4 и пк не имеют общего делителя, то есть, (4, пу) = 1, то для них 
выполняется теорема: существуют такие числа 3 и 3х, что выполняется 
равенство $4 -+ зп, = 1. Подставим теперь вместо 4 выражение 1 = 
Ни +... + Пт: 

(Нил +... -+ т] + зип = 1. 

Раскроем скобки 

НП: +... ЗП + ЗАП = 1. 

Переобозначим коэффициенты: 3& = $; (1 = 1,2,....©-1) 

1 +... + ЗЕ 1 + 8АПь = 1. 

Мы пришли к формуле, какая указана, в теореме. 

Мы доказали, что если теорема верна в случае А — 1 чисел п», то она 
выполняется и в случае А чисел п;. Значит, теорема верна для любого 
количества, чисел 7. Теорема доказана. 

Обобщим предыдущую теорему на случай, если у чисел ти, 72,...,Пь 
есть общий делитель. 

Теорема. Пусть 71, 72,...,Пх — целые числа, наибольший общий де- 
литель 4 которых равен 
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Е (ИИ ть). 


Тогда существуют такие целые числа, 31, $2,..., 5%, что выполняется 
равенство 
17 + 82702 +... + з&Пу = 4. 
Доказательство. Поделим числа п1,72,...,Пх на их наибольший об- 
щий делитель 4. Теперь у чисел "1, "7,...,“® нет общего делителя: 
(пл п м) = 
Гм 9 Гм ) ооо ) Гм . 


Для полученных чисел выполняется предыдущая теорема: существу- 
ют такие целые числа $1, 52,...,3к, что выполняется равенство 

О Е = 

Умножим обе части этого равенства на число 4, что приведёт к со- 
кращению знаменателей: 

17 + 82702 +... + ЗЕ = 4. 

Таким образом, мы пришли к утверждению теоремы. Теорема дока- 
зана. 
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ГЛАВА 55 


Циклические группы 


Определение. Циклическая группа, — это группа, порождённая одним 
элементом. 


55.1 Подгруппа циклической группы циклическая 


Теорема. Подгруппа циклической группы является циклической груп- 
ПОЙ. 

Доказательство. Допустим, что это не так: в циклической группе А = 
(а) есть подгруппа В, не являющаяся циклической: 

Ва 

Все элементы циклической группы имеют вид па, где п, — целое чис- 
ло. Следовательно, элементы циклической группы полностью опреде- 
ляются коэффициентом п. Возьмём в подгруппе В элемент, у которого 
коэффициент является минимальным из положительных коэффициен- 
тов. Обозначим этот коэффициент пи. Соответствующий элемент бу- 
дет пита: 

пила Е В. 

Элемент йтжа образует подгруппу (пишжа), которая является цикли- 
ческой. Так как образующий элемент пила принадлежит подгруппе В, 
то вся циклическая группа (йижа) включается в В: 

(пума) — В. 

При этом подгруппа В циклической не является, и поэтому не может 
совпадать с подгруппой (птша): 

(нина) 5 В: 

Следовательно, в подгруппе В есть элемент, который не входит в 
подгруппу (пиша). Обозначим этот элемент та: 

тае В, та@ (птта). 

В подгруппу (пижа) входят все элементы вида Кйта, где К — целое 
число. То есть, все коэффициенты элементов группы (йиша) делятся 
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на И. Раз элемент та не входит в подгруппу (птиа), то его коэф- 
фициент т не делится на Пихи. 

Пусть 4 — наибольший общий делитель чисел т® и Пт. Тогда по 
теореме из теории чисел существуют два целых числа $ и Ё такие, что 

ЗЕЕ, 

Возьмём образующий элемент а группы А, умножим его на число 4, 
а, затем воспользуемся формулой выше: 

аа = (т + ит) а = зта - тина = (та) + пита). 

Элементы та и пита принадлежат подгруппе В. Сложение и умно- 
жение на число элементов подгруппы не выводит за пределы подгруп- 
пы. Следовательно, элемент, равный линейной комбинации 3(та) НР 
пита), находится внутри подгруппы В. И этот элемент равен а: 

аае В. 

Коэффициент 4 является делителем числа Пти, и при этом нера- 
вен ему, иначе бы пт» = 4 делил коэффициент т, возможность че- 
го мы исключили. Таким образом, элемент аа входит в подгруппу ВБ, 
и при это коэффициент 4 меньше минимального коэффициента Ятит, 
чего не может быть. Допущение о существовании нециклической под- 
группы внутри циклической привело к противоречию. Следовательно, 
таких подгрупп в циклической группе нет, все её подгруппы цикличе- 
ские. Теорема доказана. 


55.2 Порядок циклической подгруппы 


Теорема. Пусть А = (а) — циклическая группа порядка п, то есть па = 
0. Возьмём некоторое целое число 7%. Тогда подгруппа В = (та) имеет 
порядок у, где 4 = (т, п) — наибольший общий делитель чисел т и п. 
Доказательство. Так как числа т и п имеют наибольший общий де- 
литель 4, то существуют такие числа $, что выполняется равенство 
т, - т = 4. 
Умножим образующий а подгруппы А на число 4 и воспользуемся 
формулой зт - т = 4, а также тем, что па = 0: 
аа = (т, + т)а = эта + та = (та) + Кпа) = (та) + Ю = з(та). 
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Получилось, что элемент 4а равен образующему элементу та под- 
группы В, умноженному на число $. Умножение элементов подгруппы 
на число не выводит за пределы подгруппы, следовательно элемент аа 
принадлежит В = (та): 

аа е В = (та). 

Лемма. (4а) = (та) = В. 

Доказательство. Докажем включение (44а) С В. 

Выше мы пришли к тому, что 4а Е В = (та). Группа (аа) состоит 
из элементов, образованных с помощью умножения элемента аа на це- 
лое число. Умножение на целое число не выводит элемент за пределы 
подгруппы. Следовательно, все элементы подгруппы (4а) принадлежат 
подгруппе В: 

(аа) © В. 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение В С (аа). 

В подгруппу (4а) входят все элементы вида Ка, где число К целое. 
То есть, подгруппа (4а) состоит из всех элементов с коэффициентами, 
которые делятся на 4. Число 4 по своему определению является дели- 
телем числа т, следовательно, элемент та включается в группу (аа). 
Раз образующий элемент подгруппы В включается в группу (4а), то и 
вся группа В включается в (4а): 

ВС (аа). 

Обратное включение доказано. 

Из противоположных включений 

(4а) < В, ВС (аа) 

следует равенство 

(по Ва) 

Лемма доказана. 

По определению числа 4 = (т, п), оно является делителем числа п, 
которое является порядком группы А = (а). Если умножить число 4 


на число 7, то получим число п — порядок элемента а. Поэтому, если 


п, 


умножить элемент 4а на целое число т, 


аа = а 


ТО ПОЛУЧИТСЯ НОЛЬ: 


Если умножать на, меньшие числа, чем “, то ноль не получится, пото- 
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му что порядок элемента, — это наименьшее зануляющее его число. По- 
этому, если мы будем перечислять элементы группы (аа: 0, 1а, 2а, За..., 
то будем получать каждый раз новые ненулевые элементы, но начиная 
с коэффициента, 7 получится 0, и с этого момента, элементы в перечис- 
лении будут повторяться. В итоге неповторяющиеся элементы имеют 
коэффициенты при а в пределах от 0 до 1 — 1. Количество этих чисел 
равно 7. То есть, подгруппа (4а) состоит из 7 элементов: 

(а) = 

Из равенства (4а) = В = (та) следует, что подгруппа В = (та) 
имеет порядок 7: 

(тай = 

как и указанно в теореме. Теорема доказана. 

Следствие. Рассмотрим циклическую группу А = (а) с образующим 
а. Пусть порядок группы А равен п. Рассмотрим все элементы вида 
та, где целое число т не имеет общих делителей с порядком группы 
т: 


[И 

Тогда все эти элементы вида та являются образующими группы А, 
то есть 

(та) = А = (а). 


Доказательство. В теореме мы доказали, что подгруппа (та) имеет 
порядок, равный 1, где 4 — наибольший общий делитель чисел т и 
п. Но эти числа, по условию следствия, не имеют общих делителей. 
Следовательно, число 4 = 1, а порядок подгруппы (та) равен п и 
совпадает с порядком всей группы А. Раз количество элементов группы 
и её подгруппы совпадают, то и группа, А совпадает со своей подгруппой 
(па). Таким образом, любой элемент вида та, где (т, т) = 1, является 


образующим для всей группы А. Следствие доказано. 


55.3 Существование и единственность подгруппы 
определенного порядка 


Теорема. Рассмотрим конечную циклическую группу (а) порядка п: 
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(== 

Для любого числа т, являющегося делителем порядка группы п, 
существует подгруппа порядка т, причём она единственна. 

Доказательство. Пусть число т делит порядок п группы (а). Рас- 
смотрим подгруппу (та). У чисел ^ и п наибольший общий делитель 
равен ^, следовательно, порядок подгруппы ("а) равен п/п = т. Та- 
ким образом, мы нашли подгруппу порядка т. 

Теперь докажем единственность подгруппы порядка т. В группе (а) 
есть подгруппа (Га) порядка 1%. Допустим, что в (а) есть другая под- 
группа порядка 7. Любая подгруппа циклической группы цикличе- 
ская, поэтому гипотетическая подгруппа имеет вид ([а). 

Лемма. Образующий элемент [а не может быть среди элементов под- 
группы (га). 

Доказательство. Допустим, что это не так: образующий [а принадле- 
жит подгрупие (21а): 

[ае (та). 

Тогда (14) будет подгрупой группы (па): 

(а) © (па) 

Так как у подгрупи (1) и (а) одинаковые порядки, и одна из них 
является подгруппой в другой, то они равны: 

(а) = (в. 

Но в допущении в основной части доказательства теоремы мы пред- 
полагаем, что подгруппы ([а) и (Па) должны быть разными. Допуще- 
ние принадлежности [а Е (Га) привело к противоречию с допущени- 
ем из основной части теоремы о неравенстве подгрупп. Следовательно, 


элемент [а не принадлежит подгруппе (*а): 


7% 

[а ® (Та). 

Лемма доказана. 

Лемма. Число [ некратно числу 7. 

Доказательство. Все элементы с коэффициентом, кратным числу ^^, 

т, 

лежат в подгруппе (^а). Так как элемент [а # (та), то коэффициент [ 
не может быть кратен „.. Лемма доказана. 

В параграфе «Порядок элемента» доказана теорема о том, что если 


а — элемент порядка п, и та = 0, то число т делится на п. 'Го есть 
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т = Еп для некоторого целого числа К. 

Так как элемент [а является образующим циклической подгруппы 
порядка т, то 

па = 0. 

Следовательно, число и делится на ® (порядок элемента а), то есть 

ан НИ 

Отсюда 

[=А.. 

Оказывается, что [ всё-таки кратно „., хотя в лемме выше мы уста- 
новили, что оно некратно. Получается противоречие. Допущение о на- 
личии различных групи порядка т приводит к противоречию, следо- 
вательно, подгруппа порядка т единственна. Теорема доказана. 


55.4 Факторгруппа циклической группы 
циклическая 


Теорема. Рассмотрим циклическую группу (а), порождённую элемен- 
том а. Пусть натуральное число п делит порядок группы (а) (в слу- 
чае бесконечного порядка группы число и произвольно). Тогда фак- 
торгруппа (а) /(па) является циклической группой порядка п. 
Доказательство. Элементы подгруппы (па) имеют вид Кпа, где К — 
целое число. То есть, коэффициенты всех элементов из (па) делятся на 
число п. 
Возьмём в группе (а) произвольный элемент та: 
та Е (а). 
Разделим число т на п с остатком: 
т = ап т, 
где 4 — целое число, а остаток т может принимать значения 0, 1, 2, 
..,П — 1. Элемент дпа принадлежит подгруппе (па): 
дпа Е (па). 
Таким образом, элемент та принадлежит смежному классу по под- 
группе (па) с представителем га: 
та, = дпа + та Е та + (па). 
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Мы установили, что произвольный элемент та из группы (а) нахо- 
дится внутри смежного класса по подгруппе (па) с представителем га 
(для некоторого г из перечисленного набора чисел). Следовательно, все 
элементы группы (а) находятся в смежных классах по подгруппе (па) 
с представителями та (т = 0,1,2,...,п-Т). Для нас важно, что в этом 
наборе смежных классов находятся все смежные классы по подгруппе 
(па) (потому что этот набор покрывает всю группу (а)). 

Лемма. Смежные классы по подгруппе (па) с разными представи- 
телями та, где т принимает значение из множества 0,1,2,...,® — 1, 
разные для разных чисел г. 

Доказательство. Допустим обратное: два смежных класса, т1а + (па) 
и Гоа + (па) совпадают при несовпадающих числах т1 и то: 

т1а + (па) = тоа + (па), ту 2 то. 

Тогда, элемент г1а находится в смежном классе тоа + (па): 

71а Е та + (па). 

Из этого следует, что число 71 можно получить из числа 72 прибав- 
лением к нему некоторого числа кп, кратного п: 

71 = Го + Ап. 

Получается, что 71 — 72 кратно п. Но среди чисел 0,1,2,...,п — 1, 
значения которых имеют числа 71, 72, наибольшая разница может быть 
между числами п — Ти 0. Она равна п — 1. Это число меньше п и 
не может быть кратно ему. Остальные варианты ещё меньше. Разница 
между 71 и 72 не может быть равна нулю, потому что мы выбирали раз- 
ные числа 71 и 72. Таким образом, допущение о совпадении смежных 
классов для разных чисел 11 и 72 приводит к невозможной ситуации. 
Следовательно, совпадение смежных классов при разных 7; невозмож- 
но. Лемма доказана. 

Итак, представители 0, 1а,2а,..., (п—Т)а образуют все смежные клас- 
сы группы (а), и при этом среди смежных классов нет повторяющихся. 
Раз представителей и штук, следовательно, количество смежных клас- 
сов равно 7%. Другими словами, порядок факторгруппы (а) / (па) равен 
п. При этом, умножая представитель 1а на целые числа, мы можем 
получить все остальные представители. А значит, умножая смежный 
класс 1а + (па) на целые числа, мы можем получить все остальные 
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смежные классы. Поэтому факторгруппа (а)/(па) циклическая. Тео- 
рема доказана. 

Замечание. В конце доказательства мы производим умножение смеж- 
ного класса 1а-+ (па) на целые числа. Из-за, того, что некоторые элемен- 
ты подгруппы (па) обращаются в ноль при умножении на некоторые 
числа, можно подумать, что некоторые элементы обратятся в ноль и 
вместо смежного класса мы получим какой-то кусок смежного класса. 
Ошибка такого суждения заключается в том, что мы мысленно умно- 
жаем каждый элемент из подгруппы (па). На самом деле умножение 
на число — это многократное сложение группы с самой собой. А когда 
группа складывается сама, с собой, то складываются не соответствую- 
щие элементы (а + а, 6-5), но и вообще все элементы со всеми скла- 
дываются (не только а + а, ноиа -+ 5). В итоге умножение группы на 
число даёт саму группу. 

Но всё же ошибочный ход мысли закономерен, потому что в других 
местах мы пользуемся определением подгруппы п.А, где как раз про- 
изводится умножение каждого элемента (многократное сложение эле- 
мента, с самим собой без перемептивания с другими элементами). Такая 
ситуация является недостатком системы обозначений в теории абеле- 
вых групп. Но в виду того, что такого рода проблемы встречаются на- 
столько редко, что не вызывают особых беспокойств, то нет мотивации 
вносить коррективы в терминологию. Достаточно обойтись замечани- 
ем. 

Теорема. Факторгруппа циклической группы является циклической 
группой. 

Доказательство. В циклической группе любая подгруппа является 
циклической, и поэтому образуется одним элементом. В предыдущей 
теореме мы доказали, что в случае бесконечной циклической группы 
Е = (а) любая подгруппа (па) имеет циклическую факторгруппу. То 
же самое касается конечной циклической группы (а) с подгруппой (па), 
где число й делит порядок группы. Остаётся рассмотреть случай конеч- 
ной циклической группы (а) с подгруппой (па), когда число п не делит 
порядок группы. Докажем мы это, рассмотрев произвольную подгруп- 
пу и показав, что в ней можно найти образующий элемент, коэффици- 
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ент при котором делит порядок группы. 

Пусть циклическая группа (а) имеет порядок 7. Рассмотрим в ней 
произвольную подгруппу порядка %. Произведение порядка подгруппы 
на её индекс равно порядку группы. Следовательно, порядок подгруп- 
пы п должен быть делителем порядка группы т. При этом подгруппа 
порядка п должна быть единственной. Подгруппа ("а) имеет порядок 
п, поэтому она является именно той подгруппой, которую мы стали рас- 
сматривать. Коэффициент “делит порядок группы (а), следователь- 
но, для него выполняется доказанная выше теорема, и факторгруппа 
(а)/ (а) является циклической. 

Таким образом, в циклической группе факторгруппа по любой под- 


группе является циклической. Теорема доказана. 
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ГЛАВА 56 


Высоты в 9-группе 


Определения. 

р-группа — это группа, все элементы которой имеют порядок, равный 
простому числу р в некоторой степени. 

Высота #(а) элемента а — это наибольшее неотрицательное целое 
число 7, для которого есть элемент 1 такой, что р’х = а. (Высота, — 
это степень Г числа р, при котором р’ — это максимальный делитель 
элемента, а). 

Теорема. Пусть элементы 61 и 65 имеют разные высоты. 'Гогда высота 
суммы 61 - 65 равна наименьшей из высот й (61) и (65). 

Доказательство. Пусть 

®(Ь1) — 7%, (65) = п. 

Тогда 

ы=р"а1, 65 = "аз. 

Рассмотрим случай, когда т < п (случай 77 > п доказывается ана- 
логично). Тогда п, = т - 4, где 4 — целое число больше нуля: 4 > 1. 

+ > = рта1 + раз = рта: + р" Чар = р"(ал + р9а>). 

Так как перед скобкой стоит множитель р", то высота элемента 61-65 
не меньше т: 

(Ы Ни 65) > т. 

Допустим, высота элемента, 61 +65 больше числа т, то есть (1-65) > 
т. Тогда 

Ы + 5 = р"! для некоторого элемента, 5. 

Подставим в это равенство выражения @ = р"ат, 65 = раз = р"рЧа: 

р” = В = рта + р”рба2. 

Выразим из этого равенства, слагаемое р”"ал: 

рта = рт — р”рбаз = р” — р’ та), 

при этом 4—1 > 0, так как 4 > 1. Получается, что у М = "а 
высота не 7%, а т-1, или даже больше. Допущение, что высота элемента 
Ь, 6> больше числа т, привело к противоречию с определением высоты 
элемента 61. Следовательно, высота 61 + 65 не больше т: 
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(Ы к 65) И, 

И вто же время выше мы доказали, что А (61 + 65) > т. Значит, она 
равна т: 

(Ы и 65) = т. 

То есть, высота суммы двух элементов 61 -+ 65 равна наименьшей из 
высот элементов 61 и 62. Теорема доказана. 

Теорема. При сумме элементов с одинаковой высотой высота не умень- 
шается. 

Доказательство. Пусть элементы 61 и 62 имеют высоту п. Следова- 
тельно, 

= ра, 65 = р'а>. 

Сложим эти элементы: 

1 + 65 = р’ал + р"а2 = р"(а1 + а). 

Если элемент а1 + а2 = 0, то высота не меньше п. Если а1 + аз = 0, 
то 61 + 6> = 0, ау нуля высота бесконечна (0 = р"О для любого г). В 
любом случае высота, не уменьшается. Теорема доказана. 

Теорема. Множество всех элементов группы с высотой, не меньшей 
некоторого числа, %, является подгруппой. 

Доказательство. 0) Замкнутость бинарной операции. 

Возьмём произвольные два элемента, а и 6, высота, которых не меньше 
некоторого числа, %. Если высота, у а и 6 разная, то их сумма будет иметь 
высоту одного из этих элементов, а значит, не меньше числа п. Если 
высота у аи 6 одинаковая, то их сумма будет иметь высоту не меньше, 
чем у элементов, а значит, не меньше числа %. Таким образом, в любом 
случае сумма элементов из рассматриваемого множества принадлежит 
этому же множеству. Замкнутость бинарной операции доказана. 

1) Ассоциативность. Мы рассматриваем множество из элементов груп- 
пы, а они ассоциативны. 

2) Наличие нуля. 

Ноль имеет бесконечную высоту, бесконечность превосходит любое 
конечное число. Поэтому ноль входит в множество элементов, высота 
которых не меньше числа п. 

3) Наличие обратных элементов. 

Возьмём произвольный элемент а, у которого высота не меньше чис- 
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ла п. Это значит, что существует такой элемент 6, что а = р"б. Возьмём 
элемент —6 и умножим его на число р", получаем р"(—6) = —р"6. Эле- 
мент —р"б является обратным к элементу р"б = а, и при этом его высота 
не меньше 7%. Следовательно, обратный элемент к произвольному эле- 
менту а из изучаемого множества принадлежит этому же множеству. 
Наличие обратных элементов доказано. 

Все свойства группы доказаны, следовательно, множество всех эле- 
ментов группы, с высотой не меньше п, является подгруппой. Теорема 
доказана. 

Теорема. Высота образа {(а) элемента а при гомоморфизме } не 
меньше высоты самого элемента: 

(а) < ЖХа)). 

(При гомоморфизмах высота элементов не уменьшается.) 

Доказательство. Рассмотрим произвольный гомоморфизм { из груп- 
пы А в группу В. Возьмём в А произвольный элемент а: 

ае А. 

Он отображается в элемент 6 Е В, то есть 

(а) =. 

Высоту элемента, а обозначим буквой п. Это значит, что существует 
элемент а’ Е А такой, что 

а= та, 

Обозначим В элемент, в который отображается элемент а’, то есть 

Ка’) =. 

Умножение элемента а’ на число р" означает сумму р” элементов 
а’. Гомоморфизм сохраняет сумму, поэтому сумма р" элементов а’ при 
гомоморфизме } перейдёт в сумму р" элементов 6': 

р = Г(а) = Л(р"а’) =р"Л(а) = рб. 

Мы пришли к тому, что 

бЕЮТЬ 

то есть, у элемента 6 высота, не меньше числа, п. У образа 6 произ- 
вольного элемента а высота, не меньше высоты а: 

(а) < ВБ. 

Следовательно, при гомоморфизмах высота, элементов не уменьша- 
ется. Теорема, доказана. 
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ГЛАВА 57 


Общая теория прямых сумм 


57.1 Определение прямой суммы и прямого 
произведения 


Напоминание. В общей теории групп мы вводили определение прямого 
произведения Ах В групп А и В как множество всех пар (а, 6), гдеа Е 
А, БЕ В. Операция произведения на парах определяется следующим 
образом: 

(ал, 61) - (42, 62) = (ала2, 6165). 

В теории абелевых групп используют изменённую терминологию. То, 
что в общей теории групи называют прямым произведением и обозна- 
чают знаком х, в теории абелевых групп называют прямой суммой и 
обозначают знаком Ф. 

При этом, в теории абелевых групи также есть термин «прямое про- 
изведение», но отличие от термина «прямая сумма» возникает только 
в случае бесконечного числа групп. Рассмотрим это отличие. 

Пусть { А; ег — бесконечное число групп, проиндексированных ин- 
дексами 1 из множества /. 

Вектор (...,а;,...) — это множество элементов по одному из каждой 
группы А.;. 

[]=‚ А; — прямое произведение групп {Ах }+=г — это множество всех 
векторов (. г ре: .) с покомпонентной операцией сложения: 

ОО бы О ОВО де Оба. 

ФегА; — прямая сумма групп {А; +ег — это множество всех векто- 
ров (...,а;,...), в которых только конечное число элементов отличны 
от нуля, а остальные равны нулю. Сложение покомпонентное, как и в 
прямом произведении. 

В случае конечного числа групи А; прямая сумма и прямое произ- 
ведение совпадают. В случае бесконечного количества, прямая сумма 
является подмножеством прямого произведения, потому что в прямой 
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сумме имеются не все возможные вектора, а только те, у которых лишь 
конечное число ненулевых компонент. 


Теорема. Прямое произведение |]‚-, А; множества абелевых групп 


ЕТ 
{ А; сг является абелевой группой. 

Доказательство. 0) Замкнутость бинарной операции. 

Возьмём два произвольных вектора (...,а;,...)и(...,6,...) из пря- 
мого произведения | |‚-, А;. Их сумма 

а о аб лна абьа 

тоже является вектором. По определению, прямое произведение со- 
стоит из всех векторов, каждая 1-я компонента которых принадлежит 
группе 4;. Каждая компонента а; + В; вектора принадлежит соответ- 
ствующей группе А;, и поэтому вектор 

[бб] 

принадлежит прямому произведению ]||,-, Ах. То есть, сумма про- 
извольных векторов из прямого произведения принадлежит ему же, 
поэтому бинарная операция замкнута. 

1) Ассоциативность. 

Устройство сумм векторов такое же, как устройство сумм их компо- 
нент. Поэтому ассоциативность векторов сводится к ассоциативности 
компонент. Компоненты векторов — это элементы группы, а они ассо- 
циативны. Значит вектора тоже ассоциативны. 

2) Наличие нуля. 

Вектор (...,0,...), полностью состоящий из нулей, является нулём в 
прямом произведении. Проверим его свойства: 

Е 5 а Ее Рана оби р 

О 

Свойства нуля выполняются. В прямом произведении групп есть ноль. 

3). Наличие обратных элементов. 

К произвольному вектору (...,а;,...) обратным является (...,—ар... 
Проверим свойства, обратного элемента. 

а ет О оно Пе 

о 

Свойства обратного элемента выполняются. Для любого вектора из 
прямого произведения есть обратный вектор из этого же прямого про- 
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изведения. 

4) Коммутативность. 

Возьмём произвольные два вектора из прямого произведения и сло- 
жим их в разном порядке: 

и 

вое зб азь 

Так как элементы ах, 6%; принадлежат абелевой группе А;, то они ком- 
мутируют: а; + 6; =6; + а;. В итоге 

О о ооо 

то есть, произвольные векторы из прямого произведения коммутиру- 
ют. 

Все свойства, абелевой группы для прямого произведения доказаны. 
Значит, прямое произведение групп является группой. Теорема доказа- 
на. 

Теорема. Прямая сумма ФсгА; множества абелевых групп { А; с 1 
является абелевой группой. 

Доказательство. 0) Замкнутость бинарной операции. 

Вектора прямой суммы являются векторами прямого произведения. 
Сумма векторов прямого произведения является вектором из прямого 
произведения. В векторах прямой суммы только конечное число ком- 
понент неравно нулю. 

Лемма. Рассмотрим общее количество ненулевых элементов в двух 
векторах а и 6. После взятия суммы это количество не увеличивается. 
Доказательство. Сумма нулевой компоненты с нулевой даёт ноль: 

ОО = 0. 

Такие компоненты не увеличивают количество ненулевых компонент. 
Сумма ненулевой компоненты с нулевой даёт ненулевую: 

+0 =а.. 

Такие компоненты после суммы оставляют столько же ненулевых 
компонент, сколько и было. Сумма ненулевой компоненты с ненулевой 
может дать как нулевую, так и ненулевую: 

и -+ 6; =”. 

Такие компоненты не увеличивают количество ненулевых компонент. 

Вывод: общее количество ненулевых компонент в обоих векторах не 
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увеличивается после взятия суммы. Лемма доказана. 

В каждом из векторов а = (..., а...) иб = (...,6,...) только конеч- 
ное число ненулевых компонент. Объединение двух конечных множеств 
является конечным множеством. Поэтому сумма векторов а -- 6 имеет 
не более чем конечное число ненулевых компонент. А значит, сумма 
любых двух векторов из прямой суммы является вектором из прямой 
суммы. Замкнутость бинарной операции доказана. 

1) Ассоциативность. 

Векторы из прямой суммы являются векторами из прямого произве- 
дения. Векторы прямого произведения ассоциативны, следовательно, и 
векторы прямой суммы тоже ассоциативны. 

2) Наличие нуля. 

Нулевой вектор (...,0,...) содержит 0 ненулевых компонент. 0 — это 
конечное число. Следовательно, нулевой вектор принадлежит прямой 
сумме. 

Все вектора в прямой сумме являются векторами в прямом произ- 
ведении. Свойства нулевого вектора выполняются в суммах с любыми 
векторами из прямого произведения, а значит, они выполняются и в 
суммах с любыми векторами из прямой суммы. 

3) Наличие обратных элементов. 

Каждый вектор прямой суммы является вектором прямого произ- 
ведения, а значит, имеет обратный внутри прямого произведения. У 
обратного вектора, по сравнению с прямым все компоненты обратны по 
отношению к компонентам прямого вектора. Обратный элемент к ну- 
лю равен нулю. Обратный элемент к ненулевому вектору неравен нулю. 
Раз в прямом векторе количество ненулевых компонент конечно, то и 
в обратном их тоже конечное число. А значит, обратный вектор к про- 
извольному вектору из прямой суммы принадлежит этой же прямой 
сумме. 

4) Коммутативность. 

Векторы прямой суммы являются векторами прямого произведения. 
Векторы прямого произведения коммутативны. Следовательно, векто- 
ры прямой суммы коммутативны. 

Все свойства абелевой группы для прямой суммы групи доказаны. 
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Значит, прямая сумма групп является группой. Теорема доказана. 
Следствие. Прямая сумма групи является подгруппой в прямом про- 
изведении. 


57.2 Внутренняя прямая сумма 


До этого мы определяли внешнюю прямую сумму. Теперь же мы опре- 
делим внутреннюю прямую сумму. Внешняя прямая сумма отличается 
от внутренней тем, что внешняя подразумевается для случая, когда 
мы составляем из групи комбинированную группу. Внутренняя прямая 
сумма подразумевается для случая, когда мы разлагаем группу на пря- 
мую сумму её подгрупп. По своему устройству внешняя и внутренняя 
прямые суммы не отличаются, поэтому обычно слова «внешняя» или 
«внутренняя» опускают, то есть, не говорят. 

В общей теории групп мы доказывали, что группа С изоморфна пря- 
мому произведению своих подгрупп А и В при наличии трёх условий: 

1) подгруппы А и В нормальны, 

АВ 6, 

3) АЧВ=С. 

В абелевых группах все подгруппы нормальны, следовательно, для 
изоморфности прямому произведению достаточно последних двух усло- 
вий. Кроме того, из нормальности подгрупп также следует, что АЦ В = 
АВ, где АВ — это множество всех произведений а, ае А, 6 Е В. То 
есть, в условии изоморфности прямому произведению можно заменить 
объединение АЦ В на произведение подгрупп АВ. В случае абелевых 
групп вместо произведений нужно писать сумму: А + В — это множе- 
ство всех сумм а - 6, геае А, БЕ В. 

Напоминание. 

Пересечение множеств Аи В — это множество всех общих элементов 
в Аи БВ. 

Все подгруппы имеют ноль в пересечении. Если кроме нуля в пересе- 
чении подгрупп больше ничего нет, эти подгруппы называют непересе- 
кающимися (это небольшое отклонение в определении, не вызывающее 
обычно недоразумений). 
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Определение внутренней прямой суммы для двух подгрупп. 
Группа А является прямой суммой В ФС своих подгрупп В и С, если 
выполнены два условия: 

1) В+С=А, 

Все О 

Теорема. Пусть А = В ФС. Тогда каждый элемент а из группы А 
можно представить в виде суммы В + с, гдефе В, сЕС. 

Доказательство. По первому условию прямой суммы, А = В+С. 
Это означает, что все элементы из А являются суммой 6 + с, гдефЕ В, 
сЕ С. Иначе говоря, любой элемент из А представляется в виде суммы 
+ с, глефбЕ В, сЕ С. Теорема доказана. 

Теорема. Пусть А = В ФС. Тогда представление любого элемента, 
аЕ А ввиде суммы В+ с (Е В, сЕ С) единственно. 

Доказательство. Допустим обратное: у некоторого элемента а Е А 
есть два разных представления 6 сиб’ + с, глеб, БЕ БВ, сс Е С. То 
есть 

а=бсе=Ь с. 

Перенесём В в левую часть равенства, а, с в правую, получаем 

рыбе =20. 

Бе БВ, с -сЕ С, следовательно, элемент 6—6' = с’ — с находится 
одновременно в подгруппе В и в подгруппе С, а значит и в их пересе- 
чении. Но в пересечении В П С находится только ноль, следовательно, 

а 

Отсюда 6 = В, с = с, хотя мы предполагали, что представления 
должны быть разными. Допущение наличия разных представлений од- 
ного элемента, приводит к противоречию с самим собой. Следовательно, 
представление элементов в виде суммы единственно. Теорема доказана. 

Определение. Пусть А — группа, {А; =! — множество её подгрупп. 

» ‚с ‚А; — сумма семейства подгрупп {А;}+ег — это множество всех 
возможных конечных сумм а1+...+а» из элементов групи из семейства 
А, НЕЕ 

Введём определение внутренней прямой суммы для любого множе- 
ства, подгрупп. 

Определение. Группа А является прямой суммой Ф;=1А; множества 


ВТ 


своих подгрупп { А; ег при двух условиях: 

ПА=»,,-, А; — группа является суммой всех своих подгрупп; 

2) АП>., „А; = 40} — каждая подгруппа из множества {А;}зег не 
пересекается с суммой всех остальных. 

Теорема. Пусть А = Ф;егА;. Тогда любой элемент группы А представ- 
ляется в виде суммы конечного числа элементов подгрупп из множества 
{А ет. 

Доказательство. По первому признаку прямой суммы, группа А рав- 
на сумме своих подгрупп: 

А — о нЕ А+. 

Это означает, что группа А состоит из конечных сумм а1 +... + ам 
из элементов подгрупп {А; ег. Иначе говоря, каждый элемент из А 
представляется в виде суммы конечного числа элементов подгрупп из 
множества { А;};сг. Теорема доказана. 

Теорема. Пусть А = Ф;егА;. Тогда любой элемент представляется 
единственным образом в виде суммы конечного числа элементов из 
групп {А; ег (в сумме от каждой подгруппы А; должно быть не более 
одного элемента). 

Доказательство. Допустим обратное: для некоторого элемента а Е А 
существует два разных представления в виде суммы: 

О а ай 

Индекс элемента означает индекс группы, к которой элемент принал- 
лежит. Например элемент а; принадлежит подгруппе А;.. Перенесём 
элементы равенства, в одну сторону: 

О а (-6.) +... (-6.:,) =0. 

Возьмём произвольный элемент а, из этой суммы. Этот элемент на- 





ходится в подгруппе Аз: 

а, Е т 

Из каждой подгруппы А; в сумме может участвовать не более чем 
один элемент типа, а и не более чем один элемент типа 6. Один из двух 
случаев обязательно должен реализоваться: 

1) ни один из элементов типа 6 из суммы не лежит в Аз, 
2) некоторый элемент типа 6 из суммы лежит в Ах. 
Дальнейшие рассуждения проводятся в контексте равенства, 
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И о (-5:.) +... (-6.:,) =0. 

Рассмотрим первый случай: ни один из элементов типа 6 из суммы 
не лежит в Аз. 

Элемент а, в сумме с остальными элементами даёт ноль. Следова- 
тельно, сумма оставшихся элементов является обратным элементом к 
а. Сумма оставшихся элементов лежит в сумме подгрупи »,, уд, А., 
среди которых могут быть любые подгруппы из {А,};ег, кроме под- 
группы А;,. Обратный элемент к элементу подгруппы принадлежит 
этой же подгруппе. Следовательно, сумма оставшихся элементов при- 
надлежит одновременно подгруппе А;, и сумме остальных подгрупп. 
То есть, лежит в их пересечении. Но по определению прямой суммы, 
в этом пересечении находится один только ноль. Следовательно, сум- 
ма оставшихся элементов равна нулю. И сам элемент а», как обратный 
к нулю тоже равен нулю. Итак, если для элемента типа а нет другого 
элемента, типа 6 из одной и той же подгруппы А;, то этот элемент равен 
нулю. 

Рассмотрим второй случай: некоторый элемент типа 6 из суммы ле- 
жит в Ан. 

Для элемента ах, есть элемент типа 6 из этой же подгруппы Ах;.. Так 
как мы условились, что индекс элемента совпадает с индексом его под- 
группы, то у элемента, типа 6 надо поставить индекс 1,. При этом все 
элементы типа 6 в сумме стоят с минусом. Группа А абелева, можно 
переставлять все элементы. Сведём вместе элементы а;, и —6,,. Кроме 
этих двух элементов никаких больше в подгруппе Аз, быть не может. 
Таким образом, мы приходим к первому случаю, но вместо элемента а, 
у нас теперь элемент а,, — 6,. Как и в прошлом случае, элемент ал, — 6%, 
должен быть равен нулю. Следовательно, а, = 6%... 

Рассуждения для 6 не отличаются от рассуждений для а, просто нуж- 
но заменить буквы. 

В итоге мы пришли к тому, что в двух разных представлениях а; + 
... та иб +... +6, если какие-то компоненты типа а и типа 6 
находятся в одной подгруппе, то они совпадают, а если для каких-то 
компонент не найдётся пары в другом представлении, то эти компо- 
ненты равны нулю. Получается, что эти два представления совпадают, 
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хотя мы предполагали их разными. Таким образом, допущение нали- 
чия разных представлений одного элемента приводит к противоречию 
с самим собой. Следовательно, любой элемент представляется в виде 
суммы единственным образом. Теорема доказана. 


57.3 Подмножество прямых слагаемых образует 
прямое слагаемое. 





Теорема. Пусть А = Ф;егА;. Возьмём в множестве индексов [ подмно- 


жество [1. Тогда сумма а А; является прямым слагаемым. 


ЕТ 

Доказательство. Обозначения: 

[> — это дополнение к множеству индексов ПП: 

6 =Т\П. 

(Таким образом, множество [ состоит из непересекающихся подмно- 
жеств Ги 15). 
В = ей А. 

р = ЕР А.. 

Докажем, что А = В ФС. Для этого проверим определяющие свой- 
ства прямой суммы. 

1) Проверим А = В+ С. 

Сумма В - С является суммой всех подгрупп Ах: 

ВС ков = Хер Аь 

Так как А = Ф‚е!А;, то, по первому свойству прямой суммы, А = 
» ‚сё. Таким образом, 

р 

Первое свойство проверено. 

2) Проверим ВПС = {0}. 

Допустим, что это не так, и пересечение В ПС неравно нулю: 

ВПС? {0}. 

Тогда в нём есть ненулевой элемент, обозначим его а: 


аеВ"оО, а=0. 





Принадлежность пересечению подгрупп означает принадлежность каж- 


дой подгруппе из пересечения: 
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аевВ, аеС. 


Так как а принадлежит подгруппе В = »`._, Ар, то его можно пред- 


ЕТ 
ставить в виде суммы элементов из А; с оо из 1: 

а=б +... +6; , те е А, Е Л. 

Так как а принадлежит С’, то имеется аналогичное разложение, но с 
подгруппами из С”: 

ПЕ бокале С ВО се АртЕ [5. 

Таким образом, мы имеем два разложения. Причём в этих двух раз- 
ложениях нет общих компонент, потому что компоненты в первом раз- 
ложении имеют индексы из [1, а во втором из [5, эти множества не пе- 
ресекаются. Мы получили два разных разложения элемента а внутри 
прямой суммы А = Ф;е!А; а это невозможно, ибо разложение элемента 
в прямой сумме единственно. Допущение отличия от нуля пересечения 
В ПС приводит к противоречию с единственностью разложения, сле- 
довательно, пересечение равно нулю: 

ВИ =40%. 

Второе свойство проверено. 

Оба, свойства прямой суммы проверены, значит группа А разлагается 
на прямую сумму 

С ВС. 

а подгруппа В =>, п А; является прямым слагаемым в А. Теорема 
доказана. 


57.4 Вполне упорядоченное множество прямых 
слагаемых 


Теорема. Пусть 

Г — вполне упорядоченное множество индексов, 

{А нс — подгруппы в некоторой абелевой группе, 

5; = ФА, 

Тогда Шег9; = Фе! А; (У — обычное теоретико множественное объ- 
единение). 

Доказательство. Докажем определяющие свойства, прямой суммы. 
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1) Проверим первое свойство прямой суммы: Шер; = У. 
Докажем включение Чет: © > «Г Ав 


ег А 


Возьмём в объединении Ц;=го; произвольный элемент а: 

а Ц;Его:. 

Так как элемент а принадлежит объединению множеств Ч;его; ‚ то 
он принадлежит некоторому множеству из объединения. Обозначим его 
о 

ае 5. 

По определению, 

ыы — Ф:<, А+. 

По первому свойству прямой суммы, 

5; = ФА: = <) А 


Сумма > _,„; А; содержится в сумме ›‚-; Аг. Таким образом, 


ЕТ 
55 С кг Ав 
Так как элемент а принадлежит 5,, то он принадлежит и > ``; А 
ае ре А;. 


Мы пришли к тому, что произвольный элемент а из множества ЦУ;= ро; 


принадлежит множеству >» `` А;. Следовательно, все элементы из мно- 


Е1 
жества ег; принадлежат »` 


о а. 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение Чег5; 2 »` 
Возьмём в множестве »` 
ая не А.. 


Так как он принадлежит сумме, то его можно представить в виде 


«гАз, Что означает включение 


ера 


тер А; произвольный элемент а: 


суммы конечного числа элементов из групп Ах: 

а=а +... аь.. 

Обратим внимание на индексы членов разложения. Возьмём среди 
них наибольший. Пусть это будет &„,. Все члены разложения содержатся 
в подгруппах А; для индексов 1 < 1». Следовательно, члены разложения 
принадлежат группе 5; = Ф;<;„А;. Так как 5;, подгруппа, то сумма 
элементов подгруппы принадлежит этой же подгруппе. Значит, элемент 
а принадлежит 5; : 

= р 
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Группа 5;, принадлежит объединению групп У;его:. Поэтому элемент 
а принадлежит объединению Ц;е1о;: 

асе ЕО 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент а из множества в = А; 
принадлежит множеству Ц;=го;. Следовательно, все элементы из мно- 


жества »`._` А; принадлежат множеству Ч;ег5;, что означает включе- 


ЕТ 
ние 

о 

Обратное включение доказано. 

Из противоположных включений 

ая Е ВА 

следует равенство 

о А, 

которое и нужно было доказать. Первое свойство прямой суммы до- 
казано. 

2) Проверим второе свойство прямой суммы. То есть проверим, что 
любая подгруппа А; не пересекается с суммой остальных: 

А; п Хер А; = {0}. 

Допустим, что это не так, и пересечение АП» ‚ст; А; неравно нулю: 

А; п ат А; я {0}. 

Возьмём ненулевой элемент из пересечения. Обозначим его а: 

«Е А; П > ера; Ав. 

Раз а принадлежит пересечению множеств А; П > `;ег; „‚Ар то он 
принадлежит каждому множеству из пересечения: 

ЧЕЛ, Ета, Аь 

Так как элемент а принадлежит сумме > `‚- т А;, то он представля- 
ется в виде суммы конечного числа элементов из подгрупп А; (17): 

а=а +... аз, где и Е А; 11. 

Среди индексов 11,...,ш,7] выберем наибольший. Обозначим его К. 
Так как все индексы членов разложения < К, то они принадлежат груп- 
пе ©; = Ф,<+„А,. Мы условились, что 1 < К, значит прямое слагаемое А; 
находится среди прямых слагаемых группы 5х. Таким образом, внутри 
прямой суммы 5+ = Ф;<ь А; мы имеем два, разложения элемента а: одно 
разложение разобрано выше, а другое разложение — это разложение на 
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элемент из группы Ах: 

а —а.. 

Эти два разложения разные, потому что содержат члены из разных 
подгрупп. Но разложение элементов в прямой сумме единственно. До- 
пущение неравенства нулю пересечения А; П о ый А; приводит к 
противоречию с единственностью разложения элемента внутри прямой 
суммы. Следовательно, пересечение А; П ан т А; равно нулю: 

А; п э-_ А; = {0}. 

Второе свойство прямой суммы доказано. 

Все определяющие свойства прямой суммы доказаны, значит Чего; 
является прямой суммой Ф;сг.А;. Теорема доказана. 

Теорема. Пусть 

[ — вполне упорядоченное множество индексов, 

{5; нет — система вложенных групп 5;: 

Бе = Ч:<ко: Ф Ах. 

Тогда Чего: = Фиег А: 

Доказательство. Во вполне упорядоченном множестве есть минималь- 
ный элемент. Обозначим 0 — минимальный элемент в множестве ин- 
дексов Г. Так как меньше минимального элемента, ничего нет, то Ч; 
является пустым множеством. Поэтому 

Эд = ОзиАФ- Ак = Ау. 

Множество 5; является прямой суммой, состоящей из одного пря- 
мого слагаемого. Этим мы установили, что существуют индексы, для 
которых имеется разложение на прямую сумму: 

Эк = Фузь Ая 

Допустим, что существуют индексы, для которых разложение на пря- 
мую сумму отсутствует. Все эти индексы образуют подмножество в [. 
Любое подмножество вполне упорядоченного множества имеет мини- 
мальный элемент. Обозначим 7 минимальный элемент в подмножестве 
индексов, для которых нет разложения на прямую сумму. Для всех 
индексов К < 1 разложение на прямую сумму имеется. 

Обозначение. „Л — подмножество в [, содержащее все индексы, строго 
меньшие индекса 7. 
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/] является подмножеством вполне упорядоченного множества, и по- 
этому вполне упорядочено. Таким образом, мы имеем множество групп 
5+ = Ф;<к А; где К пробегает множество индексов /. По предыдущей 
теореме объединение этих групи является прямой суммой: 





Чь<лок = Чкелок = Фиел А; = Ф.А. 
По условию теоремы 
5; = Чкло: Ф А; = Ф-, А; Ф А; = Ф.А, 


Получается, что 5; разлагается на прямую сумму, хотя мы предпола- 





гали иначе. Допущение существования подгрупи 5;, не разлагающихся 
на прямую сумму, приводит к противоречию с самим собой. Следова- 
тельно, все группы 5% разлагаются на прямую сумму Ф;<ь Ах. 

В предыдущей теореме мы доказали, что объединение таких групп 
Чего: равняется прямой сумме Ф.егА,: 

лего = Фиег Аа. 

Теорема доказана. 


575 (АФВ)/А= В 


Теорема. (А Ф В)/А = В. 

Доказательство. Установим следующее соответствие }: каждому эле- 
менту 6 группы В поставим в соответствие смежный класс 6 + А, то 
есть элемент 6 =6-+ А факторгруппы (А Ф В)/А: 

1(5) =6+ А = В для всех элементов 6 Е В. 

Докажем свойства взаимной однозначности соответствия } между 
множествами Ви (АФВ)/А. 

1) Задействованность всего множества В в соответствии. 

К каждому элементу 6 е В можно прибавить подгруппу А и полу- 
чить соответствующий смежный класс 6 + А. Это означает, что для 
каждого элемент В Е В существует образ при соответствии [. Следова- 
тельно, все элементы множества В задействованны в соответствии {. 
Задействованность в соответствии всего множества В доказана. 

2) Задействованность в соответствии всего множества (А Ф В)/А. 

Возьмём в факторгруппе (А Ф В)/А произвольный элемент с: 

СЕ (АФ В)/А. 
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Элемент факторгруппы (А Ф В)/А — это смежный класс в группе 
АФВ по подгруппе А. Возьмём какой-нибудь представитель в смежном 
классе с и обозначим его с: 

С, 

Прямая сумма АФВ, по своему определению, является суммой А+ В, 
и любой элемент в ней является суммой элементов подгрупп Аи В, в 
том числе элемент с: 

с=а-Ь, геае А, БЕ В. 

Любой элемент из смежного класса является его представителем, по- 
этому, если прибавить к элементу с подгруппу А, мы получим смежный 
класс 

ЕСА. 

Заменим элемент с его представлением в виде суммы а - 6: 

с+ А=а- 6 - А. 

Прибавление элемента группы ко всей группе даёт эту же группу: 
а + А = А, поэтому 

ан + А=б-+а+А=Ьь+А. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения с к выражению 
р + А. Следовательно, эти выражения равны: 

СЕНА. 

Таким образом, существует элемент 6 из подгруппы В, образ которого 
при соответствии { является смежным классом с: 

А) =6+А=с. 

Получается, что произвольный элемент с факторгруппы (А Ф В)/А 
имеет прообраз при соответствии }. Следовательно, все элементы фак- 
торгруппы (А Ф В)/А имеют прообраз. Задействованность всего мно- 
жества (А Ф В)/А в соответствии } доказана. 

3) Однозначность в сторону образа. 

Мы определили соответствие } так, что каждому элементу 6 Е В 
ставится в соответствие лишь один смежный класс 6- А. Это означает, 
что соответствие ] однозначно в сторону образа. 

4) Однозначность соответствия в сторону прообраза. 

Допустим, что однозначности в сторону прообраза нет. Тогда суще- 
ствует некоторый элемент с факторгруппы (А Ф В)/А, у которого есть 
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два разных элемента, 61, 65 Е В в качестве прообраза: 


(6) =с= №6). 


Из равенства }(61) = }(5>) и определения соответствия } следует 
равенство 

ы+А=Ь-А. 

Вычтем из обеих частей равенства элемент 65: 

ыы --А=А. 


Получается, что элемент 61 — 65 является представителем смежного 
класса, совпадающего с нулём факторгруппы, то есть, с подгруппой А. 
Следовательно, элемент 61 — 62 лежит в подгруппе АД: 

БЕЛ. 

И вто же время элементы 61 и 65 принадлежат подгруппе В, а значит 
их разность принадлежит этой же подгруппе: 

В — 65 Е БВ. 

Так как элемент В! — 65 принадлежит одновременно подгруппам А и 
ВБ, то он принадлежит их пересечению: 

6 = АПВ. 

По определению внутренней прямой суммы А Ф В, подгруппы Аи 
ВБ не пересекаются, то есть, в их пересечении содержится только ноль. 
Отсюда элемент 61 — 65 может быть только нулём: 


ыы — 6 =0. 
Добавим к обеим частям равенства, элемент 65: 
ы = 65. 


Получается, что элементы 61 и $5 равны, хотя мы вводили их разны- 
ми. Допущение о неоднозначности соответствия ] в сторону прообраза 
приводит к противоречию. Следовательно, соответствие {| однозначно 
в сторону прообраза. Однозначность в сторону прообраза доказана. 

Все четыре свойства, взаимной однозначности для соответствия { до- 
казаны. Следовательно, соответствие { взаимно однозначно. 

Теперь докажем определяющие свойства гомоморфизма для соответ- 
ствия |. 

1) Докажем свойство сохранения бинарной операции: 

Г(а-+ 5) = Ха-+ Ло). 


Возьмём в группе В произвольные два элемента 61, 65: 
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р, Ье В. 

Сложим их и подействуем отображением /: 

(6 Е 65) = 61 + 6 + А. 

Сложение группы с самой собой даёт эту же группу: А+ А = А. 
Представим группу А в виде суммы с самой собой: 

Ы-ЬА=Ы+НЬ-АНА. 

Переставим слагаемые: 

АА =ЬЫ+А-Ь + А. 

Выражения 61 + А и 65 + А — это образы элементов В и 65 при отоб- 
ражении /: 

АННА = Г(61) те Г(6>). 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения }(61 - 65) к выра- 
жению }(61) + } (52). Следовательно, эти выражения равны: 

А + 52) = Л) + Л). 


Это равенство означает сохранение бинарной операции для произ- 














вольных элементов 61, 62 Е В. Свойство сохранения бинарной операции 
доказано. 

2) Докажем свойство сохранения операции взятия обратного элемен- 
та: 

{(—а) =-ЛГ(а). 


Возьмём в группе В произвольный элемент 6: 


Бе Б. 

Этот элемент имеет обратный —в в группе ВБ: 
—БеЕБ. 

Подействуем на —6 отображением {: 

(-6) = -6+А. 


Смежный класс —6 + А является обратным к смежному классу В+ А 





(это можно проверить, сложив эти смежные классы: (—6+ А) (6-+ А) = 
0 А = А — ноль факторгруппы (А ® В)/А): 

А = (6+ А). 

Смежный класс 6 + А является образом элемента, 6 при отображении 
Т: 

ЕО 
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Через цепочку равенств мы пришли от выражения }(—6) к выраже- 
нию — / (6). Следовательно, эти выражения равны: 

и ©. 

Это равенство означает сохранение операции взятия обратного эле- 
мента для произвольного элемента 6 е В. Сохранение операции взятия 
обратного элемента, доказано. 

Мы доказали оба определяющих свойства гомоморфизма для отоб- 
ражения {. Следовательно, отображение { является гомоморфизмом. 
Так как } является также взаимно однозначным соответствием, то { — 
изоморфизм. 

Мы нашли изоморфизм между группой В и факторгруппой (А Ф 
В)/А. Следовательно, эти группы изоморфны: 

(АФВ)/А = В. 


Теорема доказана. 


57.6 Фет А / Филе! В; = ФекА,/ В; 


Теорема. Пусть А = Ф;ег.А;. Пусть для всех индексов 1 Е [ в группе А; 
определена подгруппа, В;. Тогда имеется изоморфизм 
ФисгАз/ Фе: В; = Фе КА В}. 


Доказательство. Рассмотрим произвольное прямое слагаемое А; из 





разложения А. Прямое слагаемое является подгруппой. 

Лемма. Каждый смежный класс в группе А; по подгруппе В; цели- 
ком находятся в некотором смежном классе по подгруппе Фе! ВБ;. 

Доказательство. В группе А; произвольный смежный класс по под- 
группе В; имеет вид а + В,;, гдеа Е А; — представитель смежного 
класса а + Б.. 

Так как ВБ; — это подгруппа в группе Фе Ву, то 

Вс ета 

Прибавим к обеим сторонам этого включения элемент а. Получаем 
включение 

а+ БВ, Са-+ Фе! ВБ, 

которое означает, что произвольный смежный класс а + В; из А; ле- 
жит в смежном классе а-+Ф;=1В; по подгруппе Ф;ег6;. Лемма доказана. 
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Лемма. В смежном классе по подгруппе Фес ВБ; может находиться не 
более одного смежного класса группы А; по подргуппе В.. 

Доказательство. Допустим обратное: существуют два разных смеж- 
ных класса а + В; иа' + В; из А; которые лежат в одном смежном 
классе по подгруппе Ф;-гВ;. Так как элементы а и а’ находятся в одном 
смежном классе по Ф;=гБ;, то 

аеа + Фе! В.. 

Вычтем из обеих частей этого включения элемент а’, получаем 

а-ае Фе В;. 

Итак, элемент а—а’ лежит в подгруппе Ф;=/Вь и вто же время лежит 
в подгруппе А;, следовательно, лежит в их пересечении А; П Фи! Ви 

аа; Е А; П Фе: В; 

Так как подгруппа А; — прямое слагаемое, то разложение её эле- 
ментов не может содержать элементов из других подгрупп Ах, в том 
числе, из подгрупи В; (1 * 7). То есть, если элемент из А; находится в 
то же время в подгруппе Ф‚сгВ;, то его разложение может содержать 
только компоненту из подгруппы В,. В итоге элементы из пересечения 
А; П Ф;=1 В; находятся внутри подгруппы В;. Следовательно, 

а-а Ее В.. 

Добавим к обеим частям этого включения элемент а’, получаем 

асе а НЕ в 

Отсюда элементы а и а’ находятся в одном смежном классе по В, 
смежные классы а + В; иа' + В; одинаковы, хотя мы предполагали в 
допущении иначе. Допущение привело к противоречию с самим собой, 
следовательно, в одном смежном классе по Фе 1 В; не может находиться 
более одного смежного класса из А; по В;. Лемма доказана. 

Рассмотрим естественное отображение А -} А/ Ф;с; В; группы А в 
свою факторгруппу. Образ подгруппы А; при естестественном отобрал 
жении обозначим А;. 

Лемма. Образ А, группы А; изоморфен факторгрупие А;/В.;: 

А; = А/В; 

Доказательство. В лемме выше мы установили, что любой смеж- 
ный класс по подгруппе В, находится в смежном классе по подгруппе 
Ф.:егВ;. Это нам позволяет установить следующее соответствие ф: каж- 
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дому смежному классу в А; по подгруппе В; поставим в соответствие 
смежный класс по подруппе Фе: Б;, в котором он находится. 

Докажем, что соответствие ф взаимно однозначно. Для этого дока- 
жем все определяющие свойства взаимной однозначности для соответ- 
ствия ф. 

1) Задействованность всех элементов из факторгруппы А;/В,. 

Каждый смежный класс по В; содержится в некотором смежном 
классе по Ф;=1В‚, следовательно, все элементы факторгруппы А; /В, 
имеют образ при отображении ф. Первое свойство взаимной однознач- 
ности доказано. 

2) Задействованность всего множества, А, в соответствии. 

Возьмём произвольный элемент из А;. Этот элемент является смеж- 
ным классом по Фе В;. Этот смежный класс должен иметь представи- 
тель из группы Ах, потому что смежные классы, являющиеся элемен- 
тами образа А, строятся прибавлением к элементам из А; подгруппы 
Ф.сгВ;. Возьмём этот представитель, обозначим его а. Элемент а лежит 
в смежном классе а + В,. И в то же время он находится внутри смеж- 
ного класса а + Ф;е1В;. Смежный класс а + В; включается в смежный 
класс а-+ Фе: ВБ; — это означает, что смежный класс а+ Фе! ВБ; является 
образом смежного класса а- Ву, а смежный класс а- В; является про- 
образом смежного класса а- Ф;=1В;. Итак, для произвольного элемента 
из А; мы нашли прообраз в факторгруппе А;/В;. Значит все элементы 
из множества А; имеют прообраз, всё множество А; задействовано в 
соответствии. Второе свойство взаимной однозначности доказано. 

3) Однозначность в сторону образа. 

Смежный класс по В; целиком находится в смежном классе по Фхег.Б+. 
Так как смежные классы по подргуппе не пересекаются, то если что-то 
находится целиком в одном смежном классе, это не может находиться 
в другом смежном классе. Следовательно, смежный класс по В; на- 
ходится лишь в одном смежном классе по ФВ; а это означает, что 
образ у элемента факторгруппы А;/В; только один. Третье свойство 
взаимной однозначности доказано. 

4) Единственность в сторону прообраза. 

В лемме выше мы доказали, что в одном смежном классе по Фе! Б; 


991 


находится не более одного смежного класса из А; по В;. Это означает, 
что у одного элемента из А, может быть не более одного прообраза 
из факторгруппы А;/В,. Четвёртое свойство взаимной однозначности 
доказано. 

Все свойства взаимной однозначности соответствия ф доказаны, сле- 
довательно, рф — взаимно однозначное соответствие. Чтобы доказать 
изоморфность групи А;/В; и А; осталось доказать свойство гомомор- 
физма для отображения р. 

1) Сохранение бинарной операции (а + 6) = (а) + 1 (6). 

Возьмём в факторгруппе А;/В; два произвольных элемента а1 и а2: 

ал, 42 Е А/В 

Эти элементы являются смежными классами по подгруппе В: 

а1 = а -+ БВ; а> = а2 + В; 

где а1 и а2 — представители своих смежных классов. В отображении 
ф образами смежных классов а1 + В; и а2 + В; являются смежные 
классы а1 + Ф;ег В; и а + Фе! Б.. То есть, 

Ф(а1) = а1 + Фе В, $(а2) =а2 + Фе В,. 

Рассмотрим теперь сумму элементов а1 + а2. Представим их в виде 
смежных классов и учтём, что сумма группы с самой собой даёт эту 
же группу: 

а1 + а2 = 1+ В; Е а2 + В; = а1 + а2 + Б.. 

ф отображает смежный класс а1 + а2 + 15 в смежный класс а1 + а2 + 





Фе В;. Таким образом, 

(а: + а2) = а1 + а2 + Фе! В.. 

Воспользуемся тем, что Фе! В; = Фе! В; + Фе! Би 

а-+а2--Фие1 В; = и-а2+Ф 1 В;+Фе1 В; = (и-+Фе1 В) -+(а2+Фе1 В). 

Последняя часть равенства представляет собой не что иное как ф(а1)-+ 
Ф(а2). В итоге имеем равенство 

(ал + а2) = ф(а1) + Ф(а>), 

которое есть выражение свойства сохранения бинарной операции для 
произвольных элементов а1 и а2. Первое свойство гомоморфизма дока- 
зано. 

2) Сохранение операции взятия обратного элемента. 

Возьмём в факторгрупие А;/В; произвольный элемент а: 
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ае В 

Он является смежным классом по подгруппе В: 

а=а- В 

Обратным к этому смежному классу является смежный класс 

550: === Е В. 

ф отображает смежные классы а + В; и —а-+ В; в смежные классы 
а + Фе: В; и -а-+ Фе: В:. Таким образом, 

(а) =а+ ФВ, Фф(—а) = -а-+ Фе В, 

Посмотрим, чему равен элемент —Ф(а), воспользуемся при этом фак- 
том, что взятие обратных элементов во всей группе даёт ту же самую 
группу: — Фие! В; = Фив! Вь 

—ф(а) = —(@а + ФиегВ;) = —а-— Фиг В; = —а-+ Фе: В,. 

Получается, что выражения ф(—а) и —‹ф(а) равняются одному и тому 
же смежному классу —а - Фе: Б;. Следовательно, они равны: 

ф(—а) = —+(а). 

Это равенство является выражением свойства сохранения операции 
взятия обратного элемента для произвольного элемента а из фактор- 
группы А;/В;. Второе свойство гомоморфизма доказано. 

Мы доказали оба свойства, гомоморфизма для отображения ф. Сле- 
довательно, ф является гомоморфизмом. А так как оно ещё и взаимно 
однозначно, то является изоморфизмом. 

Итак, факторгруппа А;/ В; изоморфна образу А; группы А; при есте- 
ственном отображении А — А/ Ф;с; В; 

А; = АВ; 

Лемма доказана. 

Лемма. Факторгруппа А/ Фе! В; разлагается на прямую сумму под- 
групи ФиегА;:. 

Доказательство. 

1) Первое свойство прямой суммы: А/ Ф;с: В; = зе 1 А;. 

Так как группа А является прямой суммой своих подгрупп Ф;егАн 
то, по первому определяющему свойству прямой суммы, А является 
суммой своих подгрупп > `‚-; Ай 

А = в А.. 


При естественном отображении А —$ А/Ф;=1 В; подгруппы А; перехо- 
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дят в образы А;. Естественное отображение является о И 
поэтому сохраняет бинарные операции. Следовательно, сумма »` 


А;. А равенство А = У` 


т. 


отобразится в сумму У) А; переходит в 


Е1 Е 


равенство 

А/ ФГ В; = > „г Ав 

которое является выражением первого свойства прямой суммы. Пер- 
вое свойство доказано. 

2) Второе свойство прямой суммы: для любого индекса 7] Е Г[ под- 
— А; не и с суммой остальных: 

п о А ты = {0}. 

— как А = г. т. то второму свойству прямой суммы для любого 
7 Е [ подгруппа А; не пересекается с суммой остальных: 

А; п э-_ А; = {0}. 

При естественном отображении А > А/ Ф;с: В; подгруппа А; пере- 
ходит в подгруппу А;, а подргуппа Е ра А; переходит в подгруппу 
зе А». 


Возьмём в о АПУ ег: „; А; произвольный элемент а: 


ас А; П . А 
Раз элемент а ое пересечению групп, то он принадлежит 


одновременно группе А; _и группе = т А; 

ас А; ас > нета А 

Элемент а является элементом факторгруппы А/ Фе! Вь, и поэтому 
является смежным классом по подгруппе Фе В;. Так как а находится 
в подгруппе А;, то в нём есть представитель из группы А;. Обозначим 
его ах: 

аеа а; е А;. 

Так как А; — это прямое слагаемое в прямой сумме А = Фхег Ав, то 





разложение элемента а; по элементам из прямых слагаемых, содержит 
только компоненту из прямого слагаемого А;, а остальные компоненты 
равны нулю. 

И вто же время смежный класс а находится в подгруппе »` ЕТ А;, 
следовательно, он содержит представитель аи из подгрунны › дер;; 


а Е а, а Е я Ла 
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Разложение этого элемента не должно содержать компоненту из пря- 
мого слагаемого А;. При этом элементы а; и а; находятся в одном смеж- 
ном классе а по подгруппе Ф;егБ;: 

а; Е а; + Фе! В:. 

Следовательно, элемент а; можно получить из элемента а; с помощью 
прибавления к нему элемента, из подгруппы Фе: В;. Чтобы получить из 
а; элемент а;, нам нужно превратить нулевую 7-ю компоненту элемен- 
та а; в ненулевую компоненту элемента а;. Но в подгруппе Фе Б; в 
разложениях элементов 7-я компонента может быть лишь элементом 
подгруппы Ву, не более. Следовательно, элемент а; имеет в разложе- 
нии ]-ю компоненту из подгруппы Бу, а остальные компоненты равны 
нулю (напомню, а; Е А),). В итоге а; принадлежит подгруппе В,, а 
вместе с ней и подгруппе Фе! Б;: 

а; Е Ф;егВ;. 

Подгруппа Ф,=1В; является нулём факторгруппы А/ Фе; В;. Раз 
представитель смежного класса а находится в подгруппе Фе! Бь, то и 
весь смежный класс совпадает с подгруппой Ф;е1 В; 

= Ф;егВ;. 

То есть, элемент а является нулём факторгруппы. Этот элемент мы 
выбирали произвольно внутри пересечения А; ПУ `,‚- о А;. Следова- 
тельно, пересечение состоит только из нуля, что есть второе определя- 
ющее свойство прямой суммы. Второе свойство доказано. 

Итак, оба определяющих свойства прямой суммы для подгрупп { А; < 1 
доказаны, следовательно, группа А/ Ф;ег Б; является прямой суммой 
своих подгрупп: 

А/ Фе: В; = ФиегА.. 

Лемма доказана. 

В итоге мы установили, что А/Ф;ег В; = Фе! А, а каждая подгруппа 
А; изоморфна факторгруппе А;/В;. Также вспомним, что А = Фе! А.. 
Отсюда следует существование изоморфизма, 

[0 
ФиегАк/ Фе: В; = Фе КАх Ву. 
Теорема, доказана. 
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57.’ Проекторы в случае двух прямых слагаемых 


Пусть А =ВФС. 


Обозначение. л — это отображение группы А в подгруппу В по пра- 


вилу: каждому элементу а Е А, который имеет разложение а = В - с, 


(6 Е В, сЕ С), ставится в соответствие элемент 6 Е В, являющийся 


компонентой его разложения. 


Теорема. пл — эндоморфизм. 

Доказательство. 1) Свойство сохранения бинарной операции: 
Ка-+0) = (а) + Ло). 

Возьмём в группе А два произвольных элемента, а1 и а2: 

а, а2 Е А. 

Их разложения выглядят следующим образом: 

и = м +1, а2 = 62 - с>, где 1, 62 Е В, с1, © Е (.. 

Сложим эти равенства: 

и + а2 = + -ь + с2 = (61 | 65) | (с | С2). 

Выпишем, куда отображаются элементы а1, а2, а1 + а2 отображением 








п: 

п(а1) = Ь, п(а2) == Ь., п(а1 и а?) = 61 + 65. 

Теперь мы можем сопоставить отображение элементов а1, а2 и их сум- 
мы а1 + а5: 


п(а1 Е а) = > = п(а1) и п(а2). 

Свойство сохранения бинарной операции выполняется. 
2) Свойство сохранения операции взятия обратного элемента: 
{(—а) =-Л(а). 

Возьмём в группе А произвольный элемент а: 

ае А. 

Его разложение имеет вид 

а =б- с, гебе В, сЕС. 

Обратный к нему элемент —а имеет разложение 

—а = 6 — с. 

Выпишем, куда отображает л элементы аи —а: 

п(а) =6 л(—а) = -6 = —п(а). 


То есть, выполняется равенство л(—а) = —л(а), которое является 
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свойством сохранения операции взятия обратного элемента. Свойство 
сохранения операции взятия обратного элемента выполняется. 

Мы доказали все определяющие свойства гомоморфизма для отоб- 
ражения л. Следовательно, л является гомоморфизмом. А так как л 
отображает группу А в саму себя (в подгруппу В), то л является эндо- 
морфизмом. Теорема доказана. 

Обозначение. 9 — это отображение группы А в подгруппу С' по пра- 
вилу: каждому элементу а Е А, который имеет разложение а = В+ с, 
(6 е В, сЕ С), ставится в соответствие элемент с Е С, являющийся 
компонентой его разложения. 

Аналогично, 9 является эндоморфизмом. 

Теорема. л? = т, 02 = 6. 

Доказательство. Возьмём в группе А = ВФС произвольный элемент 
а: 

аЕеА=ВФС. 

Этот элемент разлагается на сумму 

а =ьЬ- с, глебе В, сЕ С. 

Эндоморфизмы л и 9 отображают элемент а в 

па =о. Е 

Разложение элемента 6 Е В равно ему самому: 6 = 6+0. Аналогично 
с = 0+ с. Поэтому 

но =5. ЕС 

Отсюда 

п*(а) = п(л(а)) = л(5) =Б=л(а), 

0°(а) = 0(0(а)) = 0(с) = с = 6(а). 

Итак, л*(а) = л(а). Отсюда мы видим, что эндоморфизм л? отобра- 
жает элементы из А так же, как их отображает эндоморфизм л. Сле- 


2 и л одинаковы, то есть равны. Такая же 


довательно, отображения л 
ситуация с 02. Теорема доказана. 

Теорема. пб = дл = 0 (0 — это нулевое отображение, то есть отобрал 
жение, которое каждому элементу из А ставит в соответствие 0). 

Доказательство. Возьмём в группе А произвольный элемент а: 

ае А. 


Его разложение имеет вид 


ЭТ 


а =ьЬ- с, глебе В, сЕ С. 

Эндоморфизмы л и 9 отображают элемент а в 

ао. ас 

Так как элемент 6 не имеет компоненты разложения из подгруппы С 
(6 =6-0), то 9(5) = 0. Аналогично л(с) = 0. Отсюда 

пв(а) = л(6(а)) =п(с) = 0, 

9т(а) = 9(п(а)) = 9(6) = 0. 

Таким образом, отображения л@ и 9т отображают любой элемент 
а Е А в ноль, следовательно, являются нулевыми: 

10—00 =0. 

Теорема доказана. 

Обозначение. 1д — это тождественный эндоморфизм, который отоб- 
ражает любые элементы из А в самих себя. 

Теорема. л + 9 = 14. 

Доказательство. Возьмём в группе А произвольный элемент а: 

ае А. 

Его разложение имеет вид 

а =ьЬ- с, глебе В, сЕС. 

Эндоморфизмы л и 9 отображают элемент а в 

(а) =0;:. ‘ас. 

Возьмём сумму этих эндоморфизмов и подействуем получившимся 
эндоморфизмом на элемент а: 

(п + 9) (а) = л(а) + 9(а) =б-+с=а. 

Таким образом, отображение л + 9 отображает любой элемент а Е А 
в тот же элемент а. То есть, отображение л - 9 является единичным: 

п 9 = 14. 

Теорема доказана. 

Определение. Проекторы — это такие эндоморфизмы л и 0, что вы- 
полняются следующие равенства: 

м? =л, 0=0 л0=0л=0 л+0=1.. 

Теорема. Если А = В Ф С, то существуют проекторы л и 0. 

Доказательство. В предыдущих теоремах мы доказали, что эндомор- 
физмы л и 9 обладают свойствами проекторов. Следовательно, они и 
есть проекторы. При этом, раз мы эти эндоморфизмы явным образом 
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определили (указали, какие элементы в какие отображаются), следовал 
тельно, они существуют. Теорема доказана. 

Теорема. Пусть А — группа. Если существуют проекторы т и 9, то А 
разлагается в прямую сумму А = лА ФВА. 

Доказательство. Обозначения. 

В — образ эндоморфизма т, то есть л(А) = В. 

С — образ эндоморфизма 0, то есть 9(А) = С. 

Образ группы при гомоморфизме является группой. Следовательно, 
Ви С — подгруппы. 

Докажем первое условие прямой суммы, то есть что подгруппы В и 
С дают в сумме всю группу А. 

В+С =л(А) + 6(А) = (п+8)(А) =14А=А. 

Таким образом, В + С = А — первое условие прямой суммы выпол- 
нено. 

Лемма. 

пб = 6 для любого элемента 6 Е В. 

9с = с для любого элемента с Е С”. 

Доказательство. Возьмём произвольный элемент Ь Е В. Так как 
группа В является образом группы А при эндоморфизме л, то у элемен- 
та 6 должен быть прообраз а Е А. Такой, что л(а) = 6. Воспользуемся 
этим равенством для вычисления л(Б): 

20) = (па) =лл(а) =л(а)=6. 


В этой выкладке мы использовали свойство проектора лм? 


= л. Из 
таких же соображений 0(с) = с. Лемма доказана. 

Докажем второе условие прямой суммы, то есть, что подгруппы В и 
С не пересекаются. 

Рассмотрим пересечение подгрупп В П С. Пусть т — произвольный 
элемент из пересечения: 

хЕАПБ. 

Элемент из пересечения В П С принадлежит обеим подгруппам В и 
С: 

те... ЕО. 

Так как т Е В, то л(х) = т. Так как т Е С, то 9(х) = т. Воспользу- 
емся этими равенствами для вычисления элемента т: 
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а еле =): 

Получается, что произвольный элемент 1 из пересечения ВПС равен 
нулю. А значит, и само пересечение равно нулю: 

ВПС = {0}. 

Второе условие прямой суммы доказано. 

Мы доказали оба определяющих свойства прямой суммы для группы 
А. Следовательно, А является прямой суммой своих подгрупп В и С: 

А=ВФС=тАФИША. 

Теорема доказана. 

Итоговый вывод. Возможность разложить группу А на прямую сум- 
му подгрупп В Ф С равносильно существованию для группы А проек- 
торов л и 9 со свойствами: 

м? =л, 0°=0 л0=0л=0 л+0=1.. 


57.8 Проекторы в случае любого количества 
прямых слагаемых 


Пусть А = Фе: А; 

Обозначение. л; — это отображение группы А в подгуппу А; по пра- 
вилу: каждому элементу а Е А, имеющему разложение а = ен. 
ставится в соответствие компонента @; из разложения, которая вклю- 
чается в подгруппу А. 

Теорема. п; — эндоморфизм. 

Доказательство. 1) Свойство сохранения бинарной операции: 

(а 5) = (а +Ло). 

Возьмём в группе А два произвольных два элемента, а и 6: 

а вЕА. 

Их разложения выглядят следующим образом: 

а а о 

Взятие отображения т; от элементов а и 6 означает взятие 1-й ком- 
поненты их разложения (она может быть равна нулю): 

п(а) = а, п; (6) =, где а;, 69; Е А;. 
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Если складывать элементы а и Ь. то их компоненты тоже складыва- 


ются, поэтому 


па 5) = +В: =тка) + тиб). 
Мы получили равенство л;(а + 6) = лка) + л(6), которое является 


свойством гомоморфизма сохранять бинарную операцию. Первое свой- 


ство гомоморфизма доказано. 


2) Свойство сохранения операции взятия обратного элемента: 
{(—а) =-ЛГ(а). 

Возьмём в группе А произвольный элемент а: 

ае А. 

Его разложение имеет вид 

а=а +... На&. 

Разложение обратного к нему элемента имеет вид 


—а=-а, -... ав. 

Посмотрим, куда отображаются элементы а и —а отображением ли; 
па) — @4, п: (—а) = —а; = —л;(а). 

Мы получили равенство л\—а) = —а; = —лка), которое являет- 


ся свойством сохранения операции взятия обратного элемента. Второе 


свойство гомоморфизма доказано. 


Мы доказали все свойства гомоморфизма для отображения л;. Сле- 


довательно, отображение л; является гомоморфизмом. А так как го- 


моморфизм л; отображает группу А в саму себя (в подгруппу А;), то 


гомоморфизм л; является эндоморфизмом. Теорема, доказана. 


С: 


й 
р 
Доказательство. Возьмём в группе А = Ф‚сгА; произвольный элемент 


Теорема. л: = 7;. 


аеА= Ф;:егА;. 

Этот элемент разлагается в сумму 

а=а +... + а, где а; Ее А.. 

Эндоморфизм л; отображает элемент а в 

а = а. 

Разложение элемента а; Е А; равно ему самому (ведь элемент должен 


разложиться по элементам групп из множества групп { А; ;ег, при этом 


разложение единственно. Очевидно, существует разложение &@; = а;, и 
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из единственности следует, что другого быть не может). Поэтому 
па; — а... 
Теперь мы можем доказать основное равенство теоремы: 


п? (а) = пил (а)) =— па.) = а = п; (а). 


Получается, что эндоморфизм л? действует на любые элементы из 
А так же, как и эндоморфизм л;. Следовательно, эти эндоморфизмы 
одинаковы: 

р 

Теорема доказана. 

Теорема. пп; = пул; = 0 приз 1. 

Доказательство. Возьмём в группе А произвольный элемент а: 

ае А. 

Его разложение имеет вид 

а=а +... а&.. 

Эндоморфизм л; отображает на 1-ю компоненту разложения: 


О и. 
Эндоморфизм т; отображает на )-ю компоненту разложения: 
па) = а. 


Так как у элемента а; Е А; 7-я компонента равна нулю, то л;(а») = 0. 
Аналогично л;(а;) = 0. Отсюда 

па) = пипда)) = лка;) = 0, 

пика) = п(тка)) = па) = 0. 

Таким образом, отображения пуп; и пул; отображают любой элемент 
а Е А в ноль, следовательно, являются нулевыми: 

Е = 0 Прие= 

Теорема доказана. 

Теорема. »_,_ ‚п; = 1. (Отображение 1л отображает группу А тож- 
дественно в саму себя.) 

Доказательство. Возьмём в группе А произвольный элемент а: 

ае А. 

Его разложение имеет вид 

а=а +... аь.. 

Эндоморфизм л; отображает на 1-ю компоненту разложения: 

п;(а) = а; (она может быть равна нулю). 
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Возьмём сумму всех эндоморфизмов т; для всех 1 и подействуем на 
элемент а: 

(> лег т) (а). 

Воспользуемся определением суммы эндоморфизмов (} + 9)(а) = 
Г(а) - 9(а) для раскрытия скобок: 

(лег по (а) = > «Кпка)). 

Воспользуемся равенством ла) = а; 

> не (пКа)) = ав +... Н 4, 

Мы выписали ненулевые компоненты разложения, остальные равны 
нулю. В итоге 

(зе ть (а) = ав +... ав, = а. 

Сумма всех эндоморфизмов т; отображает любой элемент из а в са- 
мого себя. Следовательно, эта сумма является тождественным отобра- 
жением [лд: 

нЕ п = 14. 

Теорема доказана. 

Определение. Проекторы {л; };</ — это такие эндоморфизмы, что вы- 


полняются следующие равенства: 


л =. п: =0 для 8-7), р п; = ТА. 


Теорема. Если А = Фе! А», то существуют проекторы {т; ег. 

Доказательство. В предыдущих теоремах мы доказали, что эндомор- 
физмы {л; ег удовлетворяют свойствам проекторов. Следовательно, 
они и есть проекторы. Кроме того, мы определяли эти эндоморфиз- 
мы явным образом, конкретно задавая соответствие между элементами 
группы (какой элемент в какой отображается). Поэтому эти эндомор- 
физмы существуют. Теорема доказана. 

Теорема. Пусть А — группа. Если существуют проекторы {л; ег, то 
А разлагается на прямую сумму А = Фет, А. 

Доказательство. Обозначение. А; — образ эндоморфзима л;, то есть 

пдкА) = А;. 

Образ группы при эндоморфизме является группой. Следовательно 
{Аст — это подгруппы. 

Докажем первое свойство прямой суммы: сумма всех А; образует всю 
группу А. 
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Рассмотрим сумму всех подгрупп Ах: 

Е А.. 

Представим группы А; в качестве образов соответствующих проек- 
торов А; = лКА): 

я - А; = ыы (А 

Воспользуемся определением суммы гомоморфизмов (} + 9)(а) = 
Г(а) + 9(а), чтобы собрать все проекторы в одну скобку, внутри ко- 
торой будет сумма проекторов: 

Е п(А) - Вы п;) (А). 

Сумма проекторов > ‚,-; Л; по их определению является тождествен- 
ным отображением 1д: 

О. п) (2) =14А = А. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения > ›‚.; Азк А. Сле- 
довательно, эти выражения равны: 

2 ны А; = А. 

В итоге мы пришли к тому, что сумма всех А; равна всей группе А. 
Первое свойство прямой суммы доказано. 

Лемма. л;(а;) = а; для любого элемента а; Е А;. 

Доказательство. Возьмём произвольный элемент а; Е А;. Так как 
группа А; является образом группы А при эндоморфизме л;, то у эле- 
мента @; должен быть прообраз а Е А такой, что л(а) = а;. Восполь- 
зуемся этим равенством для вычисления л;(а»): 

па; = п(па)) — пла) — п(а) — а. 

Таким образом, свойство л? = л; помогло нам прийти к равенству 
п;(а;) = а;. Лемма доказана. 

Докажем второе условие прямой суммы, то есть, что любая подгруп- 
па А; не пересекается с суммой всех остальных: 

А; п э__ А; = {0}. 

Рассмотрим пересечение А; ПУ ‚ет; ; А. Возьмём в нём произволь- 
ный элемент 5: 

фе А; П НЕЙ а 

о принадлежит пересечению подгрупп, то он принадлежит 
каждой из этих подгрупп: 

ПЕНЫ. ВЕ > не А; 
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Так как т Е А; то, как мы доказали в лемме, 

а. 

Так как ф Е ег; „‚ Ав то х можно представить в виде суммы эле- 
ментов из подгрупп { Аз ету: 

х=а ча, +... та, тещел ц = 1. 

Для каждой компоненты разложения верно равенство 

п;(а;) — а... 

Поэтому всё разложение можно представить в виде 

т=а та, +... ав = п; (ал) Не п» (а) к па, (@. ), где.а Е А;, 
7). 

Начнём доказывать равенство 5 = 0 с установленной выше формулы: 

т 

Заменим 1х в скобках на равное ему выражение ли (ан) + ль (а,,) + 
ое (ав, ): 

пт) = пли (аа) + пь(аь) +... + ть (аь,)). 

п; — это гомоморфизм, и поэтому для него выполняется свойство со- 








хранения бинарной операции. Раскроем скобки с помощью этого свой- 
ства: 

пота (аа) + ль(аь) +... + ль (аь,)) = путай) + путь (аь,) +... + 

Каждый индекс &/, неравен 7, поэтому произведения проекторов пули, 
равны нулю: 

па (а, ) + пуль (аь) +... + пут (ав,) = О(аз) + 0(а.,) +... (а) = 
ОО... = 0. 

Через цепочку равенств мы пришли от 5 к 0. Следовательно, они 
равны: 

4 

Получается, что произвольный элемент 1 из пересечения А;П> уезд; А 
равен нулю. А значит, пересечение А.П» `, у; „; Аг содержит в себе толь- 
ко ноль: 

А; п ат А; = {0}. 

Второе свойство прямой суммы доказано. 

Мы доказали все свойства прямой суммы, следовательно группа А 
является прямой суммой своих подгрупп { А; ег = {п АНсег: 
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А = ФА; = Феи А. 

Теорема доказана. 

Итоговый вывод. Возможность разложить группу А в прямую сумму 
подгрупп Ф;сг.А; равносильна существованию для группы А проекторов 


{п; Не! с0 свойствами 


по. о 


27.9 Разложение вполне характеристической 
подгруппы 


Определение. Вполне характеристическая подгруппа — это подгруппа, 
которая отображается в себя при любом эндоморфизме. 

Теорема. Пусть 

А — группа, 

В©, 

Х — вполне характеристическая подгруппа. 

Тогда Х = (ХПВ)Ф(ХПС.. 

Доказательство. Разложению А = В Ф С соответствуют проекторы 
л ид. Они отображают любые элементы соответственно в подгруппы 
ВиС. 

Лемма. Х =лХ ФОВХ. 

Доказательство. Так как Х — вполне характеристическая подгруппа, 
то проекторы отображают её в саму себя: 

Хх сх, 9ХхСХ. 

Эти включения означают, что эндоморфизмы л и 9 отображают эле- 
менты из Х в элементы из Х, следовательно являются отображениями, 
действующими на группе Х. Свойства гомоморфизмов и свойства про- 
екторов выполняются для всех элементов группы А, в том числе для 
элементов подгруппы Х. Поэтому пл и 9 являются проекторами для 
группы Х. Таким образом, у группы Х есть своя система проекторов 
п ий (они отличаются от проекторов группы А тем, что определены 
не на всей группе А, а только на её части, а именно, на подгруппе Х). 
Следовательно, группа Х разлагается на прямую сумму 
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Х =лХх ФДХ. 

Лемма доказана. 

Лемма. пХ = ХПБ. 

Доказательство. Докажем включение лХ С Хх ПВ. 

Так как подгруппа Х вполне характеристическая, то эндоморфизм п 
отображает её в саму себя: 

пх СХ. 

И в то же время эндоморфизм л отображает всё, в том числе под- 
группу Х, в подгруппу В: 

Е 

Так как л отображает Х одновременно в Х ив Б, то он отображает 
в их пересечение Х П В: 

хх с хп. 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение Х ПВ С лх. 

Проектор л отображает любые элементы из подгруппы В в самих 
себя: 

ль =6, гефбе ВБ. 

Пересечение Х П В находится внутри подгруппы В. Следовательно, 
проектор л оставляет все элементы пересечения на, месте: 

п(Х ПВ) =ХПВ. 

Рассмотрим включение Х П В С Х. Взятие эндоморфизма, от обеих 
частей включения сохранит включение: 

(Хх ПВ) слх, 

потому что образ части множества включается в образ всего множе- 
ства. Это включение позволяет провести выкладку: 

хп вехи В СХ. 

Этим мы доказали обратное включение Х ПВ С лХд. 

Из противоположных включений 

лхсхпв, ХПВслх 

следует равенство 

еп. 

Лемма доказана. 

Аналогично доказывается равенство 9Х = ХПС. 
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В итоге мы можем прийти к утверждению теоремы: 
Х =лХ ФВХ = (ХпПВ)Ф(ХПО). 

Теорема доказана. 

Теорема. Пусть 

А — группа, 

А = Фе! А, 

Х — вполне характеристическая подгруппа. 

Тогда Х= ФецХ п А;. 


Доказательство. Разложению А = Ф;-гА; соответствуют проекторы 





{п} сг. Каждый проектор т; отображает любые элементы группы А в 
группу А.. 

Лемма. Х = Ф;ем;Х. 

Доказательство. Так как Х — вполне характеристическая подгруппа, 
то проекторы отображают её в саму себя: 

Эти включения означают, что эндоморфизмы {л; ег отображают 
элементы из Х в элементы из Х, следовательно являются отображени- 
ями, действующими на группе Х Свойства гомоморфизмов и свойства 
проекторов выполняются для всех элементов группы А, в том числе 
для элементов подгруппы Х. Поэтому {л;}+ег являются проекторами 
для группы Х. Таким образом, у группы Х есть своя система проекто- 
ров {л;+=г (они отличаются от проекторов группы А тем, что опреде- 
лены не на всей группе А, а только на её части, а именно, на подгруппе 
Х). Следовательно, группа, Х разлагается на прямую сумму 

Х = Фел:Х. 

Лемма доказана. 

Лемма. л;Х = ХПА,. 

Доказательство. Докажем включение л;.Х С ХПА.. 

Так как подгруппа Х вполне характеристическая, то эндоморфизм 
п; отображает её в саму себя: 

И в то же время эндоморфизм т; отображает всё, в том числе под- 
группу Х, в подгруппу Ах: 
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Так как л; отображает Х одновременно в Х ив А; то он отображает 
в их пересечение Х П А; 

п;К а хп А. 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение Х ПА; С л;Х. 

Проектор л; отображает любые элементы из подгруппы А; в самих 
себя: 

па) = а, гдеае А, 

Пересечение Х П А; находится внутри подгруппы А;. Следовательно, 
проектор л; оставляет все элементы пересечения на месте: 

п(Х п А;) и А;. 

Рассмотрим включение Х П А; © Х. Взятие эндоморфизма от обеих 
частей включения сохранит включение: 

п(Х п А;) © о, 

потому что образ части множества включается в образ всего множе- 
ства. Это включение позволяет провести выкладку: 

Этим мы доказали обратное включение Х ПА; С л;Х. 

Из противоположных включений 

Хх С ХПА,; ХПА; Ст. Х 

следует равенство 

пХ Е.Х. | А;. 

Лемма доказана. 

В итоге мы можем прийти к утверждению теоремы: 

Х = Фатх = Фе Х п А;). 

Теорема доказана. 


57.10 Переход от одного разложения А = В ФС к 
другому А = ВФС\ 


Теорема. Пусть группа А имеет два разложения на прямую сумму: 


А=ВФС =ВФС:. 
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Первому разложению соответствуют проекторы т, 9, второму лу, 01. 
Тогда выполняются равенства 

п=л+70, 0 =0-—лфб, 

где ф — некоторый эндоморфизм. 

Доказательство. Положим ф =0-— 61. 

Лемма. ф = $9. То есть, мы можем домножать ф справа на 0, и 
ничего не меняется. 

Доказательство. Так как А = ВФС = В ФС, то в разложениях 
элементов подгруппы В нет компонент из подгрупп С' или С\1, поэтому 

ВВ =: 

Подействуем эндоморфизмом ф = 9 — 01 на подгруппу В: 

фВ =90В-9В=0-—0=0, 

Получился ноль: фВ = 0. 

п отображает любые элементы из группы А в подгруппу В: 

пА = В. 

Следовательно, если после действия проектором л подействовать эн- 
доморфизмом ф, то получится ноль: 

фтА=ФфВ = 0. 

Раз произведение эндоморфизмов фл отображает любые элементы из 
А в ноль, то это произведение является нулевым эндоморфизмом: 

фтп = 0. 

Воспользуемся свойством проекторов 14 =л + 0: 

ф=ф: 14 =: (п+ 0) =фт+ 90 =0+ 99 = $0. 

Получается, что ф = 0. Лемма доказана. 

Лемма. ф = пФ. 

Доказательство. Возьмём в группе А произвольный элемент а: 

аеА=ВФСс =ВФС.. 

Запишем два разложения этого элемента в разных прямых суммах: 

а=б-с=Ь + с1 (6,6: ЕВ, сЕС че СТ). 

Перегруппируем члены в этой формуле, получим 

сс = Ь: — 6. 

Разность 61 — 6 состоит из элементов подгруппы В, следовательно 
она сама принадлежит этой подгруппе: 


ы-бЕ В. 
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А из равенства выше вытекает, что и 

с-аеВБ. 

Подействуем эндоморфизмом ф = 9 — 01 на элемент а Е Д: 

фа = ба — 9а=с-чеЕВ 

Получается, что эндоморфизм ф отображает произвольный элемент 
аеЕАв В: 

фа Е Б. 

Проектор т оставляет элементы из подгруппы В на месте: 

ль = 6, гефе В. 

Следовательно, если подействовать проектором л после действия эн- 
доморфизмом ф, то ничего не изменится: 

пфа = фа. 

Раз отображения ф и лф одинаково действуют на любые элементы 
из А (аЕ А мы выбирали произвольным), то эти отображения равны: 

По, 

Лемма доказана. 

Из результатов двух подлемм ф = 0 и ф = пф мы можем получить 
комбинированный результат: 

ф= 0. 

В равенстве ф = 9 — 01, произведём замену ф = лфд, получаем 

9—0 = т. 

Перегруппируем члены в обеих частях равенства: 

91 =9— пб. 

Этим мы пришли к одному из двух равенств, заявленных в теореме. С 
помощью этого равенства и свойства проекторов 1л = 91+ л1 мы можем 
получить второе равенство, заявленное в теореме. Для этого выразим 
из равенства 1 = 0 + л! проектор 71: 

пт = ТА Е 91. 

Подставим вместо 9: уже установленное равенство 01 = 9 — лфб: 

1л— 91 = 14-— (9 — м0) = 14 —- ОВ+лф0. 

Воспользуемся свойством проекторов 1л = л + 9, заменив с его помо- 
щью выражение 1л — 0 нал: 

14 —-9+л00 =л+ тб. 
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Через цепочку равенств мы пришли от выражения л! к выражению 
п + 10. Следовательно, эти выражения равны: 

= 9. 

Этим мы доказали второе равенство, заявленное в теореме. Теорема, 
доказана. 

Теорема. Пусть А = В ФС. Пусть ф — произвольный эндоморфизм 
группы А. Тогда эндоморфизмы л1 = л +769, 01 = 9 — лфбд являются 
проекторами, а группа А разлагается на прямую сумму А = ВФ91А. 

Доказательство. Чтобы доказать, что эндоморфизмы л1 и 91 являют- 
ся проекторами, нужно доказать для них свойства, проекторов, а имен- 
но: 

И ИИ п101 = бл: = 0, пт + 01 = 1л. 

Свойство л1 - 91 = 1л доказывается проще всего: 

1+ 91 =л+л00 +0 —пф0 = п +9 = 14. 

Для доказательства остальных свойств выпишем вспомогательные 
формулы, которые являются свойствами проекторов л и д, или следуют 
из НИХ: 

пб = 0л = 0, 

м =л, 0=0, 

п. пб = лФ0, пфд-т=0, 

9.лфб =0, лФ0-0=тфб, 

пд - пфб = пф(0 : п)Ф0 = 0. 

Теперь мы можем приступить к доказательству свойств проекторов 
для эндоморфизмов л1 и 01. 


п = (п+л0)* = п, +(пф0)" + плод + прбт = п + про = т 
п 0 пб 0 


0% = (0 — лфб)? = _0° + (пф0)? — 0тф0 — лфб0 = 0 — пфб = 0. 
9 0 0 пф9 


1101 = (л+л0)(9 — пф0) =. се ‚— (140)? — лпфд + лфб0 = 
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про пф9д 


= —пфбо + лоб = 0 


91л1 = (0 — лфб) (т + лфб) = 0т,- (пфб)* + 9тф0 — побт = 0 


Свойства проекторов доказаны. Из того, что л1 и 91 являются проек- 
торами, следует разложение 

А = п1.А Ф 9. А. 

Посмотрим, куда отображает проектор л1 группу Л: 

п1А = (л+лф0)А =тА+лФфдА. 

пА = В. Так как в комбинации проекторов лф@ = л(ф9) проектор 
п действует последним, то он отображает множество фбА в В, то есть 
пфдА с В. Сумма группы В = ЛА и подгруппы лфбА С В равно 
группе В (сумма группы и её подгруппы равна всей группе). Таким 
образом, 

п1.А = 

Теперь мы можем переписать предыдущее разложение А = л1 АФФА 
на новое, 

А=ВФЯ\А, 


которое соответствует утверждению теоремы. Теорема доказана. 


57.11 Пересечение дополнений к прямому 
слагаемому 


Определения. 
Прямое слагаемое В группы А — это такая подгруппа В, которая 
является членом разложения группы А на прямую сумму А = ВФС. 
Дополнение С к прямому слагаемому В — это тоже прямое слагаемое, 
являющееся второй компонентой разложения на прямую сумму А = 


ВФС. 
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Теорема. Пересечение всех дополнений к прямому слагаемому есть 
максимальная вполне характеристическая подгруппа, не пересекающа- 
яся с прямым слагаемым. 

Доказательство. Рассмотрим группу А. Пусть в ней есть прямое сла- 
гаемое В. У прямого слагаемого имеется множество дополнений {С} ;сГ, 
где каждое дополнение имеет индекс из множества [. Каждому индексу 
т Е [ соответствует разложение группы А = ВФС;. Этому разложению 
соответствуют проекторы л; и 6.. 

Пусть С = ПГС; — пересечение всех дополнений к прямому сла- 
гаемому В. Докажем, что С' является вполне характеристической под- 
группой. То есть, нам нужно доказать, что произвольный эндоморфизм 
ф, действующий на группе А, отображает подгруппу С в саму себя. 

Пусть ф — произвольный эндоморфизм, действующий на группе А. 
Изучим, как он действует на подгруппу С. 

Возьмём в множестве С = ПусГС; произвольный элемент с: 

сЕС = ПуегГС. 

Так как элемент с принадлежит пересечению множеств П;=1Ст, то он 
принадлежит всем множествам из пересечения: 

СЕ С; для всех т Е Г. 

Рассмотрим разложение А = ВФС; для произвольного индекса 1 Е Г. 
Проектор 0; оставляет на месте элементы из дополнения С;. Следова- 
тельно, 

0:с = с для всех индексов 1 Е [. 

В параграфе «Переход от одного разложения А = В ФС к друго- 
му А = В ФС» доказана теорема о том, что любой эндоморфизм ф 
образует проекторы по формулам 

И =л; + 7д20;, 0; = 9; — л;26,, где 7 Е Г. 

Объясним происхождение индекса, 7 у проекторов. До этого мы про- 
индексировали все возможные разложения с общим прямым слагае- 
мым В. Поэтому когда мы сталкиваемся с новыми проекторами, то они 
должны находиться в уже известном проиндексированном множестве 
и иметь свой индекс, которому мы дали обозначение 7. 

Воспользуемся формулой 9; = 0; — п;б;: 

с = 9;с = (9; — л;фб;)с = 0;с — пкрбс = с — пуфс. 
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Мы получили равенство с = с-— л;фс, из которого следует, что 

фе =: 

То есть, действие проектора л; на элемент фс обращает его в нуль. 
Это значит, что в разложении элемента ‹фс отсутствует компонента, из 
прямого слагаемого В в разложении А = ВФС;. То есть, 

фсЕ С: 

Так как мы выбирали 1 произвольно, то элемент фс включается во 
все подгруппы {С;};сг, а значит и в их пересечение: 

фсе Пе: С; = С. 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент с из множества С 
отображается произвольным эндоморфизмом ф в то же самое множе- 
ство С. Следовательно, все элементы из множества С’ отображаются 
произвольным эндоморфизмом ф в это же множество, что означает 
включение: 

#О) С 0: 

То есть, любой эндоморфизм отображает С в С. Таким образом, С 
удовлетворяет определению вполне характеристической подгруппы. 

Все дополнения {С}; }; Г не пересекаются с прямым слагаемым В. По- 
этому и их пересечение ГусгС; = С с В не пересекается: 

СПВ= {0}. 

Осталось доказать максимальность. Максимальность — это когда лю- 
бая подгруппа с тем же свойством содержится в С. 

Пусть Х — произвольная вполне характеристическая подгруппа, не 
пересекающаяся с В: 

ВО 

Рассмотрим разложение подруппы Х в соответствии с разложением 
А = ВФС; для произвольного индекса, 1 Е Г. В параграфе «Разложение 
вполне характеристической подгруппы» доказана теорема о том, что 
для вполне характеристической подгруппы Х верна формула 

Х = (ХпПВ)Ф(ХПС;. 

Так как Х П В = {0}, то соответствующее прямое слагаемое можно 
убрать из формулы: 

о 


Итак, Х включается в подгруппу С; для произвольного индекса 1 Е Г. 
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А значит, Х включается в пересечение подгрупп {С} ег: 

= . 

В итоге произвольная вполне характеристическая подгруппа Х, не 
пересекающаяся с В, включается в С, а это и есть определение макси- 
мальности для С. Максимальность доказана. 

В итоге мы доказали, что пересечение всех дополнений к прямому 
слагаемому является максимальной вполне характеристической под- 
группой. Теорема доказана. 


57.12 Б-высокие подгруппы 


Определение. Пусть А — группа, В — подгруппа. В-высокая подгруппа 
— это максимальная подгруппа среди подгрупп, не пересекающихся с 
Б. 

Утверждение. Пусть 

А — группа, 

В — подгруппа, 

С — В-высокая подгруппа. 

Тогда сумма подгрупп В + С равна их прямой сумме: 

В-+-С=ВФС. 

Доказательство. Первое определяющее свойство прямой суммы — 
сумма прямых слагаемых равно всей разлагаемой группе. В нашем слу- 
чае мы разлагаем на прямую сумму группу В + С, поэтому первое 
свойство в ней выполнено по определению подгруппы В + С. 

Второе определяющее свойство прямой суммы — ВПС = {0}. По 
определению В-высокой группы С’ она не пересекается с В. Поэтому 
второе свойство прямой суммы выполено. 

Все определяющие свойства прямой суммы выполняются, следова- 
тельно, 

В+С =ВФС. 

Утверждение доказано. 

Теорема. Пусть 

А — группа, 

В — подгруппа, 
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С — В-высокая подгруппа. 

Для любого элемента а Е А циклическая группа (а) пересекается с 
ВОС: 

(а пПВФС* {0}. 

Доказательство. Возможны два случая: элемент а находится внутри 
подгруппы В ФС и вне неё. Если находится внутри подгруппы, то 
пересечение (а) П (В ФС) содержит элемент а, а значит, пересечение 
нетривиально. Осталось рассмотреть случай, когда а не входит в ВФС: 

а ВФС. 

Объединим подгруппы (а) и С. Так как элемент а не входит в ВФС, 
то он не входит в С 

а С. 

Следовательно, если добавить элемент а к подгруппе С’, то подгруп- 
па расширится. Но С' является максимальной подгруппой, которая не 
пересекается с В. Значит группа (а) + С пересекается с В: 

(а +СПВае {0}. 

Группа, (а) состоит из всех элементов вида па, где п — целое число. 
Группа, (а) + С состоит из всех возможных сумм па + с, где па Е (а), 
СЕ С. Так как группа (а) +С' имеет нетривиальное пересечение с В, то 
некоторый элемент из (а) + С’ равен некоторому ненулевому элементу 
из В: 

па + с =ЬБ, гебеЕ В, сЕС, 6 = 0. 

Лемма. па = 0. 

Доказательство. Допустим, это не так: па = 0. Тогда равенство па 
с = 6 переходит в равенство 

СЕВ: 

Элемент с = 6 принадлежит одновременно подгруппам В и С, а зна- 
чит и их пересечению: 


в=503Е.В Е 
С — это В-высокая подгруппа, и поэтому не пересекается с В: 
В ЕО 


Раз элемент с = 6 принадлежит В П С, то он равен нулю: 
СЕВ 
Но мы определили элемент 6 ненулевым. Допущение равенства па = 
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0 приводит к противоречию с неравенством 6 = 0. Следовательно, 
па. 

Лемма доказана. 

Перенесём в равенстве па - с = 6 элемент с в правую часть, получаем 

па =6— с. 

Элемент Ь— с принадлежит прямой сумме ВФС. А значит и элемент 
па тоже: 

па = ВФС. 

При этом па = 0, то есть, па — это ненулевой элемент подгруппы 
(а). Следовательно, ненулевой элемент па принадлежит пересечению 
(а) п(ВФСО): 

О лаеЕ (а) П(ВФО). 

Получается, что подгруппы (а) и В Ф С пересекаются: 

(а пВФС* {0}. 

Элемент а мы выбирали произвольно. Значит, для любого элемента 
а Е А. Циклическая подгруппа (а) пересекается с подгруппой В ФС. 
Теорема доказана. 

Определение. Существенная подгруппа, — это подгруппа, которая пе- 
ресекается со всеми подгруппами. 

Теорема. Пусть 

А — группа, 

В — подгруппа, 

С — В-высокая подгруппа. 

Тогда подгруппа В Ф С существенна. 

Доказательство. Любая подгруппа Г) содержит элементы. Каждый 
элемент образует циклическую подгруппу, и она включается в О. Раз 
любая циклическая подгруппа пересекается с В ФС, то и подгруппа О 
тоже с В Ф С пересекается. Так как любая подгруппа пересекается с 
В Ф С, то подгруппа В Ф С существенна. Теорема доказана. 

Напоминание определения. Периодическая группа — это группа, все 
элементы которой имеют конечный порядок. 

Теорема. Факторгруппа, по существенной подгруппе является перио- 
дической. 

Доказательство. Пусть А — группа, В — существенная подгруппа. 
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Рассмотрим факторгруппу А/В. Возьмём в факторгруппе А/В произ- 
вольный элемент а: 

ае А/В. 

Элемент факторгруппы А/В — это смежный класс по подгруппе В. 
В смежном классе а возьмём представитель а: 

аеа. 

Элемент а образует циклическую подгруппу (а). Так как В — су- 
щественная подгруппа, с ней пересекаются все подгруппы, в том числе 
(а). Следовательно, в подгруппе (а) есть ненулевой элемент, принадле- 
жищий В. В (а) все элементы имеют вид па. Значит, 

па Е В для некоторого целого числа п. 

Умножим обе части принадлежности а Е а на число п: 

па Е па. 

Подгруппа В играет роль нуля в факторгруппе А/В. Элемент может 
находиться только в одном смежном классе, следовательно, если па 
находится в подгруппе В, то смежный класс па является подгруппой 
В: 

па ВАО. 

В итоге мы пришли к тому, что произвольный элемент факторгруп- 
пы имеет конечный порядок. А значит, факторгруппа периодическая. 
Теорема доказана. 

Следствие. Пусть 

А — группа, 

В — подгруппа, 

С — В-высокая подгруппа. 

Тогда факторгруппа А/(В Ф С) является периодической. 

Теорема. Пусть 

А — группа, 

В — подгруппа, 

С — В-высокая подгруппа. 

а — элемент группы Д: 

ае А, 

р — простое число. 

Тогда, если ра Е С, ттаЕ ВФС. 
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Доказательство. Пусть ра Е С. 

Если а Е С, ттае В ФС, и доказывать нечего. 

Рассмотрим случай а @ С. Составим из элемента а циклическую 
подгруппу (а), и просуммируем с подгруппой С. Получаем подгруппу 
(а)+С. В подгруппе (а) - С есть элемент а & С, следовательно, (а) +С 
больше подгруппы С”: 

Сс (а) + С. 

Так как С — максимальная подгруппа, не пересекающаяся с В, то 
подгруппа (а) + С пересекается с В: 

(а +С)ПВЯ {0}. 

Возьмём ненулевой элемент из пересечения ((а) + С’) П В. Этот эле- 
мент принадлежит одновременно группам (а) +Си В. Так как элемент 
принадлежит группе В, обозначим его 6, так как элемент принадлежит 
группе (а) + С, то он равен Ка - с, где К — некоторое целое число, а 
СЕ С. Таким образом, имеем равенство: 

Ь = Ка - с. 

Лемма. Коэффицент К не делится на р. 

Доказательство. Допустим число К делится на р, то есть 

К = [р для некоторого целого числа [. 

В начале доказательства теоремы мы выбирали элемент а таким, 
что ра Е С. Умножение элемента подгруппы на число не выводит за 
пределы подгруппы. Следовательно, элемент Ка = (ра) принадлежит 
подгруппе С: 

КаЕсС. 

Сумма элементов подгруппы находится в этой же подгруппе. А зна- 
чит, из Кае СисЕ С следует, что элемент Ка + с тоже принадлежит 
С. 

Ка-сЕС. 

Но элемент БЕ В равен Ка - с, а значит, он принадлежит подгруппе 
в. 

БЕС. 
Раз элемент 6 принадлежит одновременно подгруппе В и подгруппе 
С, то он принадлежит их пересечению: 


БЕ ВПС. 
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По условию теоремы, С — это В-высокая подгруппа, это означает, что 
подгруппы В и С не пересекаются (в пересечении находится только 0). 
Поэтому 

ВЕ 

Но мы выбирали элемент 6 нетривиальным из нетривиального пере- 
сечения. Следовательно, допущение делимости числа А на р привело к 
противоречию с выбором элемента 6. Коэффициент А не делится на р. 
Лемма доказана. 

Так как число р простое, то оно имеет только тривиальные делители: 
ри 1. Поэтому общим делителем чисел р и К может быть только р и 1. 
Если общим делителем является число р, то р делит число К без остатка, 
случай чего мы исключили. Следовательно, единственным возможным 
делителем чисел ри К является 1: 

(р.К) = 1. 

По теореме из теории чисел следует, что существуют такие целые 
числа $ и $, что 

8р +  =1. 

Используем это равенство, чтобы подставить в равенстве а = 1а вме- 
сто единицы 8р + : 

а = 1а = ($р + Ж)а = 5ра + Ща = з(ра) + Ека). 

Элемент ра принадлежит С из условия выбора в начале доказатель- 
ства. Перенесём в равенстве 6 = Ка + с элемент с в левую часть урав- 
нения, получаем 

р — с = Ка. 

Так как 6 —-се ВФС, то 

КаЕБФС. 

Умножение элемента подгруппы на коэффициент даёт элемент из 
этой же подгруппы, сумма элементов подгруппы даёт элемент из этой 
же подгруппы. Из включений ра Е С С ВФС, КаЕ ВФС следует, 
что их линейная комбинация $(ра) - (Ка) тоже принадлежит В ФС. 
Так как а = 3(ра) + КкКа), то 

ае ВОС. 

В итоге мы доказали, что если ра Е С, тта Е В ФС. Теорема 
доказана. 
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Теорема. Пусть 

А — группа, 

В — подгруппа, 

С — В-высокая подгруппа. 

Тогда два, условия эквивалентны: 

ПА=вВе@еСс 

2) выполняется правило: для любого элемента а Е А и любого про- 
стого числа р из равенства ра = 6+ с ($ е В, сЕ С) следует, что 
Ь делится на р внутри подгруппы В, то есть рб’ = В для некоторого 
ЕВ. 

Доказательство. Докажем сначала, в одну сторону: 1) = 2). 

Пусть А = ВФС. Возьмём произвольный элемент а Е А такой, что 
ра = В+ с. Так как А = ВФ С, то любой элемент из А разлагается 
на сумму элементов из подгрупп В и С. Разложим элемент а на такую 
сумму: 

а=ь + с, гебЕВ, С ЕС. 

Умножим обе части этого равенства на, р: 

ра = рё' + рс.. 

И в то же время мы имеем разложение ра = 6 - с. Разложение в 
прямой сумме единственно, следовательно 

ро =6;. 6 

Равенство рб’ = В означает, что элемент В делится на число р внутри 
подгруппы В. В итоге мы пришли к тому, что из равенства, ра = 6+ с 
вытекает делимость элемента 6 на число р внутри подгруппы В. В одну 
сторону теорема доказана. 

Докажем теперь теорему в другую сторону: 2) = 1). 

Пусть выполняется правило: для любого элемента а Е А и любого 
простого числа р из равенства ра = 6 +с Е В, сЕ С) следует, что 
Ь делится на р внутри подгруппы В, то есть рб’ = В для некоторого 
Ь Е В. Докажем, что А = ВФС. 

Лемма. Если рае ВФС, ттаЕ ВФС. 

Доказательство. Рассмотрим произвольный элемент а Е А, умноже- 
ние которого на простое число р перемещает его в подгруппу ВФС. Так 
как ра е ВФС, то он раскладывается на сумму элементов из подгрупп 
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ВиС: 

ра = 6 - с. 

Для такого случая работает правило, что элемент 6 делится на р 
внутри подгруппы В, то есть 

ры’ = для некоторого 6'Е В. 

Подставим это выражение в равенство ра = 6 + с: 

ра = рё' + с. 

Перенесём слагаемое рб в левую часть равенства: 

ра — ры = с. 

Вынесем общий множитель р за скобки: 

р(а- в) = с. 

В предыдущей теореме мы доказали, что если некоторый элемент 
т Е А при умножении на простое число р оказывается в подгруппе С”: 
рх Е С, тохЕ В ФС. В нашем случае получается, что элемент а — 6' 
принадлежит подгруппе В ФС: 

а-ГЕВФС. 

Прибавим к обеим частям включения элемент 6': 

аеЕ’- ВОС. 

Так как элемент 6’ является элементом подгруппы В С ВФС, и 
сумма элемента, подгруппы с самой подгруппой даёт эту же подгруппу: 

-ВФС=ВОС. 

Таким образом, 

аеЕБВФС. 

В итоге мы доказали, что если ра Е ВФС, ттаЕ В ФС. Лемма 
доказана. 

Далее мы изложим два способа, доказательства, каждый из них по- 
своему интересен. 

Первый способ. Возьмём в группе А произвольный элемент а: 

ае А. 

Составим из него циклическую подгруппу (а). Выше мы доказывали 
теорему, что любая циклическая подгруппа пересекается с подгруппой 
ВБОФС. То есть, имеется целое число п, такое, что 

па Е ВФС, и при этом па = 0. 
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Если число п отрицательное, то раз элемент па принадлежит под- 
группе В Ф С, то обратный к нему элемент —па тоже принадлежит 
ВОС: 

—пае ВФС. 

Поэтому если п отрицательно, то такое же по модулю число, но по- 
ложительное, тоже даёт элемент из В Ф С. Выберем положительный 
коэффициент. То есть, пусть п — натуральное число. Любое натураль- 


ное число раскладывается на произведение простых чисел в степенях: 
1 Г2 ТЕ 


Выделим из п простой множитель |1: 
Зе - 
п — Е 


Рассмотрим элемент р. @- Если умножить его на простое число ру, то 
элемент перейдёт в подгруппу В Ф С, а значит, выполняется лемма и 

ру @ ЕВБФС. 

Мы пришли к такой же ситуации, что была и в начале, но теперь 
коэффициент меньше предыдущего. Следовательно, мы можем про- 
должать дальше такие же процедуры и каждый раз уменьшать ко- 
эффициент при элементе а. То есть, после каждой процедуры, чтобы 
перевести элемент а в подгруппу В Ф С, нужно умножать его на, всё 
меньший коэффициент. В итоге мы придём к коэффициенту 1: 

а = Е БВ ФС. 

Получается, что произвольный элемент из А принадлежит к подгруп- 
пе В Ф С, откуда следует, что 

А= ВОС. 

В другую сторону теорема доказана. Первый способ доказательства 
завершен. 

Второй способ. 

Лемма. Факторгруппа А/(В Ф С) не содержит элементов простого 
порядка. 

Доказательство. Допустим обратное: в факторгруппе А/(В Ф С) су- 
ществует элемент а простого порядка р: 

аЕА/(ВФС), ра=0. 

Элемент а факторгруппы А/(В Ф С) является смежным классом по 
подгруппе В ФС. Возьмём произвольный элемент а из этого смежного 
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класса: 

аеа. 

Умножим обе части этой принадлежности на число р: 

ра Е ра = 0. 

Роль нуля в множестве смежных классов играет роль подгруппа В ® 
С’, следовательно, 

раЕВФС. 

Из леммы выше следует, что 

аЕБВФС. 

Раз представитель смежного класса находится в нуле факторгруппы, 
то и сам смежный класс является нулём факторгруппы: 

0, 

Получается, что элемент а факторгруппы равен нулю, хотя мы счита- 
ли, что он имеет простой порядок. Предположение о наличии элементов 
простого порядка в факторгруппе А/(ВФС) приводит к противоречию 
с самим собой. Значит, в факторгруппе А/(В Ф С) нет элементов про- 
стого порядка. Лемма доказана. 

Выше мы доказали теорему, что факторгруппа А/(В Ф С) является 
периодической. То есть, все её элементы имеют конечный порядок. 

Лемма. Факторгруппа А/(В Ф С) равна нулю. 

Доказательство. Допустим, что факторгруппа А/(В Ф С) неравна 
нулю. Тогда в ней есть ненулевой элемент а. Его порядок обозначим 
буквой п. Так как п — натуральное число, то оно разлагается на, про- 
стые множители: 

Е Е, 

Выделим простой множитель р1 из разложения. Число п можно пред- 
ставить в виде п = р. Элемент „а имеет простой порядок р1. Но 
в лемме выше мы установили, что факторгруппа А/(В Ф С) не мо- 
жет иметь элементов простого порядка. Допущение, что факторгруппа, 
А/(ВФС) неравна нулю, приводит к противоречию с доказанной выше 
леммой. Следовательно, 

А/(ВФС) =0. 

Лемма доказана. 

Таким образом, факторгруппа А/(В Ф С) состоит из нуля, а роль 
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нуля играет подгруппа В Ф С. Следовательно, вся группа А состоит 
только из В ФС. То есть 
А=ВФС. 


Второй способ доказательства завершён. Теорема, доказана. 
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ГЛАВА 58 


Сохранение свойств прямыми суммами 


58.1 Подгруппы 7%.А и Ам 


Напоминание. п.А — это подгруппа всех элементов вида па, гдеае А. 

Теорема. Пусть А = ФегА;. Тогда пА = ФетА;. 

Доказательство. { А; ус: — это подгруппы в группе А. {пА; ег — это 
подгруппы в группе пА. Нам нужно доказать, что группа п.А разлага- 
ется на прямую сумму своих подгрупп {7%.А; с 1. 

1) Докажем первое свойство прямой суммы: в А = »`‚.‚п.Ах, то есть 
сумма подгрупп равна, всей группе. 

Докажем включение > `‚_;пА; С ПА. 

Каждая подгруппа п.А; состоит из элементов вида па, глеае А. 
Значит, каждая подгруппа, п.А; включается в ПА: 

Бинарная операция в группе замкнута. Сумма подгрупп, по определе- 
нию, состоит из конечных сумм их элементов. Конечные суммы элемен- 
тов не выводят за пределы группы. Раз все подгруппы п.А; включаются 
в ПА, то их сумма тоже в пА включается: 

ре п; а п. А. 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение пА С ``. ®А». 

Возьмём в группе п.А произвольный элемент па: 

па Е ПА. 

Так как А = Фе: А; то, по первому свойству прямой суммы, 

= р А. 

Это значит, что элемент а Е А представляется в виде суммы элемен- 
тов из подгрупп { А; ег: 

а=а та, +... та, глеа; Е А.. 

Умножим это равенство на число п: 

па = пан + па, +... - пац.. 
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Получается, что то па представляется в виде суммы конечного числа 
элементов из подгрупи пА; значит, элемент па принадлежит сумме 
этих подгрупи: 

пе» т. 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент па из группы п. А 


принадлежит сумме > `` п.А;. Следовательно, все элементы из группы 


ЕТ 
п.А принадлежат сумме »›‚_‚ пА», что означает включение 

ПАС а п.А;. 

Обратное включение доказано. 

Из противоположных включений 

лет: С ПА, ПАС > ет 

следует равенство 

ПАС а пАь. 

Таким образом, группа п.А является суммой своих подгрупи > \-1 П.А. 
Первое свойство прямой суммы доказано. 

2) Докажем второе свойство прямой суммы: 

ПАП > деки = {0}. 

То есть, каждая подгруппа п.А; не пересекается с суммой всех осталь- 
НЫХ. 





Так как А = Ф;-гА;, то по второму свойству прямой суммы каждая 
подгруппа А; не пересекается с суммой остальных: 

А; п Я А; = {0}. 

п.А; — это подгруппа в А;, п Ев А; = Ее п.А; — это подгруп- 
па в группе ан А;. Раз группы А; и > НЕЕР А; не пересекаются, 
то и их подгруппы тоже: 

ПАП > деи Аа = {0}. 

Второе свойство прямой суммы доказано. 

Оба определяющих свойства прямой суммы доказаны, следователь- 
но, п.А является прямой суммой подгрупп {п А ег: 





п А = Фет А.. 

Теорема доказана. 

Напоминание. А] — это подгруппа всех элементов из группы А, 
которые обращаются в ноль при умножении на п. 

Теорема. Пусть А = ФегА;. Тогда Ат] = Фе: А; т]. 
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Доказательство. {А; ег — это подгруппы в группе А. {Ап чет — 
это подгруппы в группе Ап]. Нам нужно доказать, что группа А] 
разлагается на прямую сумму своих подгрупп { А; п] 1. 

1) Докажем первое свойство прямой суммы: Ам] = »`„‚ Ат, то 
есть сумма подгрупп равна всей группе. 

Докажем включение > `_, Ап С А. 

Каждая подгруппа А; п] состоит из элементов, которые при умно- 
жении на п дают 0. Все такие элементы находятся в подгруппе Ат). 
Значит, каждая подгруппа А;п] включается в АМ]: 

А; п] С АМ.. 

Бинарная операция в группе замкнута. Сумма подгрупп, по опреде- 
лению, состоит из конечных сумм их элементов. Конечные суммы эле- 
ментов не выводят за пределы группы. Раз все подгруппы А; п] вклю- 
чаются в Ат], то их сумма тоже в Ат] включается: 

в - А т] с АМ]. 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение Ап] С »`_, Ат. 

Возьмём в группе А] произвольный элемент а: 

ае Ат. 

А] — это подгруппа в А, поэтому элемент а принадлежит также 
группе А: 

ае А. 

Так как А = Фе: А; то, по первому свойству прямой суммы, 

я т. А. 

Это значит, что элемент а Е А представляется в виде суммы элемен- 
тов из подгрупп { А; ег: 

а=а та, +... та, глеа; Е А.. 

Умножим обе части этого равенства на п: 

па = паз + па, +... - пац.. 

Так как элемент а принадлежит подгруппе А, то умножение его 





на число п, обращает его в ноль: 
Е 
Следовательно, 
паз: + па, +... + па; = па = 0. 
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Получается, что элемент пах +па,-+...-+ паз, является разложением 
нуля в прямой сумме Ф;сгА;. Но мы знаем, что разложение элементов 
в прямой сумме единственно. У нуля есть разложение 0 = 0. То есть, в 
разложении нуля все компоненты из подгрупп А; равны нулю. Следо- 


вательно, 
па; =0 па, =0 ... па =0. 
Это значит, что элементы ал, @%,,..., а, принадлежат соответственно 
подгруппам Аз п], Ат]... Аз т] 
а, Е Ат, ат елА,т, ..., щ Е АТ] 


Таким образом, произвольный элемент а из группы А] представля- 
ется в виде конечной суммы элементов из подгрупп { А; п] }хсг, а значит, 
принадлежит сумме этих подгрупп: 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент а из группы А] при- 


надлежит сумме >`_‚ А; т]. о все элементы из группы 


Е1 
А[п] принадлежат сумме »`. 


А] © >=; Ая"). 


Обратное включение доказано. 


«г АП], что означает включение 


Из противоположных включений 


нет С АМ, АЩЕ> Ат 

следует равенство 

А] © ег АМ 

Таким образом, группа А[п] является суммой своих подгрупп >} 
А; п]. Первое свойство прямой суммы доказано. 

2 Докажем второе свойство прямой суммы: 

Ат п Е А т] = {0}. 

То есть, пересечение любой подгруппы А; [п] с суммой остальных под- 
групп равно нулю. 

Так как А = ФА; то для неё выполняется второе свойство прямой 
суммы: пересечение любой подгруппы А; с суммой остальных подгрупп 
. нулю: 

17] а Е. — = {0}. 

о Ап | находится внутри подгруппы Ау, подгруппа > су; =; 

А; п] находится внутри подгруппы > \,‹ т А;. Раз группы А;и >; т 
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А; не пересекаются, то и их подгруппы тоже. Следовательно, 

Ат] п ера А; т] = {0}. 

Второе свойство прямой суммы доказано. 

Оба определяющих свойства прямой суммы доказаны, а значит груп- 
па АМ] является прямой суммой своих подгрупп { А; ег: 


Теорема доказана. 


58.2 Периодические группы 


Напоминание определения. Периодическая группа — это группа, все 
элементы которой имеют конечный порядок. 

Теорема. Группа Ф;егА; периодическая тогда и только тогда, когда 
все прямые слагаемые { А; <; периодические. 

Доказательство. Докажем сначала в одну сторону. Пусть прямая сум- 
ма Ф;сг.А; является периодической группой. Периодическая группа, со- 
стоит из элементов конечного порядка. Следовательно, любая подгруп- 
па в Ф.сгА; будет состоять из элементов конечного порядка. Прямые 
слагаемые {А;};<г являются подгруппами в группе ФегА;. А значит, 
они состоят из элементов конечного порядка и являются периодиче- 
СКИМИ. 

В одну сторону теорема доказана, докажем в другую. 

Пусть все прямые слагаемые { А; ;<; являются периодическими груп- 
пами. Докажем, что прямая сумма Ф‚сгА; является периодической груп- 
ПОЙ. 

Возьмём в группе Ф;сг.А; произвольный элемент а: 

ае Ф:сгА.. 

Любой элемент прямой суммы является суммой конечного числа эле- 
ментов из прямых слагаемых: 





а=а, та, +... та, глеа; Е Д.. 

Каждый элемент а; принадлежит периодической подгруппе А;, и по- 
этому умножение его на некоторое целое ненулевое число обращает его 
в ноль: 

тца; = 0, где ти; = 0. 
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Перемножим все числа тти,, получаем произведение 
ТТ... Пи. 
Умножение каждого элемента а, из разложения на число Ти Ти.: 
..Ти, даёт ноль, потому что из произведения Ти Ти,...Ти, можно из- 
влечь зануляющий множитель 71%: 
т Пи... Тат; = Та... Ти РЕ тб | =.) 
Таким образом, если мы умножим сумму а = а, та,т... т ав на 





число 77, ...Т,, то каждый член суммы обратится в ноль, а значит 
и вся сумма обратится в ноль: 

тать ...ты,а = 0. 

Число тать. ...ти, конечно. Получается, что элемент а обращается 
в ноль при умножении на целое число, неравное нулю. Мы выбира- 
ли элемент а в группе Ф,=гА; произвольно, следовательно вся группа, 
Ф,=гА; состоит из элементов конечного порядка, то есть, является пе- 
риодической. В другую сторону доказано. Теорема доказана. 


58.3 Делимые группы 


Определения. 

Элемент а делится на число п, если существует элемент а’ такой, что 
=. 

Делимая группа — это группа, любой элемент а которой делится на 
любое натуральное число п. 





Теорема. Пусть А = Ф;егА;. Тогда наличие ствойства делимости у 
группы А эквивалентно наличию свойства делимости у всех подгрупп 
а 

Доказательство. Докажем сначала в одну сторону. 

Пусть группа А делима. Докажем, что произвольная подгруппа А; 
делима. 

Группу А; можно представить в виде совокупности векторов вида 

а — [Оо О О 

где все компоненты равны нулю, кроме 1-й компоненты. Так как этот 
вектор принадлежит делимой группе А, то он делится на произвольное 
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/ 
1) 


число 7%. Следовательно, для вектора, а есть вектор а’ = (...,а,,...) та 
кой, что а = па’. Умножение вектора на число означает умножение всех 
его компонент на это число. В частности, умножение 1-й компоненты а, 
на п даёт 1-ю компоненту а;, то есть 

але»: 

Причём обе компоненты имеют один индекс, а значит, принадлежат 
одной группе: 

а, @, Е А. 

Таким образом, для произвольного элемента а; Е А; и произвольного 
натурального числа 7 мы нашли элемент а, Е А; такой, что а; = па’, 
следовательно группа А; делима. В одну сторону теорема доказана. 

Докажем теперь в другую сторону. Пусть все группы { А ег делимы. 
Докажем, что их прямая сумма делима. 

Возьмём в группе А произвольный элемент а: 

аеА= Ф;:егА;. 

Элемент а представляет из себя вектор (...,ар...), где а; Е Г, и толь- 
ко конечное количество компонент отличны от нуля, остальные равны 
нулю. Проверим делимость этого вектора на произвольное натуральное 
число й. Так как каждая компонента а; принадлежит делимой группе 
А;, то она делима на п, то есть в А; существует элемент а, такой, что 
а; = па’. Если а; = 0, то всё равно формально правило выполняется: су- 


ществует а, = 0 такое, что 0 = а; = па, = 0. Составим из штрихованных 
/ 

1) . о 
Умножение вектора на число означает умножение каждой компоненты 


компонент вектор а’ = (...,а,,...). Умножим этот вектор на число п. 
этого вектора, на число: 

а а В 

Получается, что па’ = а. Таким образом, для произвольного элемента, 
а Е А и произвольного натурального числа п мы нашли элемент а’ Е 
А такой, что а = па’. Следовательно, группа А делима. Делимость 
прямой суммы делимых групп доказана. В другую сторону доказано. 


Теорема доказана. 
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58.4 Сервантные подгруппы 


Определение. Сервантная подгруппа — это такая подгруппа, В группы 
А, в которой для каждого элемента 6 е В и любого целого числа % = 0, 
выполняется условие: 

если уравнение их = В имеет решение в группе А, то оно имеет ре- 
шение также в группе ВБ. 

(Другими словами, если элемент 6 Е В делится на п внутри А, то 
делится и внутри В тоже.) 

Теорема. Пусть В; — подгруппа в группе А; для каждого индекса 
ВЕТ: 

В; С А; для всехте [. 

Подгруппа Ф;егВ; сервантна в группе Ф;сг.А; тогда и только тогда, 
когда каждая подгруппа В; сервантна в группе А; для всех индексов 
реР. 

Доказательство. Докажем сначала в одну сторону. 

Пусть подгруппа Ф,е1В; сервантна в группе Ф‚сгА;. Докажем, что 
каждая подгруппа В; сервантна в А; для всех индексов {Е [. 

Возьмём в подгруппе В; произвольный элемент 6;: 

; Е Б.. 

Рассмотрим уравнение 

пт; = 6;, где п — произвольное ненулевое целое число. 

Пусть уравнение пт; = 6; имеет решение в группе А;. Обозначим это 
решение а;: 

па; = 6;. 

Нам нужно доказать, что это уравнение имеет решение в подгруппе 
В; 

Рассмотрим векторы 

п О. ее ПВО 

в которых все компоненты равны нулю, кроме 1-й компоненты, кото- 
рая равна соответственно а; и 6;. Так как па; = 6;, то для векторов а и 
Ь выполняется равенство 

па = 6. 

Вектор 6 = (0,...,0,6,,0,...,0) принадлежит подгруппе Фе! В;. По- 
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лучается, что уравнение их = 6 имеет решение в группе Ф.сгА;. Раз 
подгруппа Ф;=гВ; сервантна, значит уравнение 7х = 6 имеет решение 
в подгруппе Ф;1В;. Обозначим это решение 6' = (...,6.....): 

ПО = 5: 

Раскроем в этом равенстве вектора В! и 6: 

И 

Умножение вектора на число п — это умножение всех компонент век- 
тора на это число. Поэтому 

О 

Раз векторы равны, то и их компоненты равны: 

Элемент 6. принадлежит подгруппе В;. Получается, что уравнение 
пт; = 6; имеет решение в подгруппе В.. 

Мы выбирали элемент 6; произвольно в подгруппе ВБ;. Мы доказали, 
что для произвольного целого числа п, = 0, если уравнение пх; = 6; 
имеет решение в группе А;, то оно имеет решение в подгруппе В;. Это 
означает, что подгруппа В; сервантна в группе А;. Это утверждение 
имеет место быть для любого индекса 1 Е [. 

В одну сторону теорема доказана, докажем в другую. 

Пусть для всех индексов {& Е [ подгруппа В; сервантна в группе А. 
Докажем, что подгруппа ФВ; сервантна в группе Ф;сг.;. 

Возьмём в подгруппе Ф;‚егВ; произвольный элемент 6: 

Ь Е Ф;егВ;. 

Так как подгруппа Ф;=гВ; является прямой суммой, то её элемент В 
является вектором: 

о 

Для произвольного целого числа п 52 0 рассмотрим уравнение 

ПТ. 

Пусть это уравнение имеет решение в группе Ф;е-гА;. Обозначим это 
решение а = (...,ар...): 

па = 6. 

Нам нужно доказать, что уравнение пх = 6 имеет решение в под- 
группе Фе! В:. 

Раскроем вектора в равенстве па = 6: 
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Е 

Умножение вектора на число й — это умножение всех его компонент 
на число п: 

Ее и бе. 

Два вектора равны тогда и только тогда, когда все их компоненты 
равны. Из равенства векторов получаем равенства 

па; = 6; для всех индексов {Е [. 

Здесь каждый элемент а; принадлежит группе А;. Получается, что 
для любого индекса 1 Е [ уравнение пт; = 6; имеет решение в группе 
А;. Так как каждая подгруппа, В; сервантна в группе А;, то уравнение 
пт; = 6; имеет решение в подгруппе В;. И так для каждого индекса 
те Г. Обозначим это решение 6}: 

в 

Раз это равенство верно для всех индексов { Е Г, то имеется равенство 

векторов 
р = 

Умножение всех компонент вектора на число п означает умножение 

этого вектора на число п: 
/ — р 

О от 

В итоге мы получили равенство 

О 0 

Оно означает, что элемент 6’ является решением уравнения пх = 6. 
Все компоненты вектора 6' = (...,6,,...) принадлежат подгруппам В+, 
а значит сам вектор 6’ принадлежит прямой сумме Ф;.1В;: 

/ 

БЕ Фе! Б.. 

Таким образом, уравнение пт = 6 имеет решение в подгруппе Ф;=1В.. 

Мы доказали, что если уравнение пх =В Е Ф; =! В; имеет решение в 
группе Ф;сг.А;, то оно имеет решение в подгруппе Ф;-гВ;. Мы выбирали 
элемент 6 в подгруппе Ф;егВ; произвольно. Целое число п = 0 также 
произвольно. Это означает, что подгруппа Ф;=1В; сервантна, в группе 
Ф.:сгА;. В другую сторону теорема доказана. Теорема доказана. 
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58.5 Прямая сумма подгрупп ; мощности < м 


Теорема. Пусть группа А обладает следующим свойством: она является 
прямой суммой подгрупп мощности < м: 

А = Фе: Ав где |А; < м для всех индексов & Е Г. 

Тогда любое прямое слагаемое в А наследует свойство: оно тоже яв- 
ляется прямой суммой подгрупп мощности < м. 

Доказательство. Возьмём произвольное прямое слагаемое в группе 
А. Обозначим его В. Дополнение к нему обозначим С. Имеем одновре- 
менно 2 разложения: 

А=вВФС И А = Ф:сгА,;. 


Возьмём какую-нибудь подгруппу А; из прямой суммы А = Фе! А. 





Проведём с ней следующие процедуры. 

1) Возьмём произвольный элемент а Е А... 

2) Разложим элемент а в соответствии с прямой суммой В ФС. По- 
лучится равенство 

а =6- с, гебЕе В, сЕС. 

3) Разложим компоненты В и св соответствии с прямой суммой Ф;егА;. 
Получаем 

бу ь аб, Й.. С Сас ть О. где 6; СЕ А. 

Число компонент в разложении всегда конечно, потому что мы разла- 








гаем в соответствии с прямой суммой (в прямой сумме элемент можно 
представлять в виде вектора, где все компоненты нулевые, кроме ко- 
нечного числа. Множеству ненулевых компонент соответствует сумма 
элементов в разложении). 

4) Соберём все А;, элементы которых задействованны в проделанных 
разложениях для всех элементов из А; (в их разложении задействуют- 
ся не все А;, а только некоторые). Мы берём эти группы из разложения 
А = Ф‚сгА,, поэтому их сумма — подгруппа, являющаяся прямым сла- 
гаемым. Обозначим её А’. 

Теперь мы можем проводить те же самые процедуры 1) — 4) для 
подгруппы я начиная с разложения элементов из А; по ВФС, и 
так далее. После осуществления всех процедур мы получим подгруппу 
Ау. Повторяя эти процедуры дальше, мы получим последовательность 
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вложенных групп. 
А; С АС АС... 
о аа 
Возьмём объединение этой последовательности. Обозначим его Ат: 


А; = Чо — (п означает количество штрихов). 

Лемма. Объединение цепочки вложенных подгрупи является под- 
группой. 

Доказательство. 0) Замкнутость бинарной операции. 

Возьмём в множестве А’ два произвольных элемента а и 6: 

а6еЕ А; 

Так как А; является теоретико-множественным объединением под- 


групи 45 х (п означает количество штрихов), то элементы аи В 
принадлежат некоторым подгруппам А(”) и А(ть: 

аЕ А") БЕ Ать. 

В цепочке из любых двух подгрупп одна из них включается в другую. 
Возьмём из подгрупп А(”“) и А("») наибольшую. Она должна содержать 
оба элемента а и 6. Так как элементы а и 6 принадлежат одной под- 
группе, то и их сумма а + 6 принадлежит этой же подгруппе. И эта 
подгруппа включается в Ах, следовательно сумма а + 6 принадлежит 
А. 

а ве: 

То, что сумма произвольных элементов а -- В из А; принадлежит А; 
означает, что бинарная операция в А замкнута. Замкнутость бинарной 
операции доказана. 

1) Ассоциативность. Все рассматриваемые элементы являются эле- 
ментами группы А и поэтому ассоциативны. 

2) Наличие нуля. В любой подгруппе А®) есть ноль, следовательно 
он есть и в их объединении. 

3) Наличие обратных элементов. 

Любой элемент а из А’; содержится в некоторой подгруппе А® в 


то элемент 


) 


ней же есть обратный к а элемент —а. Так как А®) С А; 
—а содержится в д Получается, что каждый элемент из А; имеет 
обратный в этом же множестве. Наличие обратных элементов доказано. 

4) Коммутативность. Все элементы в А» являются элементами абе- 
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левой группы А, а они все коммутируют друг с другом. 

Все свойства, группы доказаны, следовательно, Ах является подгруп- 
пой. Лемма доказана. 

Лемма. Процедуры 1) — 4) над подгруппой А; не выводят за пределы 
подгруппы Ау. 

Доказательство. Возьмём произвольный элемент а Е я Так как 
группа А; является объединением подгрупи 920 и (п — количество 
штрихов), то элемент а лежит в одной из подгрупп А“). Процедуры 
над элементом а сводятся к процедурам над элементом из А), что в 


(п+1) 


итоге должно получиться включение в подгруппу А ‚ которая вклю- 


чается в А%. Таким образом, процедуры над любым элементом из А; 
не выводят за пределы Я. Лемма доказана. 


Лемма. Мощность |.4* | < м. 

(") 
2 
цепочки < м. Первый член А; цепочки имеет мощность < м по усло- 


Доказательство. Сначала докажем, что мощность каждого члена А 


вию теоремы. Каждый элемент из А; разложился на конечное число 
компонент. Умножение конечного числа на бесконечный кардинал м 
даёт этот же бесконечный кардинал т. Таким образом, имеем не более 
т компонент всех элементов из подгруппы А;. Число подгрупп, эле- 
менты которых задействованны в разложении, не больше количества 
компонент разложения, то есть не более м. 

Таким образом, мы имеем прямую сумму < м групп А;. Мощность 
каждой < тм. Элементами прямой суммы являются вектора (...,@;»...), 
где а; Е А; количество компонент < м, и при этом только конечное 
число компонент отличны от нуля. В параграфе о неполных множе- 
ствах векторов мы доказали, что такое множество векторов имеет мощ- 
ность < м. То есть, [А < м, мощность новой группы после процедур 
осталась такой же, как и у старой. 

При переходе к новому штриху ситуация аналогична, мощность оста- 
ётся < м. Все А; имеют мощность < м. Их счётное число. Их объ- 
единение имеет мощность не больше Мом = м. В итоге неравенство 
|А;| < м доказано. Лемма доказана. 

Лемма. Пусть 5 — подгруппа, и при этом процедуры 1) — 4) не вы- 
водят её за свои пределы. Тогда 
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5 = (Вп5)Ф(Сп5). 

Доказательство. 1) Докажем первое свойство прямой суммы: 6 равна 
сумме подгрупп ВПбиСПЬ: 

5 = ВП+СПЬ. 

Разложим произвольный элемент из © по ВФС. Это действие явля- 
ется частью процедур 1) — 4), для которых в лемме указано, что они 
не выводят за пределы 5. Таким образом, для любого элемента а Е 5 
компоненты 6 и с из разложения а = 6 + с принадлежат 5. И в то же 
время они принадлежат соответственно В и С. Раз элемент 6 принадле- 
жит одновременно группам В и 5, то он принадлежит их пересечению 
БЕ ВПЬ. Аналогично с Е СП 5. Так как любой элемент а Е 5 прел- 
ставляется в виде суммы элементов из подгрупп ВПби СПБ, то 5 
является суммой этих подгрупп: 

5 = ВП+СПЬ. 

Первое свойство прямой суммы доказано. 

2) Докажем второе свойство прямой суммы: подгруппы ВПби СПб 
не пересекаются: (ВП 5) П (СП 5) = {0}. 

Так как А = ВФС, то, по второму свойству прямой суммы, подгруп- 
пы В и С не пересекаются, то есть, не имеют общих элементов кроме 
нуля: 

Ве == 0: 

Так как ВП © ВиСПФ С С, то подгруппы ВПб и СПФ не имеют 
общих элементов, кроме нуля. То есть, эти подгруппы не пересекаются: 

(ВП) п(СП5) =10}. 

Второе свойство прямой суммы доказано. 

Оба определяющих свойства прямой суммы доказаны, следовательно 
© является прямой суммой: 

5 = (ВП5) Ф(СП5). 

Лемма доказана. 

Так как А* сохраняется процедурами 1) — 4), то из леммы следует 
формула 

А} = (ВП) Ф(СПА*) 


Теперь вместо каждой подгруппы А; из разложения А = Ф;ег А; бу- 





дем рассматривать подгруппы 47. Вообще говоря, группы А} могут 
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пересекаться друг с другом (из-за того, что содержат общие А;). По- 
этому разложить на прямую сумму из А* группу А не получится. Но 
всё же А = »`,_‚ Ах, потому что А С Ри А=»,„., А; (по первому 
определяющему свойству прямой суммы). 

По теореме Цермело любое множество множно вполне упорядочить. 
Введём вполне упорядоченность на множестве индексов [. В связи с 
этим определим следующие множества: 

5<; = Я 2. 

5<; = ><; Ау. 

Так как сумма подгрупп является подгруппой, то множества 5; и 
5<; являются подгруппами. Группа А является объединением всех под- 
групп 5<,;, потому что объединение У;еро<,; будет содержать сумму всех 
подгрупп Ах. 

Лемма. Подгруппы 5; и 9<; являются прямыми слагаемыми в А. 

Доказательство. Каждая подгруппа А” является суммой какого-то 
множества прямых слагаемых А;, и поэтому является прямым слага- 
емым в А. Подгруппы 5; и 5<; являются суммами подгрупп А», и 
поэтому тоже являются суммами прямых слагаемых А.;. А значит, яв- 
ляются прямыми слагаемыми в А. Лемма доказана. 

Лемма. Процедуры 1) — 4) не выводят подгруппы 9; и 5<; за свои 
пределы. 

Доказательство. 5%; и 9<; являются суммами некоторых подгрупп 
А}. То есть, каждый элемент из подгрупп 5; и 9<; является конечной 
суммой элементов из подгрупп А*. Процедуры 1) — 4) над элементом 
сводятся к таким же процедурам над его компонентами разложения. 
Каждая компонента находится в какой-то из подгрупп А*. 

Мы уже доказали, что подгруппы А” не выводятся за свои преде- 
лы процедурами 1) — 4). Следовательно 5; и 5<; будучи суммами 
подгрупи А* тоже не выводятся за свои пределы. Лемма доказана. 

Из доказанной леммы следуют формулы 

5<; = (ВП) Ф (СП5-,), 

5<; = (ВП5<,) Ф(СП5<;. 


Лемма (в этой лемме обозначения отличаются от обозначений основ- 





ной теоремы). Пусть 


1041 


све, 

С — прямое слагаемое в В, 

В — прямое слагаемое в А. 

Тогда С'— прямое слагаемое в А. (Аналогично транзитивности: С’ < 
ВиВ<АЗЪС<А. 

Доказательство. Так как С — прямое слагаемое в В, то 

В=СФС.. 

Так как В — прямое слагаемое в А, то 

А=вВФВ.'. 

Подставим первое разложение во второе. 

А=ВФвВ'= (СФС)ФВ'=СФ(С'ФВ, 

Отсюда С’ — прямое слагаемое в А. Лемма доказана. 

Лемма. ВПО; и ВП 5<,; — прямые слагаемые в А. 

Доказательство. Мы уже установили, что 5; и 9<; — прямые слага- 
емые в А. Из формул 

5<=(ВП5<)Ф(СП5<) и 5<=(ВП5<;)®(СП55,. 

следует, что 

ВП 5<; — прямое слагаемое в 5; 

В п 5<; — прямое слагаемое в 5<.. 

В итоге мы имеем цепочки подгрупп 

Во С оси ВПС, 

где предыдущая группа является прямым слагаемым в следующей. 
Тогда, по предыдущей лемме, ВПО; и ВП 5<; — прямые слагаемые 
в А. Лемма доказана. 

Лемма (в этой лемме обозначения отличаются от обозначений основ- 
ной теоремы). Пусть 

ССВСА, 

С — прямое слагаемое в А. 

Тогда С’ — прямое слагаемое в В. 

Доказательство. Так как С’ — прямое слагаемое в А, то А=СФС". 

Докажем формулу В =С®Ф(С'П В), проверив определяющие свой- 
ства прямой суммы. 

1) Проверим первое свойство прямой суммы: В =С+(С'ПВ). 

Возьмём в группе В произвольный элемент 6: 
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Бе Б. 

Разложим элемент 6 в соответствии с прямой суммой В =С ФС": 

ф=с-+с (СЕССЕС,. 

сЕ В, потому что С' — подгруппа в В. Перенесём в равенстве 6 = с+с' 
слагаемое с в левую часть: 

Вы: 

В разности 6 — с оба элемента принадлежат подгруппе В, поэтому 
р —се В. А значит и се В. И вто же время с’ Е С'. Раз элемент с' 
принадлежит одновременно подгруппам В и С’, то он принадлежит их 
пересечению: 

СЕВПС.. 

Получается, что произвольный элемент 6 Е В разложился на сумму 
элементов сЕ Сис Е ВПС... То есть, все элементы из В являются 
суммами элементов из Си ВПС’. Поэтому В — это сумма подгрупп 
Си ВПС": 

В=С+(С'ПВ). 

Первое свойство проверено. 

2) Проверим второе свойство прямой суммы: СП (ВП С”) = {0}. 

Подгруппы С'и С" являются прямыми слагаемыми в разложении А = 
С ФС’, поэтому они не пересекаются: 

СС =}, 

Так как ВПС" С С’, то Си ВПС" не пересекаются: 

СВО 0. 

Второе свойство прямой суммы доказано. 

Оба определяющих свойства прямой суммы доказаны, следователь- 
но, В является прямой суммой подгрупп Си ВПС" 

В=СФ(ВПС”. 

Из этой формулы следует, что С — прямое слагаемое в ВБ. Лемма 
доказана. 

Лемма. 5; П В — прямое слагаемое в 5<; П В. 

Доказательство. Раз 5; © 5<,;, то имеется включение 

вет В: 

Так как все эти подгруппы находятся в группе А, то мы имеем це- 
почку 
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эВ о ВЕ а. 

В этой цепочке 5; П В — прямое слагаемое в А. По лемме выше, 
из этого следует, что 5-; П В — прямое слагаемое в 5<; П В. Лемма 
доказана. 

Раз 5; П В — прямое слагаемое в 5<; П В, то 

5<; а (5; п В) Ф Ра 

(Здесь мы ввели подгруппу В.) 

Лемма. |В;| < т. 

Доказательство. В параграфе «(А Ф В)/А = В» доказана формула 
в названии. То есть, факторгруппа по одному из двух прямых слагае- 
мых изоморфна второму прямому слагаемому. В нашем случае прямое 
слагаемое В; изоморфно факторгруппе (5<; П В)/(5=;П В): 

Ву = (5<пП В)/(5<, ПВ). 

Добавим в знаменатель 5<; из соображения, что 5%; = 9%; П 9<; 
(пересечение меньшего множества с большим даёт меньшее): 

В; = (Вп5<)/(ВП 5 П 559. 

Воспользуемся модулярным изоморфизмом 

(А+ В)/А = В (АПВ) 

Подставим в эту формулу А = 5; В = ВП 5<,;. Получаем 

(5+ВП5<,;)/5<; = (ВП 5<;)/(5%;ПВП5<;. 

Правая часть этого изоморфизма равна выражению для В,. Отсюда 

В; = (5+ (ВП 5<,))/5<) 

Так как группы 5; и ВП 5<,; включаются в 5<;, то их сумма тоже 
включается: 

5<+ (ВП 5<; © 5; 

Подставим это включение в формулу для В’: 

В;=С 5<,/5<; 

(Обозначение =С будем понимать как «изоморфно группе, включа- 
ющейся в ...>.) 

Отсюда ограничение на мощность В}; 

В; < |5<;/5<1. 

Подлемма (обозначения подлеммы отличаются от обозначений основ- 
ной теоремы). Пусть Аи В — подгруппы, А - В — их сумма. Рассмот- 
рим факторгруппу (А - В)/А. Порядок этой факторгруппы не больше 
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порядка подгруппы В: 

(А+ В)/А| < [В] 

Доказательство. Группа А- В состоит из элементов, выражающихся 
в виде сумм а + 6, теае А,б Е В. А — это подгруппа в (А+ В). 
Возьмём произвольный элемент а +6 Е А+ В и рассмотрим смежный 
класс по подгруппе А: 

а+-+А=ьЬ+А. 

Здесь мы воспользовались тем, что а + А = А. Таким образом, про- 
извольный смежный класс по А не зависит от элементов а из А, за- 
висит только от элементов из В. Следовательно, количество разных 
смежных классов может быть не больше, чем элементов в В. Смежные 
классы по А являются элементами факторгруппы (А + В)/А. Поэтому 
(А+ В)/А| < |В|. Подлемма доказана. 

5<; получается из 5<; добавлением подгруппы Ах. То есть 5 <; явля- 
ется суммой 5; + Ат. Поэтому факторгруппа 5<;/5<; имеет мощность 
не больше, чем мощность группы Ат. Мощность |А*| < м, в итоге име- 
ем цепочку неравенств 

[ВЯ < |5<;/5<1 < А; < №, 

Откуда следует неравенство 

В; < м. 

Лемма доказана. 

Лемма. р И ао п В). 

Доказательство. Мы определяли 5; и 5<; следующим образом: 

5« = а А} 5<= а А}. 

Так как ©5<; содержит в себе А* (входит в сумму), то мы можем за- 


менить в сумме А* каждое множество А* на 6+. Получаем 
4 4 — 


5) = з— 5<+. 


Так как множества 5<; вложены одно в другое, то сумму можно за- 


1<] 


менить на объединение: 

жа 6 = Чл 

ВО ео, 

Воспользуемся правилом из теории множеств (Ш Ху)ПУ = ЦеЦХП 
у 

Ре М — (9:<;9<:) П.В = и п В). 
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Лемма доказана. 

Лемма. Прямое слагаемое В является объединением всех своих пол- 
групп 5<, П В: 

В = ЧЕ < п В). 

Доказательство. Воспользуемся правилом из теории множеств (Ц; 
Хх) ГУ = Че п у 

Че < п В) == (Чет <) пВ. 

Вспоминаем, что ето<; = А, получаем 

[бов ВА В, 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения Ц;е1(5<; П В) к 
выражению В. Следовательно, эти выражения равны: 

Чет: п В) НР. 

Лемма доказана. 

Лемма. В = Фе! Б:. 

Доказательство. В параграфе «вполне упорядоченное множество пря- 
мых слагаемых» доказана теорема, что если есть цепочка групп 6;, так 
что ©; С 5; при 1 < ли 5х = Ч; ко; Ф Дь, то Чего; = Фег А, 

В нашем случае мы имеем цепочку подгрупп 5<; П В, и при этом 

о= Ми (9 п В) ОФ ВБ; — В п В) о ИР 

Следовательно, 

В = Че 5< П В) = Фа В, 

Лемма доказана. 

В итоге мы доказали, что прямое слагаемое В разлагается на прямую 
сумму из прямых слагаемых мошности < м. Теорема доказана. 
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ГЛАВА 59 


Разложение на прямые суммы некоторых 
классов групп 


59.1 Делимая подгруппа является прямым 
слагаемым 


Определение. Пусть А — группа, В — подгруппа. В-высокая подгруппа 
— это максимальная подгруппа среди подгрупп, не пересекающихся с 
ВБ. 

Напоминание. В параграфе «В-высокие подгруппы» доказана следу- 
ющая теорема. 

Пусть А — группа, В — подгруппа, С’ — В-высокая подгруппа. Тогда 
два условия эквивалентны: 

ПА=ВеСс 

2) выполняется правило: для любого элемента а Е А и любого про- 
стого числа р из равенства ра = 6+ с ($ е В, сЕ С) следует, что 
Ь делится на р внутри подгруппы В, то есть рб’ = В для некоторого 
ЕВ. 

Определение. Делимая группа — это группа, в которой для каждого 
элемента а и любого числа п, существует такой элемент 6, что а = пб. 
(Любой элемент делится на любое натуральное число.) 

Теорема. Делимая подгруппа является прямым слагаемым. 

Доказательство. Эту теорему можно доказать через теорему из напо- 
минания. Действительно, так подгруппа, В делима, то любой её элемент 
р будет делиться на любое число, в том числе простое число р. Поэто- 
му для каждого равенства ра = 6 + с найдётся элемент В’ Ее В такой, 
что 6 = рб. То есть, условие 2) теоремы из напоминания выполнено, и 
поэтому А = В Ф С, подгруппа В является прямым слагаемым. 

Теорема доказана. Так как теорема важная, и метод её доказатель- 
ства интересный, мы дадим ещё одно доказательство этой теоремы. В 
этом доказательстве мы докажем теорему полностью, не ссылаясь на 
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другие теоремы. Ход доказательства близок к общему подходу, но с 
некоторыми отличиями. 

Пусть В — делимая подгруппа в группе А. Пусть С — В-высокая 
подгруппа. Докажем, что А = В ФС. Так как подгруппы В и С не 
пересекаются, то их сумма В -- С является прямой суммой: 

В-+-С=ВФС. 

Пока мы не можем сказать, что прямая сумма В Ф С равна всей 
группе А, мы можем только говорить, что В ФС' — это подгруппа в А. 

Доказывать будем от обратного. Допустим, что А = В ФС. Возьмём 
произвольный элемент а, который не включается в сумму В ФС: 

ая ВФС. 

Лемма. па Е В ФС для некоторого натурального числа п. 

Доказательство. Образуем из элемента а циклическую подгруппу (а). 
Добавим её к подгруппе С и образуем подгруппу (а) - С. Элемент а не 
включается в В ФС, а значит, не включается в С’. Поэтому добавление 
элемента а к подгруппе С’ увеличивает её: 

Сс (а) + С. 

Так как С — максимальная не пересекающаяся с В подгруппа, то 
подгруппа (а) + С пересекается с В. То есть, некоторый элемент из 
(а) +С лежит в В: 

па + с =бЕ В, гесЕС.БЕ В. 

Вычтем из обеих частей равенства, элемент с: 

па =6— с. 

Элемент 6 — с принадлежит подгруппе В ФС. Следовательно, 

пае ВФС. 

Лемма доказана. 

Так как па Е В Ф С, то элемент па разлагается на сумму элементов 
из ВФС: 

па = + с, глебе В, сЕС. 

В — делимая группа, следовательно элемент 6 можно разделить на 
п, получим элемент 6': 

=’. 

Подставим это выражение в формулу для разложения элемента па: 

пабе. 


1048 


Вычтем из обеих частей равенства, элемент 70. 

па — пб’ = с. 

Вынесем п, за скобку 

п(а- в’) = с. 

Вывод: элемент (а — 6’) входит в С’, но не входит в В (потому что 
В иС не пересекаются). 

п(а-—5)ЕС, тща-в) ев. 

Лемма. Рассмотрим элемент а — 6'. Этот элемент не включается в 
прямую сумму: 

а Е ВФС. 

Доказательство. Допустим этот элемент входит в сумму В ФС: 

а-ГЕВФС. 

Прибавим к обеим частям принадлежности элемент 6’, получаем 

аеЕ’- ВОС. 

Элемент 6' принадлежит подгруппе В, а значит и прямой сумме: В Е 
Б < В ФС. Сумма элемента, подгруппы с самой подгруппой даёт эту 
подгруппу, следовательно 9 + ВФС = ВФС. Таким образом, элемент 
а входит в прямую сумму: 

ае ВОС. 

Это включение противоречит нашему выбору элемента а вне В ФС. 
Значит, допущение наличия элемента а — 9 в В ФС противоречит ос- 
новному допущению нахождения элемента а вне ВФС. Таким образом, 
элемент а — В находится вне В ФС: 

а Е ВФС. 

Лемма доказана. 

Так как элемент а — Ь находится вне В Ф С, то и в С тоже его нет. 
Поэтому, если сложить подгруппу (а—6) с подгруппой С', то подгруппа 
увеличится, и будет пересекаться с В (так как С’ — максимальная не 
пересекающаяся с В подгруппа): 

(а) -С)ПВ- {0}. 

Поэтому в подгруппе (а — 6') + С есть некоторый ненулевой элемент 
который лежит в подгруппе В: 

(а - В) +с=фЕ В 

(здесь мы взяли новые в и с, отличающиеся от старых). 
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Лемма. пл = п. 

Доказательство. Допустим, что 1 = п. Тогда равенство п1(а—6’)-с = 
ре В перепишем в 

п(а 6) +с=фЕ В. 

Выше мы сделали вывод, что (а — 6’) Е С. Из этого следует, что 

п(а — 6) +сЕС-+с=С 

Раз элемент (а — В) + с лежит в С, то он не может лежать в В, 
хотя должен, получается противоречие. Допущение равенства пл = п 
приводит к противоречию, следовательно, 71 5 п. Лемма доказана. 

Также из равенства пл (а — 6') + с=фЕ В следует равенство 

п (а 6) = -сЕВФС. 

Если п1 > п, то мы можем вычесть из элемента п1(а — 9) Е ВФС 
элемент п(а — 6) Е С, и результат также будет находиться в подгруппе 
В ФС. Этим самым мы снизим коэффициент, и можем сделать его в 
меньше п. 

Подведём итоги. Для произвольного элемента а вне В ФС существу- 
ет п такое, что па Е ВФС. При этом п > 1 (иначе а окажется внутри 
В ФС). Далее мы провели процедуры, и пришли к другому элементу 
а — 6' вне подгруппы В Ф С, для которого п1(а — 9’) Е ВФС. При 
этом п1 < п. Так как элемент а вне В Ф С мы выбрали произвольно, 
то аналогичные процедуры можно проводить с любым элементом вне 
В ФС. После процедур коэффициент, переводящий элемент в подгруп- 
пу В ФС, уменьшается, но сам новый элемент должен находиться вне 





ВФС. Так как этот коэффициент небесконечен, то однажды он дойдёт 
до единицы. И мы неминуемо придём к противоречию, когда одновре- 
менно получаем элемент и вне В Ф С, и внутри неё (из-за единичного 
коэффициента, переводящего в В ФС). То есть, допущение о наличии 
элементов вне подгруппы В Ф С приводит к противоречию. Значит, 
все элементы из А включаются в В Ф С. Следовательно, А = ВФС, 
а В является прямым слагаемым, как и заявлено в теореме. Теорема 
доказана. 
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59.2 Разложение конечно порождённой абелевой 
группы 


Определения. 

Множество порождающих элементов группы А — это множество © 
элементов группы таких, что из них с помощью всевозможных комби- 
наций сумм и операций взятия обратных элементов, можно получить 
всю группу А: 

(9) =А. 

Конечно порождённая группа — это группа, в которой есть порожда- 
ющее множество а1, 42... ап, состоящее из конечного числа элементов. 

Лемма. Пусть 

А — конечно порождённая группа: 


А = (@1,..., ак), 

ти,..., Пе — целые числа, не имеющие общего делителя: 

(пт, . 5 УП Е 

Тогда существует другая система порождающих элементов В1,..., бу 


со свойством: первый элемент 61 выражется следующим образом: 

р = та +... + пкарх. 

Доказательство. Будем доказывать индукцией по сумме модулей чи- 
сел ти, то есть, по числу 

п = | +... + |. 

Рассмотрим случай п, = 1. Так как коэффициенты целые, то возмож- 
на только ситуация, когда все п;, кроме одного, равны нулю. А один из 
{п;} равен +1. Тогда положим 

Ь: — а; — П.А. 

В качестве остальных порождающих {6,} возьмём оставшиеся эле- 
менты {а’}. В принципе, получается та же самая система порожда- 
ющих элементов, просто переставлены индексы и возможно у одного 
элемента, поставлен минус перед ним. То есть, мы нашли систему по- 
рождающих (61, 6>,...,6,.), и при этом формула для 61 такая, как ука- 
зана в лемме. Для случая п = 1 лемма выполняется. 

Рассмотрим случай п >> 1. Все случаи меньше п считаются доказан- 
ными. Этот случай разбивается на два случая: когда все числа 7; по 
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модулю не больше единицы, и когда есть числа, по модулю большие 
единицы. 

Начнём со случая, когда числа 7; могут принимать значения либо 0, 
либо +1. 

Мы можем производить некоторые манипуляции для удобства записи 
в рассуждениях. В порождающем множестве мы можем переставлять 
элементы как угодно, от этого ничего не меняется (оно остаётся по- 
рождающим множеством). При этом, каждому числу п; из формулы 





п, = [1 | + |п2| +... + [®% | соответствует некоторый порождающий эле- 
мент а; (это соответствие есть в формуле 61 = пла1-...- как). Поэтому 
мы можем переставлять индексы у коэффициентов п; как угодно, по- 
тому что это сводится к перестановке порождающих элементов. Это 
нужно для удобства записи в рассуждениях. После проведения рас- 
суждений мы можем переставить индексы обратно, как было в начале, 
чтобы в полной мере удовлетворить лемме. 

Переставим индексы в числах 7; так, чтобы все ненулевые числа шли 
сначала, а нулевые были в конце. Таким образом, мы имеем первые п 
чисел (потому что в сумме они должны дать 7) пл, П2,...,П», которые 
равны 1, а оставшиеся числа равны нулю. Составим элемент 

Ь = п1а1 + п2а2+... + пла = +а1 + а2-...а,. 

В порождающем множестве а1, а2,...,ак заменим а1 на 61, получаем 
множество в1, а2,..., ар. Из элемента 9 = +а1 + а2-+...+ а» мы мо- 
жем получить элемент ал, добавляя или вычитая элементы а2,..., аи. 
Следовательно, с помощью операций сложения и взятия обратного эле- 
мента, мы можем получить из множества элементов 61, а2,..., ак по- 
рождающее множество а1, а2,..., ак. А из порождающего множества 
можно получить всю группу А. Получается, что из множества В1, а2, 
..., ак можно получить всю группу А, а значит, М, а2,...ах — это по- 
рождающее множество группы А. Заменим буквы элементов а2,..., ах 
на 62,...,6%, получим то, что заявлялось в лемме: порождающее мно- 
жество 61, 62,...,бх, где элемент 61 имеет вид 

Ь = па1 + п2а2 +... -+ прак. 

Для этого случая лемма выполняется. 

Рассмотрим теперь случай, когда среди п; есть число, по модулю 
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большее 1. 

Подлемма. Ненулевых коэффициентов больше, чем один (как мини- 
мум два). 

Доказательство. Допустим, что есть только один ненулевой коэффи- 
циент |п;| = п, а все остальные коэффициенты п; равны нулю. Тогда 
наименыший общий делитель всех п; будет равен п. Но по условию 
леммы этот делитель равен 1. Противоречие. Следовательно, ненуле- 
вых коэффициентов больше, чем один (как минимум два). Подлемма 
доказана. 

Подлемма. Среди чисел п; есть два ненулевых числа, одно из которых 
по модулю строго больше другого. 

Доказательство. Допустим, что подлемма неверна, и не существует 
такой пары чисел. Получается, что все ненулевые числа п; одинаковы 
по модулю, и при этом неравны 1. Следовательно у них есть общий 
делитель. Но по условию леммы общего делителя быть не должно. До- 
пущение нарушения подлеммы приводит к противоречию. Подлемма 
доказана. 

Для удобства обозначений переставим индексы в числах п; таким 
образом, пл и п2 были ненулевыми числами, где |п1| > |п2|: 

Подлемма. Какое-то из двух чисел [пл — 72| и пл + п2| меньше |п1|. 

Доказательство. Если оба числа 7 и п>2 положительные, то вычита- 
ние 71 — П2 уменьшит пл, но при этом не упадёт до нуля, ибо п > п. 
Если оба числа отрицательные то при их вычитании можно вынести 
знак минус за скобки: 

пл — из = —(п - [2]. 

Выражение в скобках меньше |п1|. Знак минус несущественен, так 
как в итоговом выражении мы берём модуль. Если п! положительное. 
а п2 отрицательное, то 

пл + п = 1 - |П?|. 

Это выражение меньше чем п1. Если п1 отрицательное, а п2 положи- 
тельное, то 

ти + п = — пл - 72 = — ([т1| — 72). 

Выражение в скобках меньше |п1|, а знак «—» за скобками несуще- 
ственен, так как в итоговом выражении мы берём модуль: п + п2]. 
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Итак, мы рассмотрели все случаи расстановки знаков, и во всех слу- 
чаях оказывается, что какое-то из чисел [пл — п2| и |п1 + п2| меньше 
числа |п\|. Подлемма доказана. 

Выберем из чисел пл — 72 и п + п2 наименьшее по модулю и заме- 
ним им коэффициент п1. (В дальнейшем мы будем писать [1 + 71|, 
подразумевая наименьшее из этих двух вариантов.) Это приведёт к 
уменьшению суммы модулей коэффициентов: 

[па Е 92| + [72| +... + Му | < п. 

Подлемма. Множество чисел п1 + 72, 72,..., Пр не имеет общих дели- 
телей, то есть (пл + 12, 12,...,Пк) = 1. 

Доказательство. Допустим, что есть общий делитель у чисел п1 + 
72, П2,..., Пк. Обозначим его 4. В таком случае, в частности, числа пл + 
й2 и п2 делятся на 4. Сложение и вычитание чисел, имеющих общий 





делитель, даёт число с тем же общим делителем (а4 + ба = (а Е Ва). 
То есть, число 

пл = (пл Е п2) - П2 

делится на 4. Но в таком случае все числа пл, 72,...,Пк делятся на 
4, хотя по условию у них нет общих делителей. Допущение нарушения 
подлеммы приводит к противоречию. Подлемма доказана. 

Изменим немного систему порождающих ал, а2,..., ак. А именно, за- 
меним второй порождающий а2 на а? Я а1. От этого группа не поменя- 
ется, потому что мы из новой системы порождающих можем получить 
старую, произведя сложение или вычитание второго порождающего с 
первым: 

(а2 —- ал) 5 @1 = 42. 

А раз из новой системы мы можем получить старую, то следом можем 
получить и всю группу А. То есть, новое множество элементов ал, а2 = 
ат,..., ак является множеством порождающих элементов группы А. 

По предположению индукции, для любой системы чисел п; с услови- 
ем |п1| + [72| +...-+ "к | < п и для любых конечных систем порождаю- 
щих лемма выполняется. В том числе, лемма выполняется для системы 
порождающих а1, 42 = а1,..., ах. 

Итак, |п1-п2|+|"2|+...+\ | < п, и при этом (ил 72, 72,..., Пк) = 1. 





А по предположению индукции, во всех случаях < п лемма выполня- 
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ется. То есть, существует система порождающих элементов 61, 65,... 6% 
такая, что 

Ь: = (пл Е п2)ал Е п2(а2 - ал) и 

Раскроем скобки: 

Ь = пла! = пал + п2а> = п2а1 + пзаз +... + пкаь 

и сократим слагаемые п2ал. Получаем 

Ь: = пла1 + п2а2 +... - пах. 

То есть, мы получили нужную систему порождающих для случая п. 
Таким образом, если для случаев < п лемма выполняется, то и для п 
она выполняется. А следовательно, она выполняется для случая любых 
п. Лемма доказана. 

Теорема. Конечно порождённая группа является прямой суммой ко- 
нечного числа, циклических групп. 

Доказательство. Докажем методом индукции по числу порождаю- 
ЩИХ. 

Группа с одним порождающим элементом является циклической, по- 
этому в этом случае теорема верна. 

Пусть теорема верна для числа порождающих < К. Возьмём произ- 
вольную группу, где минимальное число порождающих = К. Бывают 
разные наборы порождающих, дающих одну и ту же группу. Выберем 
набор, где порядок первого порождающего элемента а1 минимален. До- 
кажем, что если группа не является прямой суммой циклических групп, 
то можно выбрать набор с порядком элемента, меньше минимального. 

Множество а2,..., ар имеет количество элементов < К, и поэтому, по 
индуктивному предположению, подгруппа (а2,...,ак) является прямой 
суммой циклических групп. Обозначим соответствующую подгруппу 

В = (а2,...ак) = (м) Ф...Ф (<), 

где с1,..., < — образующие циклических групи в прямом разложении 
подгруппы ВБ. 

Элемент а1 и подгруппа В вместе порождают всю группу. И при этом 
мы предположили, что (а1) и В не образуют прямой суммы. Следова- 
тельно, их пересечение неравно нулю: (а1) П В -^ 0, иначе бы всё-таки 
получилась прямая сумма. Возьмём какой-нибудь ненулевой элемент с 
из пересечения (а1) П В: 
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О5сЕ (а!) П В. 

Этот элемент принадлежит одновременно подгруппе (а1) и в под- 
группе В. Следовательно, элемент с равен с одной стороны ал (та 
меньше порядка элемента ал), а с другой стороны 772а2 +... - Так: 

с Пат = Ибо ЕЯ. 

Перенесём тлал в правую часть равенства: 

—тиа1 + тра -+... + ткак = 0. 

Обозначим 7% — общий делитель коэффициентов: 

ИИ] 

Поделим коэффициенты 77, на т, получим числа 

(-пл, вы пу.) И! 

По лемме для этих чисел есть другое множество порождающих 61, 


.., бк, где 
Ь = тат + п2а2 +... + прах. 
Умножим 61 на т, коэффициенты 7; перейдут в ти; = Ти: 
тб = —птиал + 7т2а2 +... + пак = 0. 


Получается, что тб: = 0. Число т < пи (потому что т — дели- 
тель числа ти), а число ти меньше порядка а1. Следовательно, число 
т меньше порядка а. Мы получили новую систему порождающих, в 
которой первый элемет В! имеет порядок меньше минимального. Что 
противоречит условию выбора системы порождающих, в которой пер- 
вый элемент имеет наименьший порядок. Предположение о том, что 
(1) и В = (а2,..., ак) не образуют прямую сумму, приводит к проти- 
воречию. Следовательно, группа, с К порождающими является прямой 
суммой конечного числа циклических групп. 

Из предположения, что теорема, верна для всех случаев с < А по- 
рождающими, мы пришли к верности теоремы для А порождающих. 
Следовательно, теорема верна для любого конечного количества, по- 
рождающих. Теорема доказана. 
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59.3 Разложение периодической группы на прямую 
сумму р-групп 


Напоминание теоремы из параграфа «Порядок элемента». Пусть а — 
элемент порядка п®. Если та = 0, то число т делится на п. То есть 
т = Еп для некоторого целого числа К. 

Теорема. Пусть Р — это множество всех элементов группы, порядок 
которых равен простому числу р в некоторой степени. Р является под- 
группой. 

Доказательство. 0) Замкнутость бинарной операции. 

Возьмём в множестве Р два произвольных элемента, а и 6 с порядка- 
ми, равными степеням числа р: 

р”а =0, р’ =0 для некоторых целых чисел т и п. 

Одно из этих чисел т и п больше или равно другому. Будем доказы- 
вать для случая п > т (в случае т > п доказательство аналогично). 
Умножим на р” сумму а + 6: 

р"(а +5). 

Раскроем скобки: 

р"(а +5) = ра- р. 

У элемента 6 порядок р", поэтому 0"б = 0. Остаётся только член р"а: 

р"а + р"6 = рпа-+ 0 = рта. 

Воспользуемся тем, что п > т. В этом случае п = т - К (К — целое 
неотрицательное число). Поэтому 

рпа = Та РЕ ртрка и рерта ве р^(рта). 

У элемента а порядок р", поэтому 

р" (рта) = р"0 = 0. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения р"(а-+ 6) к 0. Сле- 
довательно, эти выражения равны: 

"(а +5) = 0. 

Сумма элементов а + 6 при умножении на р” обратилась в ноль. Сле- 
довательно, число р" делится на порядок элемента а - 6. У числа р" 
могут быть только делители вида р.. Таким образом, сумма а - В имеет 
порядок число р в некоторой степени. И поэтому а + 6 принадлежит 
множеству Р: 
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а+-бЕР. 

То есть, сумма элементов из множества Р принадлежит этому же 
множеству. Замкнутость бинарной операции доказана. 

1) Ассоциативность. Множество Р состоит из элементов группы, а 
они ассоциативны. 

2) Наличие нуля. 

Ноль имеет порядок 1, потому что 1 — это наименьшее натуральное 
число, зануляющее ноль: 

1-0 =0. 

| — это ро. То есть, порядок нуля является степенью числа р. А значит 
ноль принадлежит множеству Р. 

3) Наличие обратных элементов. 

Возьмём в Р произвольный элемент а: 

ЕР 

Обратный к нему элемент —а имеет тот же порядок, а значит равен 
числу р в некоторой степени. Поэтому —а тоже принадлежит множе- 
ству Р: 

—аеЕР. 

Наличие обратных элементов в множестве Р доказано. 

Мы доказали все свойства группы для множества Р. Следовательно, 
множество Р является подгруппой. 'Георема, доказана. 

Теорема. Периодическая группа является прямой суммой максималь- 
ных р-подгрупп. 

Более подробная формулировка. Пусть А — абелева, периодическая 
группа. Пусть А, — это максимальная р-подгруппа, то есть, множество 
всех элементов порядка простого числа р в некоторой степени. Тогда 
группа А равна прямой сумме всех подгрупп Ар для всех простых чисел 
р: 

А=ФьА.. 

Доказательство. Докажем первый определяющий признак для внут- 
ренней прямой суммы: группа, А является суммой своих максимальных 
р-подгрупи А»: 

А= — я 


Очевидно, что сумма подгрупп группы А включается в группу ЛД: 
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з. Е: 

Для равенства этих множеств остаётся доказать обратное включение 
— группа А включается в сумму своих подгрупп: А С »` Ь А». Для этого 
нужно доказать, что любой элемент из группы А является элементом 
суммы подгрупп р: А», что эквивалентно тому, что элемент а Е А 
представляется в виде суммы элементов из подгрупп {А»}. 

Лемма. Любой элемент периодической группы А может быть прел- 
ставлен в виде суммы элементов из р-подгрупп в А. 

Доказательство. Возьмём в периодической группе А произвольный 
элемент а: 

ае А. 

В периодической группе все элементы имеют конечный порядок. Обо- 
значим порядок элемента а буквой п. То есть, па = 0, и при этом на- 
туральные числа, меньшие чем п не зануляют а при умножении. Раз- 
ложим число п на степени простых чисел: 

Е 

Опираясь на это разложение, определим А чисел п; следующим об- 


разом 
ы 
пер. 
Подлемма. Числа 7п1,...,Пх не имеют общих делителей: 
(Иа = ‚ПЕ | 


Доказательство. В разложении каждого из чисел п; отсутствует соот- 
ветствующий множитель р,'. Пусть 4 — общий делитель чисел п1...пх. 
Разложим число 4 на простые множители. 4 должен делить все числа, 
пл ...Пь, поэтому должен иметь те же самые простые множители в раз- 
ложении, что иу них. Но у каждого 7; множитель р; отсутствует, и не 
может входить в разложение 4. В итоге все простые множители р; от- 
сутствуют в разложении 4. А значит 4 = 1. Подлемма доказана. 

Напоминание теоремы из теории чисел. Пусть числа 71,...,Пиь вза- 
имно просты: (71,...,Пк) = 1 (не имеют общего делителя, неравного 
единице). Тогда существуют целые числа, $1,..., зк такие, что 

1 +... + ЗЕПП = 1. 

Элемент а можно представить в виде единицы, умноженной на него: 

а = Ла. 
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Заменим единицу на выражение 5171 -...- зкПь, которое равно еди- 
нице: 

а = 1а = (вп +... + зпь)а. 

Раскроем скобки 

Е а а ЛИ 

Рассмотрим из этой суммы произвольный член з.т;а, нас в нём ин- 
тересует элемент п.а. Умножим этот элемент на р;’. Напомню, что 
п; = п/р;. Следовательно, пр; = п. п — это порядок элемента а, 
то есть, па = 0. Поэтому р"(п;а) = 0. Отсюда следует, что элемент 
п;а имеет порядок р,'. То есть, все элементы 7ха являются элементами 
р;-подгрупп. А сам элемент а может быть представлен в виде суммы 
элементов из р-подгрупп. Лемма доказана. 

Этой леммой мы доказали, что группа А включается в сумму своих 
подгрупп > ., Ар, а значит, она равна этой сумме: 

А = а 

Первый признак внутренней прямой суммы доказан. 

Докажем второй признак, а именно: р-подгруппа А» не пересекается с 
суммой всех остальных 4-подгрупи А, (сумма берётся по всем простым 
числам 4, отличным от р). То есть 

Арп> дир Аа = {0}. 

Пусть а — произвольный элемент из пересечения А, П>.,„, Ач. Так 
как элемент принадлежит пересечению подгрупп А, и Ро 2Ааа ФООН 
принадлежит им обеим: 

аЕЛ, ае> А. 

Так как а принадлежит р-группе А», то его порядок является неко- 
торой степенью числа р. То есть, 

р"а = 0 для некоторого числа, п. 

С другой стороны, а принадлежит сумме подгрупп >.„/, Аа, так что 
а является суммой элементов из этих подгрупп: 

а =ац +... - а. 

В этой сумме каждый элемент а, неравен нулю (потому что нуле- 
вые элементы мы в неё не включаем) и принадлежит 4;-подгруппе Ад, 
а в порядок элемента а, равен степени простого числа 4;, 
то есть 4;`а, = 0 для некоторого числа п). 
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Умножим элемент а на число 41'42°...4,“. Каждая компонента а, 


из суммы а = аа +... та, обращается в ноль. Поэтому 
пл 12 К — 
Ч 42...49, а =0. 
И в то же время порядок элемента а равен р". Зануляющий мно- 


житель элемента должен делиться на порядок этого элемента, то есть, 


41'95°...4»“ делится на р". Но все простые числа 4; и р отличаются друг 
от друга, и не могут друг друга делить. Число р" может быть делителем 
числа 4114>°...4,^ только в случае, когда п = 0. То есть, 

ра = 1а =0. 

Отсюда вытекает 

а = 0. 


Мы выбирали элемент а из пересечения А, № У` о Аз произвольно, 
следовательно, в пересечении находится только ноль: 

Ар П в А — {0}. 

Второй признак внутренней прямой суммы доказан. 

Все признаки внутренней прямой суммы доказаны, поэтому перио- 
дическая группа А является прямой суммой своих р-подгрупп А»: 

д ФА: 


Теорема доказана. 


59.4 Разложение конечных групп на циклические 
группы 


Напоминание теоремы из параграфа о В-высоких подгруппах. Пусть 
А — группа, В — подгруппа, С — В-высокая подгруппа. Тогда два 
условия эквивалентны: 

ПА=ВеСс 

2) выполняется правило: для любого элемента а Е А и любого про- 
стого числа р из равенства ра = 6+ с ($ е В, сЕ С) следует, что 
Ь делится на р внутри подгруппы В, то есть рб’ = В для некоторого 
ЕВ. 

Лемма. Пусть А — р-группа. Пусть элемент 6 Е А имеет максималь- 
ный порядок р" (максимальный среди всех элементов в А). Тогда, цик- 
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лическая группа (6) является прямым слагаемым в А. 

Доказательство. Произвольный элемент из циклической подгруппы 
(6) имеет вид 77. Элемент 716 делится на число р тогда, когда число 
т, делится на р. (Делимость обозначается р|т.) 

Обозначение. С’ — (5)-высокая подгруппа группы А. 

Докажем, что А = (65) ФС с помощью теоремы из напоминания. Для 
этого надо доказать, что из равенства, 

ра = то + с (аеЕ АсЕСтЕЙ) 

вытекает р|т.. (Для других простых чисел 4 доказывать не надо, по- 
тому что любые элементы р-группы делятся на любое простое число 
47.) 

Умножим обе части равенства ра = тб + с на число р^`": 

рить + рее = рка. 

Так как порядок р*^ в группе А максимальный, то умножение любого 
элемента группы А на р* обращает его в ноль. Следовательно р*а = 0, 
и мы имеем равенство 

рить + рее = 0. 

Перенесём второе слагаемое в правую часть равенства: 

ре ит Е 2 с. 

Элемент р^_ Мф принадлежит подгруние (5), элемент —р^ {с при- 
надлежит подгруппе С’. Так как С является (5)-высокой подгруппой, 
то (6) и С не пересекаются, а точнее, в пересечении у них только ноль. 
Элемент р’ Миф = —р*1с принадлежит обеим подгруппам, значит, он 
равен нулю: 

рить = 0. 

Допустим, что число т не делится на р. Тогда числа т и р взаимно 
просты, и существуют такие числа $ и % что выполняется равенство 
зр + ит = 1. Умножим элемент р'’_\6 на единицу и заменим единицу 
формулой 1 = вр + #т: 

1. 2—1 = (зр + тре = 86 + тр" 15. 

Элемент зр^б равен нулю, потому что 6 имеет порядок р”. Второе 
слагаемое ипр”_\® тоже равно нулю, как мы установили ранее. В итоге 


получается, что 
т 00: 
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Но у элемента 6 порядок равен р\, и никакое число меньше этого не 
может его обращать в ноль. Значит, допущение того, что 71 не делится 
на р, приводит к противоречию. Число т делится на, р. 

Мы доказали делимость числа, т на р, и из теоремы из напоминания 
следует, что подгруппа (5) является прямым слагаемым. Лемма дока- 
зана. 

Теорема. Абелева р-группа конечного порядка разлагается на прямую 
сумму циклических групп. 

Доказательство. Пусть А — р-группа конечного порядка. Так как А 
конечна, то порядки её элементов ограничены, и среди них есть макси- 
мальный. Возьмём элемент а Е А, порядок которого максимален. Тогда 
по лемме выше группа, А разлагается на прямую сумму 

А—<азф-в: 

Подгруппа В конечна и имеет порядок меньше, чем у А. Мы можем 
разложить В на циклическую подгруппу с ещё меньшим остатком. 'Та- 
ким образом, каждый раз выделяя циклическую подгруппу в качестве 
прямого слагаемого, мы будем уменьшать остаток, пока не придём к 
нулю. В итоге мы получим разложение группы А на прямую сумму 
циклических групп. Теорема, доказана. 

Теорема. Конечная абелева группа разлагается на прямую сумму 
циклических групп. 

Доказательство. Конечная группа состоит из элементов конечного 
порядка, а значит является периодической. Периодическая группа раз- 
лагается на прямую сумму р-групп, где р — разные простые числа. 
Поэтому конечная группа, разлагается на прямую сумму конечных р- 
групп. В свою очередь, р-группы разлагаются на прямую сумму цик- 
лических прямых слагаемых. В итоге конечная группа разлагается на 
прямую сумму циклических групп. Теорема доказана. 


59.5 Элементарные 7-группы. 


Определение. Элементарная р-группа — это группа, все элементы ко- 
торой имеют порядок, равный простому числу р. 


Теорема. Пусть порядок группы А равен простому числу р. Тогдав А 
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нет нетривиальных подгрупп. То есть, любая подгруппа является либо 
нулём, либо совпадает со всей группой. 

Доказательство. По теореме Лагранжа порядок группы равен про- 
изведению порядка подгруппы на её индекс. Если порядок группы яв- 
ляется простым числом р, то у него не может быть делителей кроме 
единицы и самого числа, р. Следовательно, подгруппа может иметь по- 
рядок либо единица, либо число р. Подгруппа с одним элементом может 
быть только нулевой группой. А подгруппа, порядок которой совпадает 
со всей группой, совпадает со всей группой. Теорема доказана. 

Теорема. Элементарная р-группа состоит из непересекающихся цик- 
лических подгрупп. 

Доказательство. Любой элемент а элементарной р-группы образует 
циклическую подгруппу (а) порядка р. То есть, любой элемент нахо- 
дится внутри циклической группы. Так как порядок этой циклической 
группы равен простому числу р, то в ней не может быть нетривиальных 
подгрупп. Пересечение двух подгрупп является подгруппой. Следова- 
тельно, пересечение двух циклических подгрупп либо равно нулю, либо 
совпадает с этими подгруппами. То есть, циклические подгруппы либо 
не пересекаются, либо совпадают. Теорема доказана. 

Теорема. В элементарной р-группе любая подгруппа является пря- 
мым слагаемым. 

Доказательство. Пусть А — элементарная р-группа. Возьмём в ней 
произвольную подгруппу В. Пусть С — В-высокая подгруппа, то есть, 
максимальная подгруппа, не пересекающаяся с ВБ. Так как подгруппы 
Ви С не пересекаются, то сумма В-+С является прямой суммой ВФС. 

Докажем, что ВФС = А. Возьмём в группе А произвольный элемент 
а: 

ае А. 

В параграфе про В-высокие подгруппы мы доказали, что подгруппа 
ВОС существенна, то есть любая подгруппа в А имеет нетривиальное 
пересечение с В Ф С. Следовательно, и подгруппа (а) пересекается с 
ВОС: 

(@ПВФС# {0}. 


Но (а) — это подгруппа простого порядка, и она может либо не пересе- 


1064 


каться, либо включаться в подгруппу. В нашем случае она включается 
вместе со своим элементом а: 

аеЕВФС. 

Раз произвольный элемент а из группы А принадлежит подгруппе 
ВФС, то все элементы из А принадлежат подгруппе ВФС, что означает 
включение: 

АСВФС. 

Раз группа включается в свою подгруппу, значит они совпадают: 

А=вВФС. 

Мы выбирали подгруппу В произвольной, следовательно, любая под- 
группа в А является прямым слагаемым. Теорема, доказана. 

Теорема. Элементарная р-группа Р является прямой суммой цикли- 
ческих групп. 

Доказательство. Элементарная р-группа состоит из непересекающих- 
ся циклических подгрупп. Возьмём минимальное множество цикличе- 
ских групп, сумма которых образует всю группу. Минимальность озна- 
чает, что если мы вынем из этого множества любую одну циклическую 
подгруппу, то остальные не смогут образовать всю группу. Обозначим 
это множество циклических подгрупп {(а,) ег. Так как сумма этих 
подгрупи образует всю группу Р: 

р > неа), 

то первое определяющее свойство внутренней прямой суммы выпол- 
няется. 

Докажем второе свойство внутренней прямой суммы. Возьмём про- 
извольную циклическую подгруппу (а;) из выбранного множества. Без 
неё остальное множество циклических подгрупи не может образовать 
всю группу Р. Следовательно, подгруппа летала) является соб- 
ственной, то есть не совпадает со всей группой: 

Е У неги). 

Пересечение подгрупи > _;< т 5(а:) и (а;) является подгруппой, содер- 
жащейся в них обеих. Но в группе (а;) все подгруппы либо совпадают 
с нулём, либо с самой (а;). То есть, подгрупны >‘, ;„;(ал) и (ау) либо 
не пересекаются, либо (а;) включается в > ‚1;/;(а:). Допустим под- 
группа (а;) включается в нета), ТО тогда добавление к группе 
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> негра) её подгруппы (а;) не должно ничего изменить, то есть 
лена) + (ау) = негра). 

Но с другой стороны такая сумма равна всей группе: 

неа) + (а) = > неа) = Р, 

так что выполняется равенство Р = > `,- т (а;), а это не так. Допу- 
щение нетривиального пересечения между подгруппами >_< ти 2(а:) И 
(а;) приводит к противоречию, следовательно, подгруппы > \;‹ в = (а) 
и (а;) не пересекаются: 

вены аа) Г (аз) = 40}. 

Второе свойство доказано. 

Все свойства прямой суммы доказаны, следовательно, элементарная 
р-группа Р является прямой суммой выбранных циклических групп: 

т Фиег(а,). 

Теорема доказана. 

Теорема. Пусть Р — элементарная р-группа. Рассмотрим разные раз- 
ложения Р на прямую сумму циклических групп. Количество прямых 
слагаемых одинаково во всех разложениях. 

Доказательство. Группы бывают конечного и бесконечного порядка. 
Мы будем доказывать теорему отдельно для каждого из этих случаев. 

Рассмотрим случай элементарных р-групп конечного порядка. Пря- 
мая сумма п циклических групп порядка р состоит из всех возможных 
векторов (Ё1, 2,...,К), компоненты К; которых принимают значения 
от 0 дор - 1. Количество этих значений равно р. При этом вектора с 
разными компонентами не совпадают друг с другом. То есть, количе- 
ство элементов в такой группе равно количеству комбинаций значений 
компонент Ат, 2,..., Ки. 

Лемма. Число комбинаций значений последовательности символов 
К1, К2,..., Ап равно 0”. 

Доказательство по индукции. Рассмотрим случай п = 1. Символ 1 
принимает р' значений — для случая п = 1 лемма выполняется. 

Пусть лемма выполняется для случая п — 1. То есть, последователь- 


ность символов Ё1, о,...,К,_1 может принимать р" ' значений. 
Рассмотрим последовательность К1, Ко,..., К». При любом значении 
К„ остальная часть А1,...,К„_1 последовательности имеет р” 1 комби- 
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наций значений. У символа А„ может быть р значений. То есть, мы име- 
ем р вариантов, и в каждом варианте имеется р”! комбинаций. Значит, 
чтобы подсчитать общее количество комбинаций, нужно умножить р на 


а 

ре" 

Действительно, количество комбинаций значений последовательно- 
сти символов 1, Ко,..., К» равно р”. Для случая п лемма выполняется. 
Из индукции следует, что лемма выполняется для всех чисел п. Лемма 
доказана. 

Раз число комбинаций компонент вектора (К, А2,...,К».) равно р", 
то порядок группы Р навен р”. Из этого следует, что порядок зависит 
от количества прямых слагаемых в разложении группы Р на прямую 
сумму циклических подгрупп. Количество элементов в группе не мо- 
жет зависеть от её разложения. Следовательно, количество членов в 
разложении одинаково для любых разложений на прямую сумму цик- 
лических подгрупп. Для случая конечного порядка, доказано. 

Рассмотрим случай бесконечного порядка группы Р. Напомним тео- 
рему из теории бесконечностей (параграф «Подмножество векторов в 
прямом произведении»). 

Напоминание теоремы. Пусть множество индексов [ имеет мощность 
т. Пусть Х — множество векторов (..., Пр...) с количеством компо- 
нент м, каждая компонента принимает значения от 0 до п®. Пусть есть 
ешё одно условие на вектора — только конечное число компонент п; 
отличны от нуля, а остальные равны нулю. Тогда мощность множества 
Х равна м. 

Вектора из прямой суммы Р = Фег(а;) удовлетворяют условию тео- 
ремы из напоминания. Следовательно, порядок группы |Р| равен мощ- 
ности множества индексов |[| = м. То есть, порядок группы равен ко- 
личеству прямых слагаемых. Количество элементов в группе не должно 
зависеть от вида разложения на прямую сумму. Следовательно, любое 
разложение на прямую сумму имеет одинаковое количество прямых 
слагаемых. Для случая бесконечной группы доказано. Теорема, доказа- 
на. 

Теорема. Пусть А — абелева, группа. Факторгруппа А/рА является 
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элементарной абелевой р-группой. 

Доказательство. Возьмём в факторгруппе А/рА произвольный эле- 
мент а*: 

а” Е А/рА. 

Элемент факторгруппы А/рА является смежным классом по под- 
группе рА. Возьмём в смежном классе а* какой-нибудь представитель 
а: 

аеЕ@’. 

Умножим а на р, получится элемент ра — этот элемент принадлежит 
подгруппе рА: 

рае РА. 

Подгруппа рА является смежным классом, которому соответствует 
0 в факторгруппе А/рА. При операциях над смежными классами, ку- 
да переходят их представители, туда переходят и сами смежные клас- 
сы. Раз представитель а перешёл в ноль факторгруппы, то и смежный 
класс а* при умножении на р переходит в ноль факторгруппы. Получа- 
ется, что произвольный элемент а* факторгруппы А/рА при умноже- 
нии на простое число р обращается в ноль. Следовательно, факторгруп- 
па А/рА является элементарной абелевой р-группой. Теорема доказана. 


59.6 Цоколь прямой суммы циклических групп 
порядка р" 


Определение. Цоколь р-группы Р — это подгруппа Рф], состоящая из 
всех элементов, умножение которых на простое число р даёт ноль. 

Лемма. Пусть (а) — циклическая группа порядка р". Тогда 

р" (а) = (а). 

Доказательство. Докажем включение р" \(а) С (а)[]. 

Возьмём в подгруппе р” (а) произвольный элемент. Все элементы в 
подгруппе р"`'(а) имеют вид элемент из группы (а), умноженный на 
число р" '. Элементы из циклической группы (а) имеют вид Ка. Таким 
образом, наш произвольный элемент имеет вид р" "Ка: 

р" Ка Е р" (а), где Ка Е (а). 
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Домножим элемент р" "(Ка) на число р и учтём, что у образующего 
элемента, а порядок р" (порядок образующего равен порядку цикличе- 
ской группы): 

рр ар аа 0 

Получается, что умножение на р элемента р’ Ка обращает его в 
ноль. Это значит, что такой элемент принадлежит цоколю (а)[]: 

р" ‘Ка © (а)[.. 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент р” Ка из подгруппы 
р" (а) принадлежит цоколю (а) [р]. Следовательно, все элементы под- 
группы р" '(а) принадлежат цоколю (а)[р], что означает включение 

ро) © (в) 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение (а)[р| © р" "(а). 

В параграфе «Подгруппа циклической группы циклическая» дока- 
зана теорема, соответствующая названию. Цоколь (а) р] является под- 
группой циклической группы (а), а значит тоже является циклической 
группой. 

По определению цоколя, все его элементы обращаются в ноль при 
умножении на число р, в том числе образующий элемент. Порядок эле- 
мента должен быть делителем зануляющего множителя. Так как зану- 
ляющий множитель р прост, у него из делителей есть только единица 
и само число р. Порядок единица только у нуля. У ненулевого элемен- 
та порядок должен быть равен 7. Таким образом, образующий цоколя 
(а)[р] имеет порядок р. Порядок циклической группы равен порядку её 
образующего элемента. Следовательно, цоколь (а)[р| имеет порядок р: 

(= 

В группе простого порядка единственными подгруппами могут быть 
ноль и вся группа. Поэтому любой ненулевой элемент образует цикли- 
ческую подгруппу, совпадающую со всей группой. Таким образом, в по- 
коле (а)|р] каждый ненулевой элемент является образующим. Элемент 
р” а при умножении на р обращается в ноль, а значит принадлежит 
цпоколю (а)[р]|, неравен нулю, поэтому является образующим в (а)[]: 

(а)[®] = (ра). 

Так как элемент р"`1а является образующим в цоколе, то любой эле- 
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мент цоколя (а) [р] представляется в виде Кр" "а, где число К принимает 
значения от 0 до р- 1. Для каждого элемента Кр’ Та Е (а)[р]| есть эле- 
мент Ка Е (а), так что 

о а р а: 

Элемент р” (Ка) принаделжит подгруппе р” "(а): 

= = 

р" (Ка) Е р’ а). 

Получается, что каждый элемент Кр" а цоколя (а)[р] принадлежит 
подгруппе р’ "(а). Следовательно, все элементы цоколя (а)[р] принад- 
лежат подгруппе р" (а), что означает включение 

—1 

У ср" Ца). 

Обратное включение доказано. 

Из противоположных включений 

= = 

р" (а) с (а)р], (ар ср’ а) 

следует равенство 
ыы 

(а[р] =р"” (а). 

Лемма доказана. 

Лемма. Пусть Р — прямая сумма циклических групи порядка р", 
тогда 

= | 

ИР РО. 

Доказательство. Запишем для группы Р разложение на циклические 
группы порядка р": 

Р = Феца,). 

Умножим обе части равенства на число р" 1: 

р 'Р=р" "Фет (в). 

Напоминание теоремы из главы о сохранении свойств прямыми сум- 
мами. Пусть А = Ф;егА;. Тогда пА = ФетА;. В нашем случае 

р" Фе: (а) = Фар" (а). 

Воспользуемся леммой, доказанной выше: так как группа, (а;) имеет 
порядок р", то выполняется равенство р” "(а;) = (а; [р]. Произведём 
соответствующую замену: 

Фе” (аи) = Фек( р. 

Напоминание теоремы из главы о сохранении свойств прямыми сум- 
мами. Пусть А = Фе! А;. Тогда Ат] = Фег А п]. В нашем случае 

Фиека:) [р] = (Фе (а) [.. 
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Выражение в скобках — это не что иное как группа Р = Фег(а»): 

(Фиек(а:))[р] = РЫ. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения р’ 'Р к выраже- 
нию Р|]. Следовательно, эти выражения равны: 

р""Р=рРР. 

Это равенство и было заявлено в лемме. Лемма, доказана. 

Теорема. Пусть Р — р-группа. Тогда следующие два условия эквива- 
лентны: 

1) Р является прямой суммой циклических групп порядка р", 

2) все элементы цоколя Р]| имеют одинаковую высоту, равную п — 1. 

Доказательство. Докажем сначала в одну сторону 1) = 2). 

Пусть Р является прямой суммой: 

Р = Фепа), 

где группы (а;) имеют порядок р". Тогда, по лемме выше, выполня- 
ется равенство 

р""Р=рРР. 

Подгруппа р" 1Р состоит из всех элементов, имеющих вид р” а, где 
а Е Р. Таким образом, любой элемент 6 из цоколя Р]р] представляется в 
виде р” 'а, где а — элемент из группы Р. А значит, все элементы поколя 
имеют высоту не меньше п — 1. Осталось доказать, что их высота не 
больше п — 1. 

Допустим, что высота, какого-то ненулевого элемента, 6 из цоколя Р|р 
больше п — 1. Тогда существует элемент а Е Р такой, что 6 = р"а. При 
этом а разлагается на элементы из прямых слагаемых (а,): 

а = пиан + тра, +... - Та. 

Умножим обе части равенства, на р”: 

Ор ЕЕ ЕП ооо а 

Каждый образующий элемент а; циклической группы (ах) имеет по- 
рядок р". Следовательно, элементы а; обращаются в ноль при умноже- 
нии на р”. Поэтому элемент в равен нулю: 

р = па = 0, 

хотя мы предполагали, что он ненулевой. Допущение наличия нену- 
левого элемента с высотой больше п — 1 приводит к противоречию с 
самим собой. Таким образом, у ненулевых элементов цоколя Р]]| высо- 
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та, не может быть больше я — 1. И, как мы доказали ранее, не меньше. 
Значит, высота всех элементов цоколя Р|]| внутри Р равна % — 1, как 
и указано в условии 2). Следование 1) = 2) доказано. 

Докажем следование 2) = 1). 

Пусть все элементы цоколя Рф] имеют одинаковую высоту, равную 
п — 1. Докажем, что Р является прямой суммой циклических групп 
порядка 70". 

Цоколь Р]?]| является элементарной р-группой, и поэтому разлагается 
на прямую сумму циклических подгрупп: 

Рр] = ФеЦ), 

где (6;) — циклическая подгруппа порядка р с образующим 6;. Так 
как у всех элементов из Рф| высота равна 7 — 1, то для каждого обра- 
зующего элемента 6; существует элемент а; Е Р такой, что 

6. = да. 

Составим из элементов а; циклические группы (а;) и докажем, что 
Р разлагается на прямую сумму из этих подгрупп: 

Р = ФеЦа). 

1) Докажем первое определяющее свойство прямой суммы: вся груп- 
па Р является суммой подгрупп (а;): 

РА > ЛЕРА 

Для этого нужно доказать, что каждый элемент группы Р выража- 
ется через сумму элементов из циклических групп (а;). Доказывать 
будем индукцией по порядку элементов. Сначала рассмотрим произ- 
вольный элемент а Е Р порядка р. Так как он имеет такой порядок, то 
принадлежит цоколю Рф]. Цоколь является прямой суммой 

Рр] = ФецЬ). 

Следовательно, любой элемент цоколя, в том числе а представляется 
через сумму элементов из групп (6;). Группы (5;) являются подгруппа- 
ми групп (а;). Поэтому элемент а является суммой элементов из под- 
групп (а;), что и требовалось доказать. 

Лемма. Элементы цоколя Р]| имеют наибольшую высоту среди всех 
элементов группы Р. 

Доказательство. Допустим, что у некоторого ненулевого элемента, 6 © 
Р вне цоколя Р]р| высота болыше высоты элементов цоколя, то есть 
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больше п — 1: 

#6) > п- 1. 

Тогда существует элемент а Е Р, для которого выполняется равен- 
ство 

Ь = рта. 

Так как элемент 6 ненулевой и лежит вне цоколя, то его порядок 
больше р, а именно р в некоторой степени т (т > 1). Умножим 6 на 
р" 1 получим элемент р” 1$, лежащий в цоколе, потому что умножение 
р" 1$ на р даёт ноль: 

р" ‘Е РР. 

Произведём замену буквы 6 по формуле 6 = р"а, получаем 

ИВ ть р” рта Ее И. 

У элемента р” 1 = р”" а высота не меньше т + п — 1, что больше 


Ц. 


высоты п — 1. И в то же время этот элемент лежит в цоколе, а в цо- 
коле все элементы имеют высоту п — 1. Мы пришли к противоречию. 
Допущение о наличии элемента в Р с высотой больше, чем в цоколе, 
приводит к противоречию. Следовательно, таких элементов в Р нет, и 
элементы цоколя Р]р| имеют максимальную высоту. Лемма доказана. 

Будем считать, что принадлежность сумме »`,.;(а:) доказана для 
всех элементов из Р порядка < р’ '. Докажем включение для произ- 
вольного элемента а Е Р порядка р". 

Домножим элемент а на число р" '. Получаем элемент р’ "а. Он име- 
ет порядок р, потому что умножение его на р обращает в ноль. То есть, 
р’`'а принадлежит цоколю Р[р|, и поэтому его можно разложить на 
сумму элементов из прямых слагаемых (65;) в прямой сумме Ф,ег(6,). 
Запишем это разложение: 

а = ПЕРИ: 


Каждый элемент в; можно заменить элементом а; с множителем р"` 
п—1 


1 


) 


то есть, 6; = р” `а;. Разложение переходит в 


ат = п—1 
р а=пр ат... тт а. 
Преобразуем множитель р” с помощью прибавления и вычитания 
внутри степени числа, г — 1: 
О С о и и в Ее ржи же 
И о а 


Лемма. Число р"`" целое. 
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Доказательство. У элементов цоколя высота равна, п, — 1. Эта высота 
максимальна в группе Р, и поэтому она не меньше высоты элемента 
р" 1а. То есть 

п-1> Ар’ Та). 

Высота элемента р” а не меньше 7 — 1 (существует элемент а, умно- 
жение которого на р" даёт р’ "а). Из двух неравенств 

п-1> (ра) >т-1 

получаем неравенство 

п 1 >тг-1. 

Прибавим к обеим частям неравенства единицу, нервенство принима- 
ет вид 

Ее 

Следовательно, число р”`" целое благодаря неотрицательной степени 





п, — г. Лемма доказана. 
Подставим эту замену множителя р”! в разложение элемента р” "а: 


1 п—г 
р а. 


п—1 


= ЕН 
р а=пир р ат... тр 
Вынесем множитель р” ': 
1 иг п-т п-т 

7" `а=р’ (пир’ "а, +... тир” "аа. 

Для удобства произведём переобозначения (для доказательства не 
нужно знать значения коэффициентов, нужно только знать, что это 
целые числа): 

—г 
пир — Пи, Е тр 
Разложение принимает вид 
1 иг 
р’ а=р’ ‘(пиа,+...+ та). 
Перенесём правую часть в левую: 


ит 


—? ТЬ.. 


"—1 


р 'а-р’ (тала +...+ тьав,) = 0. 

Вынесем общий множитель р”: 

р Ка- пна, -...- ткваз,) = 0. 

Это равенство означает, что элемент а — пна;, —...- пщаз, имеет 
порядок не более р’ ', а значит по индуктивному предположению он 
выражается через сумму элементов из циклических групп (а;). Обозна- 
чим эту сумму буквой 5: 

ааа Е. 
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Перенесём элементы из левой части в правую и оставим в левой части 
только а: 

аа Иа о. 

Правая часть этого равенства является суммой элементов из цикли- 
ческих групп (а;). Таким образом, произвольный элемент а порядка р" 
выражается через сумму элементов из групп (а;). Мы доказали, что 
если все элементы порядков не больше т — 1 выражаются через сум- 
му элементов циклических групи (а;), то элементы с порядком т тоже 
выражаются через такую сумму. Отсюда по индукции следует, что эле- 
менты с любыми порядками выражаются через сумму элементов из 
групи (а*). Следовательно, вся группа Р совпадает с суммой > `,‚-. (аз): 

р > неа). 

Первое свойство прямой суммы доказано. 

2) Докажем второе определяющее свойство прямой суммы: произ- 
вольная циклическая группа (а;) не пересекается с суммой остальных: 

(а) П Хер) = 40}. 

Допустим, что пересечение (а;) П > `,-1 (аа) неравно нулю: 

(а) п > лера) 7 10} 

Возьмём в этом пересечении ненулевой элемент а: 

ае (а) ПУ дет (аа)- 

Так как элемент принадлежит пересечению двух подгрупп, то он при- 
надлежит каждой из них: 

ае (а;), ае> (а). 

Так как а принадлежит циклической группе а Е (а;), то он выража- 
ется через её образующий элемент, умноженный на целое число: 

а = Ка... 

Так как элемент а принадлежит сумме циклических групп > ул; (аа), 
то он выражается через сумму элементов из этих циклических под- 
групп. Каждый элемент подгруппы (а;) выражется через её образую- 
щий, умноженный на целое число. В итоге элемент а выражается сле- 
дующим образом: 

@: = Кла, Е Каз. 

Совместим вместе оба выражения для а: 

Ка; = @ == Ка: Рае Каз. 
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Перенесём левую часть равенства, в правую: 

Е —Ка, Не Ка, Е Каз. 

Умножим это равенство на число р° в максимальной степени 3 такой, 
что не все члены суммы обращаются в ноль: 

0 = —Ар?а; + Аа, +... - Кран. 

Если получившееся равенство умножить ещё на число р, то остав- 
шиеся ненулевые члены обратятся в ноль. Следовательно, они имеют 
порядок р и принадлежат цоколю Рф]. 

И в то же время каждый член суммы принадлежит некоторой цик- 
лической подгруппе (а;). Так как порядок ненулевых членов равен р, 
то каждый их них принадлежит цоколю соответствующей циклической 
группы (а,) [р]. 

Лемма. (а)]р] = (6,). 

Доказательство. Подгруппа циклической группы является цикличе- 
ской группой, следовательно, цоколь (а;) | является циклической груп- 
пой. При этом все элементы цоколя имеют порядок р, в том числе об- 
разующий. Порядок циклической группы равен порядку образующего 
элемента. Значит это группа простого порядка. В группе простого по- 
рядка из подгрупп есть только ноль и вся группа. Поэтому любой нену- 
левой элемент образует всю группу, то есть является образующим. Так 
как элемент 6; принадлежит цоколю (а;) |, то он является его образу- 
ющим, и (а;)|р] = (6,). Лемма доказана. 

Итак, каждый член суммы 

0 = —Арза; + Ка, +...- Кая 

принадлежит соответствующей подгруппе (6,;). Цоколь Р[]| представ- 
ляется в виде прямой суммы Фе г(6;), так что любой элемент, разлага- 
ющийся по элементам из подгрупп (6;), имеет однозначное разложение. 
В левой части разложения 

0 = —Арза; + Ка, +...- Ка, 

стоит ноль. Это означает, что мы имеем разложение нуля. Разло- 
жение элементов в прямой сумме единственно, и при этом существует 
разложение нуля 0 = 0. Из-за единственности оба разложения долж- 
ны совпадать, и поэтому все ненулевые элементы суммы должны быть 
равны нулю. Получилось противоречие. Допущение о том, что пере- 
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сечение (а) п Е ыы 2(а:) неравно нулю, приводит к противоречию. 
Следовательно, оно равно нулю: 

(а) П вернув) = 40}. 

Второе свойство прямой суммы доказано. 

Оба определяющих свойства прямой суммы доказаны, а значит груп- 
па Р является прямой суммой циклических групп: 

а Фиег(а,). 

Следоваение 2) =. 1) доказано. Теорема, доказана. 


59./ Цоколь прямой суммы циклических р-групп 


Следующая теорема доказывается с использованием теоремы о прямой 
сумме циклических групи одного порядка и её цоколе. Эту теорему 
можно было бы и не использовать, причём объём доказательства полу- 
чился бы меньше совокупного объёма обеих теорем. Но в таком случае 
получаются слишком нагруженные информацией формулы, тяжёлые 
для чтения, а разбиение этой теоремы на, две (как и сделано в книге) 
позволяет не только упростить формулы, но и лучше описать устрой- 
ство группы. 

Теорема. Пусть Р — р-группа. Тогда следующие два условия эквива- 
лентны: 

1) Р является прямой суммой циклических групп; 

2) цоколь Г, = Рф] разлагается на прямую сумму 

Г — И 

где каждое прямое слагаемое [„„ состоит из элементов высоты ® — 1. 
(При некоторых п прямое слагаемое может отсутствовать, сумма может 
быть небесконечной). 

Доказательство. Докажем сначала в одну сторону: 1) = 2). Пусть 
р-группа Р является прямой суммой циклических групп. 

р-группа состоит из элементов конечного порядка, равного числу р 
в некоторой степени. Следовательно, циклические прямые слагаемые 
в Р имеют конечный порядок, равный числу р в некоторой степени. 
Сгруппируем циклические слагаемые с одинаковым порядком. Прямую 
сумму всех циклических слагаемых порядка 7” обозначим Р,. Прямая 
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сумма прямых слагаемых является прямым слагаемым, поэтому все 
подгруппы Р, являются прямыми слагаемыми. Таким образом, группа 
Р разлагается на прямую сумму 

РЁ: 

Напоминание теоремы из главы о сохранении свойств прямыми сум- 
мами. Пусть группа, А разлагается на прямую сумму А = Фе: А;. Тогда 
подгруппа А] разлагается на прямую сумму Ат] = Фе! А’ т]. 

В нашем случае из разложения группы Р = ФВ, следует разло- 
жение её цоколя Г = Рф: 

Рр = Ф-.Рыр.. 

Введём обозначение [„ = Р‚„[р]. При таком обозначении разложение 
цоколя будет выглядеть следующим образом: 

Г = 95° Ги. 

Нам осталось доказать, что каждое прямое слагаемое Г„ = Р‚„?] со- 
стоит из элементов с высотой п — 1. 

Каждая группа Р, является прямой суммой циклических групп по- 
рядка р. У таких групи элементы цоколя имеют одинаковую высоту. 
равную п — 1. Эта высота, рассматривается внутри Р,. 

Найдём, чему равна высота элементов цоколя Р,„[р]| внутри всей груп- 
пы Р. 

Высота не может быть меньше п — 1, потому что внутри группы Р, 
высота равна п — 1, и поэтому для любого элемента 6 Е Р„[ф]| существует 
элемент а Е Р, СР такой, что В = р" 1а. 

Допустим, что в Р‚ф] есть ненулевой элемент 6 с высотой больше 
ЕЕ 

(6) >п- 1. 

Это означает, что в Р существует элемент а такой, что в = рта. 

Так как группа Р’ разлагается на прямую сумму Р = Ф_В,, мы 
можем разложить элемент а на сумму элементов из прямых слагаемых 
Е 

а=а,. +... Нав, Где аи, Е Рь.. 

Умножим обе части равенства, на р”: 

О: ЧО Чье Ч 

Умножение элемента а на число р” должно дать элемент 6 из прямого 
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слагаемого Р,: 

ра =бЕ р... 

Все элементы из прямого слагаемого Р, представляются в виде та- 
ких векторов, в которых есть компонента с индексом 7, а компоненты 
с другими индексами равны нулю. То есть, все члены суммы в разло- 
жении элемента 6, не относящиеся к прямому слагаемому Р, должны 
обратиться в ноль. Также должна обратиться в ноль компонента из 
Р,, потому что р" — это максимальный порядок элементов из Р,. В 
итоге все члены суммы в разложении равны нулю и получается, что 
элемент 6 = 0, хотя мы предполагали его ненулевым. Допущение о на- 
личии ненулевого элемента 6 Е Р‚„[р] с высотой больше п — 1 привело к 
противоречию с самим собой. Следовательно, высоты элементов в Р‚р] 
внутри Р не больше п — 1. А так как мы доказали, что они не меньше, 
то они равны % -— 1. 

Таким образом, для любого индекса п, у всех элементов поколя Г», = 
Р/‚[р] прямого слагаемого Р, одинаковая высота п — 1 внутри Р. 

В одну сторону доказано, докажем в другую. 

2) = 1). Пусть цоколь Ё = Рф] разлагается на прямую сумму 

и ФГ, 

где каждое прямое слагаемое состоит из элементов высоты п - 1. 
Докажем, что Р является прямой суммой циклических групп. 

Каждое прямое слагаемое /[.„„, цоколя является элементарной р-группой, 
следовательно, является прямой суммой циклических групп: 

Г» = Фе, (Ви). 

Так как элемент 6»; принадлежит [ш, то он имеет высоту п — 1. Это 
означает, что существует такой элемент ах, что В»; = р" ах. Образу- 
ем из элементов а»; циклические группы (а). Их порядок равен р", 
потому что 

р’ат = рр” За — РЫя = 0. 

Обозначение. Р, = > ег (а). 

Сумма подгрупп является подгруппой, следовательно Р, — подгруп- 
па. 

Лемма. Цоколь Р„р] подгруппы Р совпадает с Г. 

Доказательство. Докажем включение Г„ С Р‚р.. 
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"1, то в подгруппах (а) содержатся образующие 


Так как бб: =р 
6; подгрупп (6): 

[0 е (аз). 

Раз образующий 6; подгруппы (6) содержится в подгруппе (а), то 
вся циклическая подгруппа (6„:) содержится в подгруппе (аи): 

В подгруппе Р, = >\* г (@») содержатся все циклические группы 
(аи) для всех индексов {Е Г,. Следовательно, в подгруппе Р, = У \;‹ р 
(а) содержатся подгруппы (65) для всех индексов 1 Е Г,: 

(5„:) С Р, для всех индексов 1 Е Г.. 

Сумма Г, = Фе (6; состоит из конечных сумм элементов из под- 
групп (6„;). Все эти подгруппы находятся внутри подгруппы Р,, а ко- 
нечные суммы элементов подгруппы дают элементы подгруппы. Следо- 
вательно, сумма Г, = Фер (6:) целиком находится внутри подгруппы 
Е 

ТИ ИИ Фуег, (би) - В 

Так как все элементы из Г» имеют порядок р, то они содержатся в 
цоколе Р„р]|, так что 

аа | 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение Р‚р] С [ь. 

Возьмём в подгруппе Р„|] произвольный элемент 6: 

БЕ Р,[.. 

Так как этот элемент принадлежит Р, = > `,-1 (а), То выражается 
через сумму элементов из подгрупп (а). Каждый элемент из цикличе- 
ской группы (а„;) имеет вид Ка, где К — целое число. Таким образом, 
элемент 6 представляется в виде суммы 

В аль, аи Кати. 

Подлемма. Все члены разложения элемента 6 имеют порядок р. 

Доказательство. Допустим, что в разложении элемента 6 имеются 
члены суммы с порядком больше р. Умножим обе части равенства на 
число р° в максимальной степени 8 такой, что не все члены суммы 0б- 
ращаются в ноль. Если умножить их ещё на р, то они обратятся в ноль, 
а значит, имеют порядок р и принадлежат цоколям подгрупп (аи;), то 
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есть, принадлежат подгруппам (6). Так как порядок элемента, 6 равен 
р, то умножение его на 1° обращает его в ноль. В итоге мы получаем 
разложение ноля 

ЕЕ 5 8 

00 Тала дева. Саи 

на элементы из подгрупп (6). Так как подгруппы (6) образуют 
прямую сумму Г = >| (6), ТО разложение нуля в ней единственно 

т 
и должно совпадать с разложением 0 = 0. Следовательно, ненулевые 
члены суммы должны быть равны нулю, мы пришли к противоречию. 
Допущение наличия в разложении элемента 6 на сумму 

Б= Кат ан Кат, 

членов с порядками больше р приводит к противоречию, значит, по- 
рядки всех членов суммы равны р. Подлемма доказна. 

Так как все члены разложения 

Ь = ан СЕ Ката, 

имеют порядок р, то эти члены принадлежат цоколям подгрупп (а), 
то есть принадлежат подгруппам (6). В таком случае мы получаем 
разложение элемента 6 по подгруппам (6„;), а значит, элемент 6 при- 
надлежит прямой сумме: 

бе Г = > вел, (бий). 

Получается, что произвольный элемент 6 из подгруппы Р,‚ [р] принад- 
лежит Г„. Следовательно, все элементы из подгруппы Р„р]| принадле- 
жат [„, что означает включение 

РР] © Г 

Обратное включение доказано. 

Из противоположных включений 

Г. © РР], РР С Га 

следует равенство 

РЕ а 

Лемма доказана. 

Лемма. Высота всех элементов цоколя Р‚„?]| внутри группы Р, оди- 
накова и равна 1 — 1. 

Доказательство. Возьмём в цоколе Р‚„[р| произвольный элемент 6: 

БЕ Р,[. 


Так как цоколь разлагается на прямую сумму 
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Рьр] = Гь = Фик В), 

то элемент в разлагается на сумму элементов из циклических групп 
(6„;), которые выражаются через образующие 6»; с целыми множите- 
лями: 

Вреа Аб я ба 


Каждый элемент 6„; выражается через в; = р" 


1а„;. Подставим это 
выражение в разложение: 
ОЕ Кр" Таля ссы Кр” Таль. 
Вынесем общий множитель р”о 
б.— р а: АН Кати). 


Получается, что элемент 6 выражается через элемент Ала +... + 
1 


1. 


Кати = Р, с множителем р"``, а значит его высота не меньше п -— 1. 


(6) >п- 1. 
Допустим, у элемента 6 высота в группе Р, больше % -— 1: 
#6) >п- 1. 


В таком случае в Р, существует элемент а такой, что 

Ь = рта. 

Раз элемент а принадлежит подгруппе Р», то он принадлежит и груп- 
пе Р: 

В 

Получается, что высота элемента, 6 Е [„ больше п — 1 внутри группы 
Р, хотя по условию теоремы она должна быть равна й — 1. Допущение 
о том, что высота 6 больше п — 1 привело к противоречию с условием 
теоремы. Следовательно, высота 6 не больше п — 1, и, как мы доказали 
ранее, не меньше. А значит высота произвольного элемента 6 Е Р.Р 
внутри подгруппы Р, равна п — 1. Лемма доказана. 

Итак, в группе Р для каждого числа п есть подгруппа Р‚ с цоколем 
[„, причём высота, элементов цоколя /„ внутри Р, одинакова и равна 
п — 1. В параграфе «Цоколь прямой суммы циклических групп порядка 
р”> доказана, теорема о том, что такая группа является прямой суммой 
циклических групи порядка р". Если мы докажем, что группа, Р раз- 
лагается на прямую сумму Р = Ф®.Р,, то это будет означать, что Р 
разлагается на прямую сумму циклических групп (потому что каждое 
прямое слагаемое Р, так разлагается). 
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Лемма. Р = ФФ Р,. 

Доказательство. 1) Докажем первое свойство прямой суммы: группа 
Р является суммой подгрупп: 

РЕ 

Докажем включение У`”_, Р, С Р. 

Все группы Р, являются подгруппами в Р, а значит их сумма тоже. 
Включение доказано. 

Докажем обратное включение РС У`”_ Р,. 

Доказывать будем индукцией по порядку элементов группы Р. Нач- 
нём со случая порядка р/. 

Возьмём в группе Р произвольный элемент а порядок которого равен 
р: 

аеР, ра=д0. 

Из-за, того, что а имеет порядок р, этот элемент принадлежит цоколю 
РЬ] 

ас Ро = Фил 

и поэтому разлагается на сумму элементов из групп [„„. Каждая груп- 
па Г включается в группу Р‚ (является цоколем в Р,). Отсюда элемент 
а разлагается на сумму элементов из подгрупп Р». Таким образом, 

ФЕ У, В 

Получается, что произвольный элемент а порядка р из группы Р 
принадлежит сумме > \””, Р,. Следовательно, все элементы порядка р 
из группы Р принадлежат сумме > `\>_ | Р,. 

Будем считать, что для всех элементов из Р с порядком < р"! при- 
надлежность сумме я Р, доказана. Докажем принадлежность сум- 
ме для произвольного элемента а Е Р порядка р". 

Умножим элемент а на число р” ', получаем элемент р” а. Порядок 
элемента р’'а равен р, потому что умножение на р обращает его в 
ноль. Элемент с таким порядком принадлежит цоколю: 

2” ‘а=Рр] = ФГ. 

Любой элемент из прямой суммы Ф? Г, разлагается на сумму эле- 
ментов из подгрупп Г» (в сумме не более одного элемента из каждой 
подгруппы Г»), в том числе элемент р’`'а так разлагается: 

ра =ь +, +... + 6, где би, © Ги, 
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Высота, элемента ЕЙ не меньше 7 — 1, потому что существует эле- 
мент а, умножение которого на р” ' даёт элемент р’ "а: 

Р(р’1а) >г- 1. 

В параграфе «Высоты в р-группе» доказана теорема о том, что сумма 
двух элементов с разными высотами имеет высоту, равную наименьшей 
из высот этих элементов. В нашем случае у всех членов суммы в разло- 
жении элемента р" 1а высоты разные (высота, 6, равна п — 1), поэтому 
когда мы их последовательно просуммируем, получим элемент с высо- 
той, равной наименьшей из высот членов суммы. Минимальная высота, 
членов суммы равна высоте элемента ий следовательно, минималь- 
ная высота членов суммы не меньше т — 1: 

ть 

Поэтому для каждого (0 из разложения есть элемент а»,, для кото- 
рого выполняется равенство 

6; = а 

Подставим это выражение в разложение элемента, р" 1: 

а == О", а ра и + р’ Таш, 

Перенесём правую часть равенства в левую: 


7—1 т—1 7—1 т—1 __ 
рав ФО ое Яд: 
Вынесем множитель р”! за скобки: 
т—1 — 
р’ (аа, -@,-...-@,) = 0. 
Получается, что элемент а—а-—@»„.—...—ат, имеет порядок не более 


р"-', а значит он представляется в виде суммы элементов из подгрупп 
Р‚. Обозначим эту сумму 2: 

о ео и’ о. 

Перенесём элементы из левой части в правую, оставив только элемент 
а: 

а а Рано. 

Элементы аи; в сумме включаются в подгруппы Р», и 5 является сум- 








мой элементов из подгрупп Р». Таким образом, произвольный элемент 
а порядка р’ представляется в виде суммы элементов из групи Рь. 
Мы доказали, что из того, что все элементы порядка до р’1 вклю- 
чаются в сумму В Р„, следует включение туда же всех элементов 
порядка р’. Значит, все элементы любых порядков из группы Р вклю- 
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©.) 
чаются в сумму >» ››_, Р,. То есть, мы имеем включение 
со 
р с а Рь. 
Обратное включение доказано. 
Из противоположных включений 
со ©.) 
Р с а Р», ры Р < Р 
следует равенство: 
со 
= а Г. 
Первое свойство прямой суммы доказано. 
я Докажем второе свойство прямой суммы: пересечение любой полд- 
группы Ри с суммой остальных равно нулю: 
©.) 
Рт П о ГР» = {0}. 
Допустим, что это не так, и пересечение Р„ П»` 
нулю: 
©.) 
Рт й а ГР» та {0}. 
Возьмём ненулевой элемент а из пересечения: 
со 


Раз он принадлежит пересечению подгрупп, то принадлежит обеим 


со 


а Р, неравно 


подгруппам: 

ас ГР», ас о Рь. 

Так как а принадлежит Ри, то припишем ему соответствующий ин- 
декс: 

а 


со 
Так как а» принадлежит »` 


ЕТ 
элементов из групп Р, (п т): 


О 
Все индексы у всех элементов разные. Перенесём элемент из левой 


Р,, то выражается через сумму 





части в правую: 








Е | От | Чт» | ... | Чт, 

Домножим обе части равенства, на число 17° в максимальной степени 
$ такой, что не все члены обращаются в ноль: 

И 5 5 5 5 

а а а 

Если мы умножим их ещё на р, то они обратятся в ноль, а значит 
их порядок равен р. Из этого следует, что они принадлежат цоколю 
Рр| = Ф° | Г... Таким образом, мы имеем разложение нуля внутри пря- 
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мой суммы ФГ». Разложение внутри прямой суммы единственно, а 
значит, должно совпадать с разложением 0 = 0. То есть, все ненулевые 


слагаемые должны быть равны нулю. Получили противоречие. Допу- 
©.) 


а Р, приводит к 


щение о неравенстве нулю пересечения Р„ПУ` 
противоречию, следовательно, оно равно нулю: 
©.) 

Гр П ве Рь — {0}. 

Второе свойство прямой суммы доказано. 

Оба определяющих свойства прямой суммы доказаны, следовательно 
группа Р является прямой суммой 

Е: ©.) 

Р=Ф>®_Р.. 

Лемма доказана. 

Так как каждое прямое слагаемое Р, является прямой суммой цикли- 
ческих групп, то группа Р является прямой суммой циклических групп. 
Теорема доказана. 


59.8 Ограниченные группы 


Определение. Ограниченная р-группа — это р-группа, порядки элемен- 
тов которой не превышают некоторого числа р". 

Теорема. Ограниченная р-группа разлагается на прямую сумму цик- 
лических групп. 

Доказательство. Пусть Р — ограниченная 7-группа. Пусть макси- 
мальный порядок элементов в группе Р равен р". 

Лемма. Максимальная высота ненулевых элементов группы Р равна 
А. 

Доказательство. Мы условились, что максимальный порядок элемен- 
тов в группе Р равен 70". Пусть элемент а имеет такой порядок: 

Ра: =9. 

Тогда элемент р” 'а неравен нулю, и имеет высоту не меньше ® — 1: 

п(р’ а) >п- 1. 

То есть, максимальная высота элементов в Р не меньше п — 1. 

Допустим, что максимальная высота больше и — 1, и существует нену- 
левой элемент а с высотой больше п — 1: 

(а) >п- 1. 
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В таком случае существует элемент 6 Е Р такой, что выполняется 
равенство 

а = р"6. 

При этом группа Р состоит из элементов с максимально возможным 
порядком р”. А значит, любой элемент из Р будет обращаться в ноль 
при умножении на р”. Следовательно. 

а = р"б = 0, 

хотя мы предполагали, что а ненулевой. Допущение возможности вы- 
соты ненулевых элементов больше п — 1 противоречит самому себе. 

Итак, максимальная высота не меньше и не больше я -— 1, а значит 
равна п — 1. Лемма доказана. 

Лемма. Ненулевые элементы группы Р с максимальной высотой при- 
надлежат цоколю Р].. 

Доказательство. Возьмём в группе Р произвольный элемент а с мак- 
симальной высотой: 

аеР, [К(а) = шах. 

Так как максимальная высота, равна п — 1, то существует элемент 6 
такой, что 

ЕО 

Умножим это равенство на р, получаем 

ра = р"6. 

В группе Р максимальный порядок элементов равен р". 'То есть, лю- 
бой элемент обращается в ноль при умножении на число р". Следова- 
тельно, 

ра = р"В = 0. 

Получается, что произвольный элемент а с максимальной высотой 
имеет порядок р и поэтому принадлежит цоколю Р]]|. Следовательно, 
все ненулевые элементы с максимальной высотой находятся в цоколе. 
Лемма доказана. 

В параграфе «Высоты в р-группе» доказана, теорема о том, что мно- 
жество всех элементов группы, высота которых не меньше некоторого 
числа п, является подгруппой. 

Из этой теоремы следует, что множество ненулевых элементов с мак- 
симальной высотой 7 — 1 является подгруппой (конечно, в неё надо ещё 
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ноль включить). Обозначим это множество Ё„. Эта, подгруппа находит- 
ся внутри цоколя Рф]: 

ВЕР 

Так как цоколь явяется элементарной р-группой, то любая его под- 
группа является прямым слагаемым. Значит, [„ является прямым сла- 
гаемым в цоколе Р]р]. Все остальные элементы цоколя Р]] вне под- 
группы [»„ имеют высоту меньше ® -— 1. 

Обозначение. Р‚„_1 — подгруппа всех элементов с высотой не меньше 
И 

Цоколь этой подгруппы Р»_1 состоит из элементов /[„ высоты п —1 и 
элементов высоты п— 2. Поэтому дополнение к прямому слагаемому Г 
внутри цоколя Р‚„_1 р] будет состоять из элементов высоты п — 2. Обо- 
значим это дополнение [„_1. Таким образом, цоколь подгруппы всех 
элементов с высотой не менее 7% — 2 является прямой суммой: 

ож) = 1 Ф Г. 

Обозначение. Р‚„_› — подгруппа всех элементов с высотой не меньше 
О 

Из аналогичных рассуждений, цоколь Р,_2[] будет иметь вид 

Р._2 р] = Ги—2 Ф [1 Ф Г». 

Продолжая дальше мы дойдём до подгруппы с высотой элементов не 
менее 0, то есть придём ко всей группе, и её цоколь будет равен прямой 
сумме Ф” 1, где высоты элементов в каждом прямом слагаемом Ди 
будут одинаковы и равны т -— 1. По теореме, доказанной в парагра- 
фе «Цоколь прямой суммы циклических р-групи», группа Р является 
прямой суммой циклических групп. Теорема доказана. 

Определение. Ограниченная группа — это группа, порядки элементов 
которой не превышают некоторого числа п. 

Следствие. Ограниченная группа является прямой суммой цикличе- 
ских групп. 

Доказательство. В ограниченной группе порядки всех элементов ко- 
нечны. Значит, это периодическая группа. Обозначим её Т. Периоди- 
ческая группа раскладывается на прямую сумму р-групп Ть для всех 
простых чисел р: 


Т=Ф»Т, 
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Каждое прямое слагаемое 1, является подгруппой ограниченной груп- 
пы, следовательно, тоже состоит из элементов порядка, ограниченного 
числом п. Ограниченная р-группа разлагается на прямую сумму цик- 
лических групп. Получается, что наша группа, разлагается на прямую 
сумму ограниченных р-групп Ть, каждая из которых является прямой 
суммой циклических групп. В итоге напта группа является прямой сум- 
мой циклических групп. Следствие доказано. 


59.9 Подгруппа прямой суммы циклических групп 


Определения. 

Число п делит элемент а, если существует элемент 6 такой, что а = 
76. 

(а) — высота элемента а — это максимальная степень г числа р", 
которое является делителем элемента, а. 

Теорема. Пусть А — р-группа. Тогда два свойства эквивалентны: 

1) А является прямой суммой циклических групп, 

2) А есть объединение возрастающей последовательности подгрупп 


АС С... СА, С..., |] =А, 
П=1 


где высоты ненулевых элементов в каждом А» ограничены. То есть, для 
каждого п есть число А„ такое, что все высоты ненулевых элементов в 
А, меньше числа А». (Высоты определяются относительно всей группы 
А, а не относительно её подгрупп Аш.) 

Доказательство. Докажем сначала, в одну сторону. Пусть А — прямая 
сумма циклических групп. Докажем второе свойство. 

Циклические группы в разложении бывают разных порядков. Сгруп- 
пируем эти группы в соответствии с их порядками. Для каждого п со- 
берём в разложении циклические прямые слагаемые одного и того же 
порядка р" и обозначим их прямую сумму через В». Группа А прелд- 
ставляется в виде прямой суммы 

д Вы 
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В качестве цепочки подгрупи возьмём подгруппы 

А, = В1Ф...ФВ,. 

Лемма. В каждой группе А„ высоты элементов относительно всей 
группы А меньше п. 

Доказательство. Допустим обратное: в группе А», есть ненулевой эле- 
мент а высоты не меньше п: 

аеЕА, Ка) >п. 

Тогда в группе А существует элемент 6 такой, что 

а = "В, глерЕе А. 

Так как А = ФВ», то мы можем разложить элемент 6 на сумму 
элементов из прямых слагаемых Ви: 

ОО а Ра, ПЛЗ Ви 

Умножим обе части равенства, на р": 

"Ор ба Обь О 

Каждый член суммы р"„ принадлежит прямому слагаемому Бу». 





Следовательно, данное равенство является разложением элемента а по 
прямым слагаемым В». Такое разложение должно быть единственным. 
Так как элемент а принадлежит подгруппе А„ = В1 Ф... Ф В», то он 
должен разлагаться на элементы из прямых слагаемых Бит, у которых 
индекс т не превосходит п. Следовательно, все члены р"”бш, с индек- 
сом т > п должны быть равны нулю. В прямых слагаемых Бь с ин- 
дексами т < п максимальный порядок элементов равен р". То есть, 
любой элемент б„ должен при умножении на р" обращаться в ноль. 
Таким образом, оставшиеся члены суммы оказываются равны нулю. И 
мы приходим к тому, что а = 0, хотя мы предполагали, что элемент а 
ненулевой. Допущение о наличии в А»„ ненулевого элемента с высотой 
не менее 7 приводит к противоречию с самим собой. Следовательно, в 
А» все элементы имеют высоту меньше %. Лемма доказана. 

Цепочка подгрупп А», возрастает, как указано в условии второго свой- 
ства. Объединение всей цепочки даёт всю группу А, как и в условии 
второго свойства. Для любого й высоты ненулевых элементов в груп- 
пе А» ограничены числом К„ = п (высоты берутся относительно всей 
группы А), как и сказано в условии второго свойства. В итоге второе 
условие выполняется полностью. 
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В одну сторону доказано, докажем в другую. 

Пусть выполняется второе условие, то есть, А является объединением 
цепочки вложенных подгрупп с ограниченными высотами. Докажем, 
что группа А — прямая сумма циклических групп. 

Лемма. При увеличении номеров й в подгруппах А„ максимальная 
высота элементов не уменьшается. 

Доказательство. При увеличении номера п увеличивается подгруппа 
Ал, и при этом она содержит все подгруппы с предыдущими номерами. 
Высота элементов определяется относительно всей группы А, поэтому 
неважно, в какой подгруппе элемент находится. Так как каждая следу- 
ющая группа А» содержит все предыдущие, то она содержит элементы 
предыдущих подгрупп, у которых была максимальная высота. Поэтому 
максимальная высота элементов из А» не меньше, чем в предыдущих 
группах. Лемма доказана. 

Числа {№} мы определяем как верхние границы для высот в под- 
группах { А„}. Такие границы, что максимальные высоты в подгруппах 
А» строго меньше К„. В выборе чисел А„ есть некоторый произвол, но 
очевидно, их можно выбрать так, чтобы они увеличивались при увели- 
чении п. Так мы их и выберем. 

Осуществим дальнейшую корректировку последовательности чисел 
К„. Сделаем так, чтобы А„ = п®. Но сделаем мы это не меняя самих чи- 
сел Ки, а меняя цепочку подгрупп Аи. А именно, мы имеем право добав- 
лять копии подгрупп в цепочке. При этом свойства, последовательности 
подгрупп, заявленные в теореме (объединение подгрупп образует всю 
группу А, высоты в подгруппах ограничены) не изменяются. Поэтому 
такое право у нас есть. В качестве А1 можно выбрать подгруппу {0}. В 
ней нет ненулевых элементов, а значит нет ненулевых элементов с вы- 
сотой не меньше 1, что удовлетворяет нашей цели (ненулевые элементы 
должны иметь высоту меньше А„ = 7). Далее, если К„ при увеличении п 
возрастает слишком быстро (больше чем на единицу), то сделаем копии 
группы Ал, и для каждой следующей копии повышаем А» на единицу 
так, чтобы соединить скачок в значении А». При этом, так как мы доба- 
вили новых элементов в цепочку, нужно произвести соответствующее 
переобозначение индексов 7%, чтобы они правильно возрастали (на еди- 
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ницу при движении к следующему члену). 

В итоге мы доказали существование цепи подгрупп А», объединение 
которых А» равно всей группе А, а высоты элементов каждой под- 
группы А» меньше числа п. Аналогичных цепей с такими свойствами 
может быть много. Мы выделим среди них максимальную цепь. Для 
этого сначала нам нужно ввести частичный порядок на множестве це- 
пей подгрупп в А, которые удовлетворяют нужным условиям 

Рассмотрим все цепи 


СО 


подгрупп С» группы А, для которых выполнено следующие 2 условия: 

1) подгруппы С» включают в себя соответствующие подгруппы Аи: 
Ал - С, 

2) высоты элементов в каждой подгруппе С», меньше числа п. 

Из того, что группы С» не меньше соответствующих А» следует, что 
их сумма тоже даёт всю группу А целиком, как и сумма Аи: 

БО 

Будем говорить, что цепь подгрупп С» меньше или равна, цепи под- 
групп В», если С, © В» для любого п. (Из всего множества, цепей мы 
рассматриваем только цепи со свойствами 1) и 2)). Благодаря введе- 
нию порядка на множестве цепей, мы можем рассматривать цепи из 
цепей. Будем называть цепи из подгрупп локальными, а цепи из цепей 
глобальными. 

Лемма. В множестве всех локальных цепей есть максимальная цепь. 

Доказательство. Элемент глобальной цепи — это локальная цепь. 
Элемент локальной цепи — это нумерованная подгруппа, например ВБ». 
Возьмём натуральное число п, и в каждом элементе глобальной цепи 
возьмём подгруппу с номером п. Чем больше элемент глобальной це- 
пи, тем больше его подгруппа с номером %. Объединим все подгруппы 
с номером п для всех локальных цепей, являющихся элементами гло- 
бальной цепи. Получим подгруппу /),. Проделаем такую операцию для 
всех номеров 7%. Получим локальную цепь 

ера 
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которая в качестве глобального элемента больше всех остальных эле- 
ментов глобальной цепи. Таким образом, мы нашли верхнюю границу 
произвольной глобальной цепи. Лемма, Цорна гласит, что если для каж- 
дой цепи частично упорядоченного множества есть верхняя граница, 
то всё множество обладает максимальным элементом. Раз для каждой 
глобальной цепи есть верхняя граница, значит во множестве всех ло- 
кальных цепей есть максимальный элемент. Лемма доказана. 

Обозначим максимальную цепь так: 

сте @С2Е... Сб С... 

Эта цепь не потеряла свойства ограниченности высот во всех эле- 
ментах подгрупп, и сумма всех подгрупи цепи равна всей группе А. 
Эта цепь максимальна, то есть, если какая-то другая цепь окажется не 
меньше максимальной, то она будет равна ей. 

Возьмём подгруппу С». Рассмотрим её цоколь С„?]|, состоящий из 
нуля и всех элементов в С„ порядка р. В этом цоколе элементы могут 
иметь разные высоты. Но все эти высоты меньше числа 7%. То есть, 
максимальное значение высоты может быть равно п — 1. Возьмём все 
элементы цоколя с высотой п -— 1. 

Обозначение. [„ — это множество, состоящее из нуля и элементов 
поколя („| с высотой п — 1. 

Лемма. Г„ — подгруппа. 

Доказательство. Возьмём в множестве Г[„ произвольный элемент а: 

ае 1. 

По определению [„, элемент а имеет высоту п — 1, из чего следует, 
что в группе А существует элемент 6 такой, что 

ар" 16. 

Следовательно, элемент а принадлежит подгруппе р" ТА: 

ЕР" "А. 

Так как произвольный элемент из /„„ принадлежит подгруппе р" ТА, 
то все элементы из Г» принадлежат подгруппе р” "А, что означает 
включение 

ег | 

И вто же время элементы из Г, принадлежат цоколю С'„]|, то есть 


т. С ар. 
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Так как [„, включается одновременно в подгруппы "Аи С„[|, то 
[», включается в их пересечение: 

1. © АПС... 

С другой стороны, все элементы пересечения "Ап С] входят в 
поколь С„?]| имеют высоту не меньше п — 1. Так как в цоколе „р 
высота элементов меньше п, то в р" 'АПС„[]| входят элементы цоколя 
с высотой, равной п — 1 (иешщё 0). А все такие элементы принадлежат 
множеству /[„,. Таким образом, 

АСВ © 

Так как Г», и пересечение С„[р]Пр”ТА друг в друга включаются, то 
они равны: 

[т = ри п С" 

Пересечение подгрупп 0”ТА п @„[] является подгруппой. Поэтому 
[„,— подгруппа. Лемма доказана. 

Лемма. Цоколь А[]| является прямой суммой подгрупп Г: 


Доказательство. 1) Докажем первое свойство прямой суммы: 
АБ] = > Гь- 


Подгруппы Г состоят из элементов порядка р и поэтому находятся 
внутри цоколя А]. Следовательно и их сумма находится внутри А]: 

©.) 

Чтобы доказать равенство этих подгрупп, остаётся доказать обратное 
включение: 

©.) 

Группа А является объединением цепочки подгрупи С», а значит, 
любой элемент из А принадлежит некоторой подгруппе С». То же самое 
касается элементов порядка р, то есть, любой элемент из цоколя Ар] 
принадлежит цоколю С„р] некоторой подгруппы С’. Отсюда следует, 
что цоколь Ар] включается в объединение цоколей С„ф]: 

©.) 
Таким образом, если мы докажем, что все элементы из всех цоколей 
©.) 
С„[р] принадлежат сумме >`›_/ Г», то из этого будет следовать, что 
©.) 


Доказывать будем по индукции. 
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Рассмотрим подгруппу С1. Её элементы имеют высоту меньше 1, то 
есть, высота равна 0. По определению, в Гл входят все элементы из 
Ср] высоты 0. То есть, входят все элементы цоколя С1[]. А значит 
цоколь совпадает с группой Гл: 

Ср == Г. 

Раз все элементы цоколя подгруппы С1 входят в [л, то вместе с ней 
ВХОДЯТ И В а р. 

еб 

Для группы с номером п = 1 включение в У `^, Г» доказано. 

Пусть включение элементов цоколя в группу »\^” | Г», доказано для 
всех подгрупи С» с номерами п < г - 1: 

С.С У 1 Гл, где п <г-1. 

Докажем, что такое же включение имеется и для группы С,. 

Элементы цоколя С’,.[ф]|, входящие в подгруппу С,_1, включаются в 
`` Г» по предположению индукции. Поэтому нас интересуют остав- 
шиеся элементы С'„[р]|\С,„_—1 (теоретико-множественная разность). Возь- 
мём в множестве С", \ С'„_: произвольный элемент 6: 

БЕС, \ а 1. 

Образуем из 6 цилкическую группу (5) и добавим её к к подгруппе 
С'„_1, получаем группу С„_1 + (5). 

Подлемма. В группе С’„_1 + (5) есть элемент с высотой г — 1. 

Доказательство. Пойдём от обратного. Допустим, что в группе С’„_1- 
(6) все элементы имеют высоту меньше 7 — 1. Подгруппа С„_1 включа- 
ется в подгруппу С,„_1 + (6), но при этом они имеют одинаковое огра- 
ничение на высоты. Таким образом, заменив С’„_1 на С',_1 + (6), мы 
получили новую цепочку подгрупп, удовлетворяющую всем нужным 
условиям (ограничение на высоты и объединение равно всей группе). 
Но новая цепочка больше, чем старая, состоящая из подгрупп {Си}. 
А старая цепочка максимальна. То есть, мы получили цепочку больше 
максимальной. Это невозможно, мы пришли к противоречию. Предпо- 
ложение отсутствия в подгруппе С,„_1 + (6) элемента с высотой г — 1 
приводит к противоречию, следовательно такой элемент в @,_1 + (5) 
есть. Подлемма доказана. 

Пусть с — элемент группы С„_1 - (6) с высотой г — 1: 
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СсЕС,_1+ (5), Шо =тг-1. 

Так как С, вмещает в себе С, т и (5), то элемент с принадлежит 
также подгруппе С": 

сЕС.,. 

Умножение элемента группы на число не выводит за пределы группы. 
Умножим с на р, и получим элемент рс из группы С’: 

рсеЕС.. 

Этот элемент имеет высоту г (умножение на р добавило делимости 
на р, а значит и повысило высоту): 

Пре 

Но в группе С’. высоты всех ненулевых элементов меньше г. Значит, 

ре = 0. 

Таким образом, элемент с имеет порядок р (принадлежит цоколю 
С.) и высоту г — 1. Все элементы в С’„?]| с такой высотой образуют 
подгруппу [».. Значит, элемент с включается в [,,, а вместе с ней и в 
мел и: 

СЕ». 

Так как элемент с принадлежит группе С,„_1 + (5), то он равен сумме 
некоторого элемента д из С,_1 и элемента из (6), то есть элемента 6. 
умноженного на, целое число: 

с=9-+ Кб, ге Е С,_1, Е — целое число. 

Число К не делится на, р, потому что иначе Кб = 0 (5 имеет порядок р), 
и элемент с находился бы внутри подгруппы С’,„_1. А мы его выбирали 
вне этой подгруппы. 

р — простое число, так что К и р не имеют общих делителей. По 
теореме из теории чисел существуют такие числа 3 и К", что в0-К'К = 1. 
Из этого равенства, следует равенство А'К = 1 — вр. Умножим обе части 
равенства, с = д + КЬ на К": 

Кс = Кд + К"КФ. 

Так как порядок элемента В равен р, то 

К'КЬ = (1 — 82)6 =6— 876 =В-— 3(р6) = -— 30 =6. 

Из-за этого равенство А'с = "д + К'ЁЫ переходит в равенство 

Ке=Еа-Ы. 

Заменим для удобства 'д на 4, ведь всё равно получается элемент 
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из группы С’. Получаем 

Кс =9-. 

Выразим элемент 6: 

=АС- (4. 

Умножим это выражение на р. Элементы В и с имеют порядок р. По- 
этому при умножении на р они зануляются. Остаётся 0 = —рд. Значит 
элемент д тоже имеет порядок р. Но при этом он включается в подгруп- 
пу С,_1, а значит и в группу У ^^ Г» по предположению индукции: 

Е Ри: 

Получается, что в выражении 6 = К'с— д элементы си д принадлежат 
\`^^ | Г», а значит, и сам 6 тоже принадлежит >| Г» (сумма, умно- 


П=1 
жение на число элементов подгруппы включается в эту же подгруппу): 


©.) 

ре 2 т. 

Элемент 6 — это произвольный элемент из множества С'„ф] \ С„_1. 
Таким образом, мы доказали, что все элементы множества С „[р] \ С.—1 

©.) 
принадлежат > ^^^, Г», что означает включение: 
©.) 
С.Р] ‚ Ся с м Гл. 
Этим мы доказали, что все элементы цоколя („| принадлежат сум- 
©.) 
ме > ^^ | Г», что означает включение: 
©.) 
Ср с 2 Гл. 
И в итоге мы доказали по индукции включение всех цоколей С'„|р] (а 
со со ‹ 
значит и их объединения 15° С„[р]) в У Г: 
со со 
|] с ра [т 
со . 
а следом включение цоколя Ар] в У. Ги: 
©.) 

Так как подгруппы А] и» `›_| Г» включаются друг в друга, то они 

равны: 
©.) 

А = Я т. 

Первое свойство прямой суммы доказано. 

2) Докажем второе свойство прямой суммы: любая подгруппа Г» не 
пересекается с суммой остальных: 

со 
т П а Ги, = {0}. 


©.) 
Допустим, что это не так: пересечение Г П »` 


о. [„ неравно 


нулю: 
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па ненулевой элемент а из пересечения Г„ ПУ `” 


0 та ае т.п а Гл. 


Раз элемент а принадлежит пересечению подгрупп, то он принадле- 


Е. 


п=1 пет 


жит каждой подгруппе из пересечения: 

ас [ит ас а Гл. 

Так как а принадлежит подгруппе Г», добавим к нему соответству- 
ющий индекс: 

а = ам. 


Так как а» включается в сумму У ^^ Г, то он представляется 


ИИА 
в виде суммы элементов из подгрупп Ги (п 52 т): 
ат = ап. + ал +... @щ,- 


Все ненулевые элементы в Г имеют высоту ®—1 (мы так определяли 





Г). Поэтому у всех членов суммы разные высоты. В параграфе «Вы- 
соты в р-группе» доказана теорема о том, что сумма двух элементов с 
разными высотами имеет высоту, равную наименьшей из высот слагае- 
мых. Суммируя последовательно члены разложения, мы получим эле- 
мент с высотой, равной наименьшей из высот этих членов. Получается, 
что высота элемента а» равна высоте одного из слагаемых в разложе- 
нии. Это значит, что одно из слагаемых в разложении имеет такой же 
индекс, как и у элемента а», (индекс соответствует высоте). Но мы бра- 
ли сумму = аа [и исключая индекс 7. Получилось противоречие. 


Допущение нетривиальности пересечения и П Ух [„. приводит 


п 
к противоречию. Следовательно, это пересечение тривиально: 


[т В ие [т В {0}. 

Второе свойство прямой суммы доказано. 

Оба определяющих свойства прямой суммы доказаны, цоколь Ар 
является прямой суммой ФГ: 

Ар ] = Фил Ра. 

Лемма доказана. 

Все прямые слагаемые /„ цоколя состоят из элементов с одинаковой 
высотой п — 1 (для каждого 7). В параграфе «Цоколь прямой суммы 
циклических р-групи» доказана, теорема о том, что группа А в таком 
случае является прямой суммой циклических групп. Следование 2) = 
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1) доказано. Теорема доказана. 

Теорема. Подгруппа прямой суммы циклических р-группи является 
прямой суммой циклических р-групп. 

Доказательство. Пусть А — р-группа, являющаяся прямой суммой 
циклических подгрупп. Тогда её можно представить в виде объедине- 
ния подгрупп 

А= ЧА, 

где высоты каждой подгруппы А» ограничены числом К». 

Пусть В — подгруппа в А. 

Лемма. В = 9 А, ПВ. 

Доказательство. Докажем включение (/°° (А, ПВ) С В. 

Пересечение подгрупп А„ПВ включается в каждую из этих подгрупп, 
в том числе в Б: 

АВ ЛВ: 

Так как все подгруппы А„П В включаются в В, то и их объединение 
тоже включается: 

4 (Ап В) С В. 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение В С 0® (А, ПВ). 

Возьмём в группе В произвольный элемент 6: 

рев: 

Так как В — подгруппа в А, то 6 принадлежит А: 

Хель 

А является объединением подгрупп 42? А„, поэтому любой элемент, 
принадлежащий А, находится в некоторой подгруппе Ав. В том числе, 
элемент В находится в некоторой подгруппе Ав: 

БЕ Д,. 

Так как 6 принадлежит также подгруппе В, то он принадлежит пе- 
ресечению подгрупп А» П В: 

БЕД пП БВ. 

АП В является членом объединения °_ (А„ ПВ), и поэтому вклю- 
чается в него. То есть, все элементы из множества А„П В принадлежат 
объединению 2 (А„П В), в том числе элемент 6: 


феи (АПВ) 
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Мы пришли к тому, что произвольный элемент 6 из подгруппы В 
принадлежит объединению °_/(А„П В). Следовательно, все элементы 
их В принадлежат объединению подгрупп 4 _/(А„ П В), что означает 
включение 

ВС (А, ПВ). 

Обратное включение доказано. 

Из противоположных включений 


Вс (АПВ), 01° (АПВ) СВ 


П=1 
следует равенство 


ВА В), 

Лемма доказана. 

В подгруппе А»„ высоты всех элементов ограничены некоторым чис- 
лом К», следовательно высоты элементов её подгруппы А» П В ограни- 
чены числом К». 

Так как группа В представляется в виде объединения 1 (АП В) 
подгрупп с ограниченными высотами, то В является прямой суммой 
циклических групп. 

Таким образом, подгруппа прямой суммы циклических 7р-групп яв- 
ляется прямой суммой циклических р-групп. Теорема, доказана. 


1100 


ГЛАВА 60 


Свободные группы 


Определения. 

{ — бесконечная циклическая группа — это группа, порождённая 
одним элементом а бесконечного порядка. Можно обозначать также 
Иа: 

Свободная группа, Ё’ — это прямая сумма бесконечных циклических 
групп: 

Е = Фе! А, = Феца,), 

где 7; — это бесконечная циклическая группа, порождённая элемен- 
ТОМ 04. 


60.1 Однозначность ранга 


Определение. Ранг свободной группы — это количество циклических 
групп в прямой сумме. 

Теорема. В свободной группе ранг определён однозначно. 'То есть, 
в свободной группе не может быть разложений на прямую сумму с 
разными рангами. 

Доказательство. Пусть Ё — свободная группа, ранга, м, где м — кар- 
динальное число. Рассмотрим факторгруппу Ё/рЁ’, где р — простое 
число. В параграфе «Элементарные р-группы» доказана теорема, о том, 
что для любой группы А факторгруппа А/рА является элементарной 
р-группой. Таким образом, Е/рЁ — элементарная р-группа. 

Лемма. Рассмотрим разложение элементарной абелевой р-группы 
Е/рЕ на прямую сумму циклических групп. Количество прямых сла- 
гаемых в разложении совпадает с рангом группы Р. 

Доказательство. Свободная группа Ё имеет вид 

Е = Фега). 


В главе о сохранении свойств прямыми суммами доказана, теорема о 





том, что из разложения на прямую сумму А = Ф;сг А; следует разло- 
жение п. А = Фе тА;. В нашем случае 
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рЕ = Фиер(а,). 

Умножение циклической группы (а;) на элемент р означает множе- 
ство всех элементов группы, умноженных на р. Обычные элементы из 
группы (а) имеют вид Ка, где К — целое число. Элементы умноженные 
на р, имеют вид рка = К(ра). Следовательно, для всех этих элементов 
образующим является элемент ра. То есть, выполняется равенство 

р(а:) = (раз). 

Используем это равенство для преобразования выражения для рЕ. 
Оно переходит в 

ре = Фиег(ра,). 

В параграфе «Ф,егА;/ Фе: В; = ФекКА,В;)> доказана формула, 





соответствующая названию. В этой формуле В; — подгруппа в А;. В 
нашем случае группы (а;) играют роль групп Ах, а подгруппы (ра;) иг- 
рают роль подгрупи В;. Соответствующий изоморфизм выглядит сле- 
дующим образом: 

Е/рЕ = ФеЦа) / Фес! (ра:) = ФеКа,) /(ра,). 

Каждое прямое слагаемое (а;)/(ра;) является циклической группой 
порядка р (доказано в параграфе «Факторгруппа циклической группы 
циклическая»). Таким образом, прямая сумма Фхег(а,) /(ра+) является 
разложением элементарной р-группы Ё/рР. 

Количество прямых слагаемых в прямой сумме Фе г(а;) / (ра;) совпа- 
дает с мощностью множества индексов [, то есть, равно кардинальному 
числу м. А это кардинальное число и есть ранг группы РЁ’. Следователь- 
но, количество циклических прямых слагаемых в разложении группы 
Е/РЕ равно рангу группы РЁ. Лемма доказана. 

В параграфе «Элементарные р-группы» доказана, теорема, о том, что 
количество прямых слагаемых в разложении элементарной р-группы 
определено однозначно, не зависит от разложения. Следовательно, в 
элементарной абелевой р-группе Е/рЕ количество прямых слагаемых 
в разложении на прямую сумму циклических групп однозначно опре- 
делено. А так как ранг РЁ равен количеству прямых слагаемых в раз- 
ложении Р/рГ, то ранг Е определён однозначно. Теорема доказана. 
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60.2 Разные определения свободной группы 


Пусть Р = Фег(а;) — свободная группа. 

Базис свободной группы — это множество всех элементов {а; ег, ко- 
торые порождают соответствующие циклические группы 7; из прямой 
суммы, на которую разлагается группа, Р. 

Утверждение. Любые элементы из свободной группы Ё можно выра- 
жать в виде суммы базисных элементов с целыми коэффициентами. 

Доказательство. Свободная группа Ё является прямой суммой бес- 
конечных циклических групп: 

Е = Фе! 4. 

Бесконечная циклическая группа 1; порождается одним элементом 
а; бесконечного порядка: 

7 = (а;). 

То есть, любой элемент а группы #; выражается через элемент а; 
следующим образом: 

а = пах, где п — некоторое целое число. 

Любой элемент а из прямой суммы Ф;с 1; является суммой конечного 
числа элементов групп { 7; };сг. А каждый элемент из 7; представляется 
в виде п;а;. Таким образом, элемент а из прямой суммы выражается 
следующим образом: 

а = пнан + Па. 1... РП аа. 

То есть, произвольный элемент из группы Ё можно выразить как 
сумму базисных элементов с целыми коэффициентами. Утверждение 
доказано. 

Дадим другое определение свободной группе. 

Обозначение. Х = {х;};сг — это система свободных образующих. 

Определим на этом множестве бинарную операцию, которая не из- 
меняет образующих. То есть, если мы сложим два образующих т; и т; 
то получится элемент 2; + 5; — это окончательная запись для этого 
элемента, дальнейших преобразований формулы не должно следовать. 
Если мы складываем несколько экземпляров одного элемента, т;, то по- 
лучаем 
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асе Е 


Обратный элемент к 2; обозначается —х;. Так что 

О. = 0 

В итоге, если мы произведём все возможные операции сложения, взя- 
тия обратного элемента, то получим множество линейных комбинаций 

ТИТ + ПТ +... ПЕТЬ. 

При сложении двух линейных комбинаций 

715. Е Пт, +...- Пе и ПИХл + ТТ, +... + ПХ, 

мы получим линейную комбинацию, в которой соответствующие ко- 
эффициенты при каждом 1; складываются. 

Теорема. Множество всех конечных линейных комбинаций 

ТИТ + ПТ, +... ПЕ, 

с бинарной операцией, определённой выше, является свободной груп- 
ПОЙ. 

Доказательство. Модифицируем запись для линейных комбинаций 
таким образом, чтобы индексы коэффициентов совпадали с индексами 
образующих, при которых они находятся. Каждой конечной линейной 


комбинации 
ПО ее ПО 
можно поставить в соответствие вектор из коэффициентов (...,7,...), 


где число 7; является коэффициентом в линейной комбинации при об- 
разующем 1;. Так как линейная комбинация конечна, то только конеч- 
ное число коэффициентов 7%; отличны от нуля, а остальные равны нулю. 
Каждая линейная комбинация определяется информацией о значени- 
ях своих коэффициентов. Вектора коэффициентов содержат полную 
определяющую информацию о линейных комбинациях. Вектора, скла- 
дываются в соответствии с операцией сложения линейных комбинаций. 
А именно, складываются коэффициенты с одинаковыми индексами (ин- 
декс коэффициента соответствует индексу образующего элемента при 
нём). Такое сложение векторов совпадает с определением сложения век- 
торов для внешней прямой суммы. При этом, как и в прямой сумме, ко- 
личество неотрицательных компонент вектора конечно. Следовательно, 
множество векторов из коэффициентов линейных комбинаций образует 


1104 


прямую сумму групи целых чисел: Фе. В виду того, что линейные 
комбинации и вектора полностью определяются набором входящих в 
них проиндексированных коэффициентов, и складываются таким же 
образом, то можно утверждать, что соответствующие бинарные опера- 
ции идентичны, изоморфны, отличаются лишь формальной записью. 
Раз множество векторов с конечным числом ненулевых коэффициен- 
тов является свободной группой, то и множество линейных комбинаций 
тоже является свободной группой. Теорема доказана. 


60.3 Любая группа изоморфна факторгруппе 
свободной группы 


Теорема. Пусть 
А — абелева группа, 
Е — свободная группа. 
Х = {тг — множество свободных образующих свободной группы 


В, 

ф — произвольное отображение множества Х в группу А. 

Тогда отображение ф может быть достроено до отображения \р, кото- 
рое является гомоморфизмом группы Е в группу А. При этом постро- 
енный гомоморфизм 4 единственный, других построить нельзя. 

Доказательство. Рассмотрим произвольное отображение ф: каждому 
образующему 1; из Х ставится в соответствие элемент @; Е А. Отобра- 
жение ф должно быть отправной точкой для построения гомоморфизма 
р, то есть, все соответствия 1; —} а; в ф должны быть соответствиями 
в). Так как 4 должен стать гомоморфизмом, то он должен сохранять 
операцию сложения, например 

ф(л: + ту) = (2) (т) = а +а.. 

При этом элемент а; + а; является суммой элементов из А, а значит 
является элементом из А. Таким образом, с помощью операций сло- 
жения и взятия обратного элемента мы можем устанавливать новые 
соответствия, выстраивая гомоморфизм 12. 

Из свободных образующих {1;+ег мы можем с помощью последова- 
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тельных операций сложения, или взятия обратного элемента, построить 
любые линейные комбинации вида пт; +...+пкта,. Ведь такая линей- 
ная комбинация представляет собой конечное число операций сложения 
и взятия обратного элемента (обратные элементы нужно брать, что- 
бы получать отрицательные коэффициенты т; которые тоже должны 
присутствовать в разных линейных комбинациях). То есть, каждую ли- 
нейную комбинацию в свободной группе можно получить из свободных 
образующих с помощью конечного числа, операций сложения и взятия 
обратного элемента. 

При этом, когда мы выстраиваем линейную комбинацию из свобод- 
ных образующих {т;};ег внутри скобок гомоморфизма 4 (например 
(т; - т;)), параллельно этому процессу выстраивается аналогичная 
линейная комбинация, но вместо {1 ;ет в ней элементы {а; ег (напри- 
мер 4(%;-х,;) = а’+а,). Все операции, которые производятся с {1:зеги 
{а ег идентичны, разница только в буквах «т» и «а». Следовательно, 
линейные комбинации должны выстраиваться одинаково, потому что 
не имеет значения, как выглядят буквы, над которыми мы производим 
эти операции. В итоге все линейные комбинации т; +... + Па, ИЗ 
свободной группы Ё перейдут в линейные комбинации па, +... Трах, 
которые являются элементами группы А. То есть, мы достроили отоб- 
ражение 12 таким образом, что теперь все элементы из свободной груп- 
пы Р` в нём участвуют. Причём алгоритм построения строго определён 
и не позволяет никаких альтернатив. 

Докажем единственность построения. При любом построении буду- 
щий гомоморфизм 4 должен обладать свойствами сохранения опера- 
ции сложения и взятия обратного элемента. Мы полностью достроили 
отображение 4, пользуясь лишь этими свойствами. Такое можно сде- 
лать внутри любого другого гомоморфизма, и такие процедуры долж- 
ны давать одинаковый результат. Следовательно, любой другой гомо- 
морфизм при другом построении должен при этих процедурах дать 
одни и те же соответствия между элементами свободной группы Е и 
элементами группы А. А раз соответствия между элементами в отоб- 
ражениях одинаковы, то эти отображения одинаковы. Любые гомомор- 
физмы из Р в А должны быть одинаковыми. 
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Проверим свойства гомоморфизма. 

1) Свойство сохранения бинарной операции }(а - 5) = Ё(а) + (6). 

Возьмём в группе РЁ два произвольных элемента 6 и с: 

авеЕР. 

Запишем их в виде линейных комбинаций: 

ОРЗ ба Ре 

Отображение 42 переводит эти элементы в линейные комбинации 

(6) = та; +... па, (о =пиа +... + тах. 

То есть, линейные комбинации В и с идентичны линейным комбина- 
циям 4(5) и (с), с единственной разницей, что буквы «1» заменены на 
буквы «а». Если просуммировать линейные комбинации, то идентич- 
ность должна привести к тому, что линейная комбинация 6 + с должна 
быть идентична линейной комбинации 4(5) + Ф(с) с разницей, состоя- 
щей в замене букв. Получается, что отображение 4 отображет линей- 
ную комбинацию а - 6 в линейную комбинацию (а) + Ф(Ъ). То есть, 

ЧБ с) =4() +ч(<). 

Это и есть выражение свойства сохранения бинарной операции. Пер- 
вое свойство гомоморфизма доказано. 

2) Свойство сохранения операции взятия обратного элемента /(—а) = 
- а). 

Возьмём в свободной группе Ё произвольный элемент 6: 

БЕРГ. 

Этот элемент представляется в виде линейной комбинации 

Ва ТИТ +... ПА. 

Обратный к нему элемент имеет вид 

—6 = Ти —...- ПЕ. 

Отображение 42 заменяет в линейных комбинациях буквы «т» на «а»: 

(5) = Ф(илхи +...-+ пить) = таз +... + пкав, 

4(—5) =ч(-п1х, —...- пы) = та) -...- па; = 

= —(па; +... +пка,;,) = (хи +...+тт) = —4(6). 

В итоге 

+(-8) =-45), 

а, это и есть выражение сохранения операции взятия обратного эле- 
мента. Второе свойство гомоморфизма доказано. 
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Все определяющие свойства гомоморфизма, доказаны, следовательно, 
д — это гомоморфизм. 

Итак, мы доказали, что можно достроить отображение ф до гомо- 
морфизма 4, причём такой гомоморфизм может быть только один, без 
каких-либо альтернатив. Теорема доказана. 

Теорема. Пусть группа Ё обладает следующим свойством: если её 
образующие {1; +=: отобразить в элементы произвольной группы А, то 
это отображение можно достроить до гомоморфизма. Тогда группа ЁР 
является свободной группой. 

Доказательство. Так как группу А можно выбирать произвольно, то 
выберем в качестве А свободную группу с множеством свободных об- 
разующих {а; +ег. Отобразим образующие {т;};=г группы РЁ в свобод- 
ные образующие {а ег свободной группы А. По условию теоремы, это 
отображение можно достроить до гомоморфизма ф : Е -$ А. В го- 
моморфизме 4 все возможные линейные комбинации из образующих 
{71 Нег должны отобразиться во все возможные линейные комбинации 
из свободных образующих {а; ег. А свободная группа Ё` как раз состо- 
ит из всех таких линейных комбинаций. То есть, группа Ё` отображается 
гомоморфизмом 4 на всю группу А. 

Напоминание определения. Кег — это множество всех элементов Р, 
которые отображаются в ноль группы А. 

Лемма. Ядро гомоморфзма 4 равно нулю: Кегф = {0}. 

Доказательство. Возьмём из ядра Кег4 произвольный элемент 6: 

Бе Кегф. 

Элемент 6 является элементом группы Р, и поэтому представляется 
в виде линейной комбинации от образующих {7:5 г: 

Ь = ТИТ +... Е ПеФи. 

Гомоморфизм 4 отображает эту линейную комбинацию в линейную 
комбинацию из свободной группы А: 

(5) = (пах, +...- пить) = таз +... + пав. 

Так как 6 лежит в ядре гомоморфизма 2, то по определению ядра 6 
отображается в ноль: 

4(Ь) = 0. 


А значит, и линейная комбинация из группы А равна нулю: 
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Ее ПО: 

Но в свободной группе никакая нетривиальная комбинация свобод- 
ных образующих не может быть равна нулю. Нетривиальная линейная 
комбинация 11% +... + пита, из Ё должна дать нетривиальную ли- 
нейную комбинацию та» +... - пка;, из А, чего не может быть. Сле- 
довательно, линейная комбинация 9 = ат; +... -+ пьть, должна быть 
тривиальной, то есть равной нулю. Таким образом, 

0—0: 

Произвольный элемент из ядра гомоморфизма, равен нулю, следова- 
тельно, 

Кем = {0}. 

Лемма доказана. 

Напоминание теоремы о гомоморфизмах из общей теории групп. 

Пусть } — гомоморфизм группы А в группу В. При этом гомомрфизм 
{ такой, что его образ Па} совпадает со всей группой В, а ядро Кег} 
равно единичному элементу. Тогда группы Аи В изоморфны, и { — 
изоморфизм. 

Так как образ гомоморфизма является всей группой А, а ядро равно 
нулю (единичный элемент в общей теории групп), то этот гомомор- 
физм является изоморфизмом. Раз группа А является свободной, то 
изоморфная ей группа Ё` тоже является свободной. Теорема доказана. 

Итог предыдущих двух теорем можно сформулировать в следствии. 

Следствие. Для группы Ри её образующих {1; ег следующие свой- 
ства эквивалентны: 

1) группа Ё свободна, и образующие {1;};=г свободны; 

2) отображение образующих {1 +1 в элементы любой другой группы 
А можно достроить до гомоморфизма группы Е в группу А. 

Теорема. Любая группа с количеством образующих не больше м изо- 
морфна факторгруппе свободной группы ранга, м. 

Доказательство. Рассмотрим группу А с множеством образующих 
{а ег, где мощность множества, индексов Г не более м (мощность мно- 
жества индексов совпадает с мощностью множества образующих). Если 
множество индексов [ имеет мощность строго меньше кардинального 
числа м, то продублируем какой-нибудь образующий элемент а; столь- 
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ко раз, чтобы новое множество образующих элементов {а цел имело 
мощность, равную м. (Изменение множества мы обозначили с помо- 
щью изменения множества, индексов с [ на /. Множество индексов „Л 
по его определению имеет мощность т.) Добавление новых элементов к 
множеству образующих допустимо, потому что определение множества 
образующих — все возможные комбинации из этих элементов образуют 
всю группу А. Если мы добавим к множеству новые элементы, то их 
способность образовывать всю группу А не уменьшится. 

Напоминание теоремы о гомоморфизмах из общей теории групп (с 
изменёнными обозначениями под случай нашей теоремы). Пусть ф — 
это гомоморфизм группы РЁ в группу А. Тогда факторгруппа Е/Кегм/ 
изоморфна группе шир. 

Отобразим множество свободных образующих {1 е.л свободной груп- 
пы Р в множесто образующих {а; ел группы А. Достроим это отобра- 
жение до гомоморфизма 4 группы Ё в группу А. Так как мы начали 
построение гомоморфизма с множества образующих группы А, то мно- 
жество всех линейных комбинаций от образующих образует всю группу 
А. То есть, гомоморфизм 4 отображает ЁРна всю группу А. Другими 
словами, 

А = Ш. 

Ядро Кег является подгруппой группы ГР. По теореме из напомина- 
ния образ отображения 1 = А изоморфен факторгруппе Ё/Кег. То 
есть, группа А изоморфна некоторой факторгруппе Ё/Кегу свободной 
группы /Р', как и указано в теореме. Теорема, доказана. 


60.4 Бесконечное количество базисов в свободной 
группе 


Утверждение. Пусть Р`= (а1) Ф (а2) Ф...Ф (а».) — свободная группа с 
базисом а1, а2,...,ах. Возьмём базисный элемент ал, прибавим к нему 
другие базисные элементы с некоторыми целочисленными коэффици- 
ентами. Обозначим получившийся элемент 6: 

р = а! + п>а> + пзаз-+... + пках. 
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Тогда множество элементов 6, а2, аз,..., @и является базисом группы 
В. 

Доказательство. Нам нужно доказать, что Р = (6) Ф (а2)Ф...Ф (а) 
— это и будет означать, что группа РЁ имеет базис 6, а2,..., ах. 

В группе ГР = (а1) Ф (а2) Ф...Ф (ак) есть подгруппа, (42) Ф...Ф (ак): 

(42) Ф...Ф (а) СР. 

Так как элемент 6 принадлежит группе Р, то группа (6), порождае- 
мая элементом 6, включается в Ё: 

(СР. 

Докажем, что группа Ё является прямой суммой подгрупп (5) и 
(42) Ф...Ф (ак). Для этого докажем два определяющих свойства, внут- 
ренней прямой суммы. 

Свойство 1. Сумма подгрупп равна всей группе: 


Е = (6) + ((а2)Ф...Ф (а,)). 


Из элементов 6, а2,...,ах мы можем получить элемент а1, вычитая из 
в = а1-+п2а2+пзаз+...+пках элементы 72а2,...,Пкар. Таким образом, 
из элементов 6, а2,..., ак мы можем получить элементы ал, а2,..., ак. 


Любой элемент группы Р является суммой базисных элементов а1, а, 
..., ак с целочисленными коэффициентами. 'Го есть, из базисных эле- 
ментов можно получить любые элементы группы Р. А так как мы 
можем из 6, а2,...,ах получить все базисные элементы а1, а2,..., ак, 
то из 61, а2,..., ак мы можем получить все элементы группы Р. Эле- 
мент 6 лежит в подгруппе (65), элементы а2,...,а’ лежат в подгруппе 
(42) Ф...Ф (ак). Таким образом, любой элемент из Ё представляется в 
виде суммы элементов из подгруппы (6) и подгруппы (а2) Ф... ® (ак). 
А значит 

Е = (5) + ((42)Ф...Ф (а). 

Первое свойство доказано. 

Свойство 2. Непересекаемость подгрупп: 

(БП ((42) Ф...Ф (4) = {0}. 

Так как группа ЕР является прямой суммой подгрупп (ат) и (аз) Ф 

.. Ф (ак), то подгруппы (а1) и (а2) Ф... Ф (ак) не пересекаются. То 

есть, у них нет общих элементов кроме нуля: 


(ал) п ((42) Азы (ак)) — {0}. 
И 


Поэтому в подгруппе (а2) Ф... Ф (а») отсутствует элемент ал: 

ал Е (а2) Ф...Ф (ар). 

Любой элемент из группы Ё должен однозначно представляться в 
виде суммы элементов из подгрупп (а1), (а2),..., (ак). Все элементы из 
подгруппы (а2) Ф... Ф (ак) являются суммами элементов а2,..., ак. В 
этих суммах не может быть элемента а1. А в разложениях элементов из 
подгруппы (5) есть элемент а1. А именно, любой элемент из подгруппы 
(5) имеет вид 

пф = па1 + ппэа> + ппзаз +... -+ ппках. 

Следовательно, подгруппы (6) и (а2) Ф... Ф (ак) не имеют общих 
ненулевых элементов. Пересечение подгрупп (6) и (42) Ф...Ф (ак) равно 
нулю: 

(6) п ((а2) Ф...Ф ()) = {0}. 

Второе свойство доказано. 

Мы доказали все определяющие свойства прямой суммы подгрупп 
(5) и (42) Ф...Ф (ак), следовательно 

Е = (5) Ф (а2)Ф...Ф (а), 

а, множество 6, а2,...,ак является базисом. Утверждение доказано. 

Теорема. В бесконечной циклической группе все нетривиальные полд- 
группы пересекаются (их пересечение содержит элементы, отличные от 
нуля). 

Доказательство. Рассмотрим произвольные две ненулевые подгруппы 
Аи В в бесконечной циклической группе 7: 


ОА, ВЕ. 
Пусть а — порождающий элемент в группе й: 
а 


Тогда любой элемент из группы имеет вид па, где % — целое число. 
Возьмём в подгруппе А элемент пла, а в подгруппе В элемент 72а. Так 
как пла Е А, то порождённая этим элементом группа (пла) включается 
в Д: 

(па) С А. 

Аналогично 

(па) С В. 

Умножение элемента подгруппы на число не выводит за пределы 
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подгруппы. Поэтому элемент п1Й2а принадлежит одновременно группе 
(пла) и группе (п2а), а значит и в их пересечении: 

п1п2а Е (пла) П (пза). 

Этот элемент неравен нулю, потому что элемент а имеет бесконеч- 
ный порядок и не обращается в ноль при умножении на ненулевое чис- 
ло. Таким образом, мы нашли ненулевой элемент, который находится 
одновременно в подгруппе А и в подгруппе В. Следовательно, произ- 
вольные нетривиальные подгруппы внутри Д пересекаются. Теорема 
доказана. 

Теорема. В бесконечной циклической группе базис может состоять 
только из одного элемента. 

Доказательство. Допустим, что бесконечная циклическая группа й = 
(а) имеет также базис из двух элементов: 

й = (ал) Ф (42). 

Тогда 1 состоит из двух нетривиальных подгрупп, являющихся пря- 
мыми слагаемыми в прямой сумме. Следовательно, эти подгруппы не 
пересекаются. Но в Х любые нетривиальные подгруппы пересекаются. 
Допущение о наличии базиса, из более чем одного элемента, приводит к 
противоречию с теоремой о пересекаемости подгрупп внутри #. Поэто- 
мув 1 может быть базис только из одного элемента. Теорема доказана. 

Теорема. Во всех свободных группах, кроме бесконечной цикличе- 
ской, количество базисов бесконечно. 

Доказательство. В бесконечной циклической группе Й = (а) есть 
только два базиса: аи —а. Если мы возьмём в качестве базисного эле- 
мента, элемент Ка, где К 52 —1,0, 1, то все элементы группы (Ка) будут 
иметь вид пка. В них не будет например элемента а, потому что умно- 
жением числа п на число К невозможно получить единицу: 

ока = Ла. 

Поэтому (Ка) = 2 — никакие иные элементы кроме а и —а не могут 
образовать всю группу Й. 

Теперь рассмотрим группу 7 Ф 1 = (а1) Ф (а2). Эта группа имеет 
базис ат, а2. Но кроме того, она имеет также базисы вида а1 + па, а2 
для любого целого числа п. Для разных й элементы а1 + паз разные, 
следовательно, количество базисов вида а1 + паз, а2 равно количеству 
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целых чисел, то есть, бесконечно. Таким образом, в группе 2 Ф й мы 
нашли бесконечное количество разных базисов. 

В произвольной свободной группе Ф;=1//; существует подгруппа 1; ® 
7;. Эта подгруппа является прямым слагаемым в прямой сумме. В под- 
группе 7:57, = (а;)Ф(а,;) базис а, а;. Эти два элемента входят в общий 
базис для всей группы Фег2. В подгруппе #, Ф 7; можно поменять ба- 
зис бесконечным числом способов. Новый базис 6;, 6; подгруппы 7:Ф 7; 
войдёт в базис группы Ф;е 1 ;, так что у этой группы будет новый базис. 
В итоге количество базисов в группе Ф; ег; бесконечно. То есть, в про- 
извольной свободной группе, не являющейся бесконечной циклической 
группой, количество базисов бесконечно. Теорема, доказана. 


60.5 Минимальный коэффициент в разложениях 


Определение. Ранг свободной группы Ё— это количество циклических 
групп, входящих в прямую сумму ГР = Фе! И. (То есть ранг равен 
мощности множества индексов [.) 

Условие теоремы. Р— свободная группа. Её ранг равен %. Н — нену- 
левая подгруппа. Каждый элемент подгруппы Н раскладывается на 
сумму базисных элементов группы Р с некоторыми коэффициентами. 
Рассмотрим множество всех коэффициентов всех элементов из Н во 
всех базисах группы Р. Возьмём среди них минимальный и обозначим 
а 

Теорема. Все коэффициенты в разложениях всех элементов из Н во 
всех базисах в РЁ делятся на минимальный коэффициент Ари. 

Доказательство. 

Лемма. Если в разложении элемента есть минимальный коэффици- 
ент Аи, ТО он делит без остатка остальные коэффициенты в этом раз- 
ложении. 

Доказательство. Рассмотрим элемент 6 из подгруппы Н, в разложе- 
нии которого есть коэффициент Аи. Для удобства переставим элемен- 
ты базиса так, чтобы минимальный коэффициент был первым. 

Обозначение. с1,..., с, — элементы базиса группы Р. 


Разложение элемента, 6 в этом базисе выглядит следующим образом: 
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Ь — Аиштс1 + К2с2 +... + Кысь. 

Так как минимальный коэффициент меньше остальных, то на него 
можно делить с остатком. Пусть 

бот: О <). 

Подставим это выражение в разложение элемента, 6: 

Ь = Ат 1 Е (92 тт и 72) С2 ее [бе и т 

Раскроем скобки: 

Ь = Ри нЕ 42КттС2 а И пе - Гоп. 

Сгруппируем слагаемые, содержащие Кии: 

6 = [ее 5 42 тт С2 о даб, 2 7227: Тиба 

Вынесем за скобки коэффициент Ат: 

Ь = Я В ея Чыбв) - Г22 - ...- Тпби. 

Проведём замену а1 = с + 49262-+... - 4пси, получаем: 

Ь = Кшал + тэс2 +... С 

Множество элементов а1, с2,..., с» получено из базиса су, с2,..., Сп 
с помощью прибавления к первому элементу с1 базиса других его эле- 
ментов с целочисленными коэффициентами. В параграфе «Бесконечное 
количество базисов в свободной группе» доказано утверждение о том, 
что такого рода множество ал, с2,..., си является базисом. 

В новом базисе элемент 6 выражается следующим образом: 

Ь = К шал + г2с2- ... + Таба. 

Заметим, что коэффициенты т; меньше минимального коэффициента 
^ „т. Вдинственные коэффициенты, которые могут быть меньше мини- 
мального — это нули. Поэтому все остатки 7; равны нулю. То есть, все 
коэффициенты А; делятся без остатка на Ат. Лемма доказана. 

Мы доказали делимость коэффициентов в разложении одного эле- 
мента из Н в одном базисе из К, теперь докажем делимость коэффи- 
циентов в разложениях всех элементов из Н в одном базисе группы 
Р. 

Лемма. Если в данном базисе есть разложение элемента, из Н с ми- 
нимальным коэффициентом Ат, то все коэффициенты в разложениях 
в этом базисе делятся на Ки. 

Доказательство. Пусть в данном базисе есть элемент 6, в разложе- 
нии которого есть минимальный коэффициент Аи». Для удобства пе- 
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реставим элементы базиса, так, чтобы минимальный коэффициент был 
первым. Разложение элемента 6 выглядит следующим образом: 
роб. ВА ОА: 

Делимость коэффициентов К; этого разложения на Ат» уже установ- 
лена. Докажем, что в любом другом элементе из подгруппы Н есть 
такая же делимость. Возьмём любой элемент а из подгруппы Н. Рас- 
смотрим его разложение. Возможны два случая: когда первый коэф- 
фициент равен нулю и когда первый коэффициент неравен нулю. 

Рассмотрим случай, когда первый коэффициент в разложении эле- 
мента, а равен нулю: 

а = 01 + 562+... + [си. 

Прибавим к элементу а элемент 6: 

аб = (0+ Ашт)са - (2 + 5)с2 +... + (К, + Всп. 

Элемент а + 6 является элементом подгруппы Н, и у него первый 





коэффициент равен Ки. А это значит, что все его коэффициенты раз- 
ложения А; + [ делятся на Атш. И в то же время мы знаем, что ко- 
эффициенты К; делятся на Кии, то есть для любого индекса 1 верны 
равенства 

КЕ Е Ах. ЕЕК 

(Здесь числа 41 и 42 написаны для конкретного индекса, 4, а не для 
всех.) Элемент [; можно представить в виде разности 

р = (ЕЕ) — К, = тт — 9Клиь = (4. — 92)Клит. 

Таким образом, [; тоже делится на Кии. Для случая элементов с пер- 
вым нулевым коэффициентом делимость его коэффициентов на Атм 
доказана. 

Рассмотрим случай, когда первый коэффициент в разложении а нера- 
вен нулю (и отличен от минимального). Обозначим его Ц: 

а = па + 562+... + сл. 

Тогда он по модулю больше минимального. Разделим с остатком пер- 
вый коэффициент [1 на минимальный коэффициент Ат». Получим 

[| = 9Киж + т, гдет < Ата. 

Теперь вычтем из а элемент 6, умноженный на 49. Получившийся эле- 
мент а — 46 находится в подгруппе Н: 


а— 946 ЕН, 
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потому что а,б е Н, и использованы операции, не выводящие за 
пределы подгруппы. У элемента а первый коэффициент равен П = 
атш-+Т, у элемента 6 первый коэффициент равен Ат. Следовательно, 
у элемента а — 46 первый коэффициент равен 

(Ат + т) = ЧКлыт — Г. 

т — это остаток от деления на Ат», и поэтому он меньше Аим. По- 
лучается, что т — это коэффициент в разложении, который меньше 
минимального. Поэтому он равен нулю: 

=) 

А значит, коэффициент [1 делится без остатка на минимальный коэф- 
фициент Ат. В свою очередь у элемента, а — 96 первый коэффициент 
равен нулю, и это сводится к уже доказанному случаю, то есть, у эле- 
мента, а — 96 все коэффициенты разложения делятся на АК. 

Получается, что в а — аб ив 46 все коэффициенты делятся на Кии. 
Сумма чисел, делящихся на Ат, тоже делится на Аиии: 

К и Ули — | их у) а 

Следовательно, элемент а = (а — 46) + 46 имеет коэффициенты, де- 
лящиеся на Кии. Для этого случая делимость коэффициентов на ми- 
нимальный коэффициент доказана. Других случаев, кроме рассмотрен- 
ных, быть не может (первый коэффициент либо равен нулю, либо нера- 
вен). Лемма доказана. 

Перейдём теперь к доказательству основной теоремы: в любом базисе 
все коэффициенты разложения элементов из Н делятся на минималь- 
ный коэффициент Кии. 

Рассмотрим базис, где в разложениях элементов встречается мини- 
мальный коэффициент. Возьмём произвольный элемент а из Н. В та- 
ком базисе все его коэффиценты делятся на Ат: 

а = Кит Чт ы: Кит 9262 В Арон би 

А значит, этот минимальный коэффициент везде можно вынести за 
скобки: 

а = Ктт(Члст + 4262 + ... + @пбп). 

Внутри скобок находится элемент группы Ё который при умноже- 
нии на Ат» даёт элемент из группы Н. 'То есть, элемент подгруппы Н 
делится на число Ат». Гак как мы выбрали произвольный элемент из 


и 


Н, то все элементы в Н делятся на число Ктш. Делимость на число не 
зависит от выбранного базиса. 

Рассмотрим произвольный базис в К. Возьмём произвольный эле- 
мент а из Н. Разделим элемент на Ат, получим некоторый элемент В 
из Р: 

а — О 

У элемента В есть разложение по базису группы ЕЁ’: 

О Е об баба: 

Если мы умножим разложение элемента в на Ат», то получим раз- 
ложение элемента а: 

а = Кит лет + Ки 9262 +... + Етт@ С. 

Все коэффициенты этого разложения делятся на Ат». Гак как эле- 
мент а из Н выбирали произвольным, то все элементы в Н имеют раз- 
ложение с коэффициентами, делящимися на Аи». Мы доказали это для 
произвольного базиса группы Е. Теорема доказана. 


60.6 Подгруппа свободной группы конечного ранга 


Обозначение. тп означает, что число 71 является делителем числа, п. 

Лемма. Пусть Р» — свободная группа ранга п, Н — её ненулевая 
подгруппа. Тогда 

1) подгруппа Н свободна; 

2) существуют такие базисы а1,..., а» группы Е» иб1,..., 6» подгруп- 
пы Н, что есть следующая связь между ними 


Ь; = т:а: [== ыы 
где пу — неотрицательне целые числа и 


Пл (2 = р а м 





(То есть, коэффициенты возрастают и делят последовательно друг дру- 
га. В конце могут быть нули, потому что любое число делит ноль без 
остатка.) 
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Доказательство. Начнём с базиса ал, а2,..., а» группы Е», и будем 
птаг за, шагом его изменять, пока он не станет удовлетворять условиям, 
обозначенным в лемме. При смене базиса, мы не будем менять букву а с 
индексами, а будет менять её значение. То есть, будем заменять старые 
базисные элементы а1, а2,..., а» на новые а1, а2,..., @и, кроторые будут 
записываться так же, но обозначать другие базисные элементы. 

Возьмём минимальный коэффициент Ат в разложениях элементов 
группы Н во всех базисах группы В». Возьмём какой-нибудь элемент 
Ь: из Н, где есть минимальный коэффициент. Произведём первое изме- 
нение базиса, сводящееся к перестановке индексов: 

а1 -? аз, @2 —> @4., о Ч —? 4 - 

Сделаем такую перестановку индексов, чтобы минимальный коэф- 
фициент А стоял в разложении элемента, 61 при первом базисном 
элементе: 

= Ала + К2а2 +... + Кап. 

Все коэффициенты в разложении элемента, 61 делятся на минималь- 
ный коэффициент: 

К; = Кит. 

Подставим это выражение в разложение 61: 

о — Ат ал - Ат т 22 и Атт тт. 

Вынесем Аи за скобки: 

ы = Кане ЕАО Она 

В параграфе «Бесконечное количество базисов в свободной группе» 
доказано утверждение о том, что если прибавить к первому базисному 
элементу другие базисные элементы с коэффициентами, то получив- 
шийся элемент 

Я - 9244 +... 91а. 

вместе с элементами а2,..., ап образует базис группы Ри: 

РЕ ЕЯ Ча: 

В связи с этим произведём вторую замену базиса: 

ЯРО ас Чо: сын. а 

В новом базисе элемент 61 имеет разложение 

1 = Китал = Пал. 

Здесь мы ввели обозначение Ки = 7, чтобы в дальнейшем прийти 
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к записи базиса подгруппы Н, как указанно в лемме. 

Внутри группы РЁ, = (а1) Ф (а2) Ф...® (а,) имеется подгруппа 

В — (а2) ме Их ме а 

Пересечение подгрупп является подгруппой. Введём обозначение для 
подгруппы 

Н! — Н п ((42) ХФ... (а»)). 

Подлемма. Н = (61) Ф Н:. 

Доказательство. Докажем два свойства внутренней прямой суммы 
для подгрупп (61) и Н:1. 

1) Сумма подгрупи образует всю группу: (61) + Н! = Н. 

Возьмём в подгруппе Н произвольный элемент 6: 

БЕН. 

Этот элемент имеет разложение в базисе группы Ри: 

Ь —= Ка: + Ера2 +... + Кам. 

Все коэффициенты разложения элементов из Н в группе ЁР делятся 
без остатка на минимальный коэффициент Ат = Ти. Пусть А1 = дпи. 
Вычтем из элемента 6 элемент 961 = апиа1 = А1ал: 

Ь — 961 = Аа! + К›а2+...-+ Ка» — Кат = К2а2 +...+ Кап. 


Так в элемент 6 — 461 разлагается по базису а2,..., аи группы Ри_1 = 
(42) Ф...Ф (а), то он принадлежит этой группе: 
Ь— 461 Е РН 


И в то же время элементы в и 61 принадлежат подгруппе Н, а опе- 
рации сложения, вычитания не выводят за пределы подгруппы. Таким 
образом, 

6-91 ЕН. 

Так как элемент 6—961 принадлежит одновременно подгруппам (а2)Ф 
... Ф (ав) и Н, то он принадлежит их пересечению: 

Ь — а Е Н! = НП ((а2) Ф...Ф (в)). 

Итак, элемент 461 принадлежит подгруппе (61), элемент 6 — 461 при- 
надлежит подгруппе Н\1, поэтому элемент 

р = 461 + (6 — 4) Е (5) + Н1. 

Мы пришли к тому, что произвольный элемент 6 из группы Н при- 
надлежит сумме (6) + Н\. Следовательно, все элементы из группы Н 
принадлежат сумме (5) - Н\, что означает включение 
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НС (5) - Н1. 

С другой стороны, так как (61) и Н! являются подгруппами в Н, то 
их сумма (5) + Н! тоже является подгруппой в Н: 

(+Н: СН. 

Из противоположных включений 

НС +Н, +НСН 

следует равенство 

Н = (В +Н:. 

Первое свойство прямой суммы доказано. 

2) Пересечение подгрупп равно нулю: (61) П Н! = {0}. 

Все ненулевые элементы из (61) имеют в разложении по базису ал, а2, 
..., ап ненулевой коэффициент при элементе ал. Во всех же элементах 
из подгуппы Н!1 = НП ((а2) Ф...Ф (а.)) коэффициент при а1 равен 
нулю. Следовательно, в этих двух подгруппах не может быть общих 
элементов кроме нуля. То есть, подгруппы (61) и Н\ не пересекаются: 

(9) Я, = {0}. 

Второе свойство прямой суммы доказано. 

Мы доказали оба определяющих свойства внутренней прямой суммы, 
поэтому группа Н действительно разлагается на прямую сумму (61) Ф 
Н1: 

Н = (61) ФН.. 

Подлемма доказана. 

Подгруппа Н1 — это подгруппа свободной группы Р„_1. Мы можем 
здесь производить такие же операции, какие проделывали в случае под- 
группы Н свободной группы Ри». Тоже начинается с нахождения мини- 
мального коэффициента, только здесь минимальный коэффициент бу- 
дет делиться на предыдущий минимальный коэффициент ти (ведь мы 
установили, что все коэффициенты разложения элементов в Н делятся 
на т, значит и все коэффициенты в Н\: тоже на ти делятся). То есть, 
второй элемент будущего базиса будет выглядеть так: 62 = 712а2, где 
т: делит без остатка, 72 (мы называем базис будущим, имея в виду, 
что мы ещё не установили, что новые элементы подходят под опре- 
деление базиса, но подходимость под определение выяснится в конце 
доказательства). Группа Н\ аналогично разлагается на прямую сумму 
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Н1 — (65) Ф По, где Н2 — Н1 п Ву, где о &б —= (аз) Ч. (Ч: 

Группа Н будет выглядеть так: 

Н = (61) Ф (55) ФН.. 

Мы можем продолжать эти процедуры, пока все элементы базиса 
не закончатся. В итоге получаем разложение подгруппы Н на прямую 
сумму: 

= (61) Ф (65) Ф...Ф (6). 


Из такого разложения следует, что группа Н является свободной, а 


множество элементов 61,...,б» является базисом в Н. Эти базисные 
элементы выражаются через базисные элементы группы Е следующим 
образом: 

Ь; = та; 


при этом каждый предыдущий коэффициент т,_1 делит без остатка 
следующий т,. Лемма доказана. 

Далее мы даём другое доказательство теоремы о разложении конечно 
порождённой группы. 

Теорема. Конечно порождённая группа является прямой суммой цик- 
лических групп. 

Доказательство. В параграфе «Любая группа изоморфна фактор- 
группе свободной группы» доказана теорема, соответствующая назва- 
нию. Также в этом параграфе было установлено, что ранг свободной 
группы, из которой мы строим нужную группу, должен совпадать с 
количеством порождающих элементов нужной группы. 

В нашем случае группа с п порождающими изоморфна некоторой 
факторгруппе свободной группы ранга п. 

Пусть А — конечно порождённая группа с п порождающими. Тогда 

ды НЫ 

где Ё» — свободная группа ранга п, Н — её подгруппа. 

Выберем базисы в №, ив Н так, как это сделано в предыдущей лем- 
ме. Группа РВ» и её подгруппа Н в этих базисах выглядят следующим 
образом: 

Е, = (а1) Ф (42) Ф...Ф (ав), 

Н = (51) Ф (№) Ф...Ф\%,), 

гле 6 = т1а1, 6=т2а2 ... Ш =тТьа,. 
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Подставим эти выражения для 6; в выражение для подгруппы ЯН: 

Н = (тлат) Ф (т2а2) Ф...Ф И б 

В параграфе «ФегА;/ Фе: В; = ФекКАи В;)» доказана формула в 
его названии. В этой формуле В; — это подгруппы в группах А;. В 





нашем случае А; — это группы (а;), а В; — это (тиа;). Соответствующий 





изоморфизм выглядит следующим образом: 

А=Е/Н = ((а1) Ф...Ф (а) /((тиа1) Ф...Ф (та) = 

= (ал) /(тлал) Ф...Ф (ав) / (тьа»). 

Таким образом, 

А = (а1)/(т1а1) Ф...Ф (ав) / (тие). 

В параграфе «Факторгруппа циклической группы циклическая» до- 
казана теорема, соответствующая названию. Каждая факторгруппа 
(а) / (тиа+) является циклической группой порядка т. Если здесь ти = 
0, то мы имеем факторгруппу 7,/{0}. {0} — это одноэлементная под- 
группа 2, а факторгруппа по одноэлементной группе изоморфна самой 
группе. Следовательно, если т; = 0, то 1-е прямое слагаемое является 
бесконечной циклической группой. В итоге группа А является прямой 
суммой циклических групп. Теорема, доказана. 

Теорема. Пусть Е — свободная группа конечного ранга, Н — её под- 
группа. Ранг подгруппы Н не больше ранга группы КР. 

Доказательство. В лемме мы нашли у произвольной подгруппы Н 
базис, состоящий из такого же количества элементов, что и у группы РЁ 
(некоторые из этих элементов могут быть равны нулю). Таким образом, 
у подгруппы Н существует базис с количеством элементов не больше 
количества, базисных элементов в Р’. 

Ранг свободной группы — это количество её базисных элементов (ра- 
зумеется ненулевых элементов). В параграфе «Однозначность ранга» 
доказана теорема о том, что ранг свободной группы единственен, не 
зависит от разложения на циклические группы. Раз существует базис, 
при котором количество базисных элементов в Н не больше, чем Г, то 
ранг подгруппы Н не больше ранга ГР. Теорема доказана. 
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60.7 Свободная факторгруппа выделяется прямым 
слагаемым 


Лемма. Пусть А — группа, В — подгруппа. Если факторгруппа А/В 
является бесконечной циклической группой й, то В — прямое слагае- 
мое. 

Доказательство. Так как факторгруппа А/В является циклической 
группой, то у неё есть образующий элемент. Обозначим его а. Таким 
образом, 

А/В = (а). 

Элемент факторгруппы А/В является смежным классом в А по под- 
группе ВБ. Возьмём в смежном классе а элемент а: 

аеа. 

Образуем циклическую группу (а). Докажем, что А = (а) Ф В. Для 
этого проверим определяющие свойства прямой суммы. 

1) Проверим первое свойство прямой суммы: 

А = (а) +В. 

Возьмём в группе А произвольный элемент т: 

тЕА. 

Этот элемент лежит в некотором смежном классе по подгруппе ВБ. 
Так как факторгруппа А/В = (а), то любой смежный класс имеет вид 
па, где п — целое число. Смежный класс а можно выразить через его 
представитель а: 

а =а- Б. 

Тогда произвольный смежный класс па имеет вид па + пВ. Под вы- 
ражением пВ здесь подразумевается сумма п подгрупп В. Сумма под- 
группы с самой собой даёт её же саму, поэтому пВ = В. В итоге 

па = па + ВБ. 

Поэтому произвольный элемент 5 лежит в некотором смежном классе 
па + В, и его можно представить в виде 

х =па-6. 

То есть он равен сумме элементов из подгрупп (а) и В. Отсюда все 
элементы из А можно выразить через суммы элементов из (а) и В, а 
значит 
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А = (а) +В. 

Первое свойство доказано. 

2) Проверим второе свойство прямой суммы: 

ев 0 

Подгруппа В играет роль нуля факторгруппы А/В. Разные смеж- 
ные классы не пересекаются, поэтому ненулевые смежные классы по 
подгруппе В не пересекаются с В, а значит элементы в этих смежных 
классах не должны лежать в В. Каждый ненулевой элемент в (а) имеет 
вид па, где п = 0, и принадлежит ненулевому смежному классу па: 

па Е па. 

Таким образом, все ненулевые элементы в группе (а) не лежат в В, 
и пересечение (а) П В содержит только ноль: 

(д пВ={0}. 

Второе свойство доказано. 

Все свойства прямой суммы доказаны, следовательно группа А яв- 
ляется прямой суммой (а) ® В: 

А = (а) ФВ. 

Лемма доказана. 

Лемма. Пусть 

А — группа, 

В — подгруппа, 

{А нег— подгруппы в А, 

во всех подгруппах А; содержится В: 

ВС А; для всехае Г, 

ВС, 

А/В = Фе КА;/В). 

Тогда В является прямым слагаемым в Л: 

А= Во (ФиегСу. 

Доказательство. Докажем определяющие свойства прямой суммы. 

1) Докажем первое свойство: А = В+ У `, 1 С}. 





Сумма подгруппы с самой собой даёт её же саму: 


В=>. В. 


Заменим в выражении В-»`._'С'; подгруппу В на сумму из подгрупп 


1Е1 
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О о о. 

По первому свойству прямой суммы из А; = В ФС; следует А; = 
В-С;. Отсюда 

ЕКВ ОЕ ЕНАЕ 

По условию теоремы, А/В = Фе КА; /В). Это значит, что из фактор- 
групп А;/В можно получить всю факторгруппу А/В. Факторгруппы 
А;/В — это смежные классы в А;. Таким образом, используя смежные 
классы в А; можно получить все смежные классы в А. Смежные классы 
состоят из элементов, а значит, из всех элементов в А; можно получить 
все элементы в А. Получаем мы, конечно же, суммированием. "То есть 

ры А; = А. 


В итоге мы через цепочку равенств пришли от суммы В-+»`_‚С; к 


ЕТ 
А. Эти группы равны: 

Е о С. 

Первое свойство доказано. 

2) Докажем второе свойство: пересечение одной из подгрупп В, С; (1 Е 
Г) с суммой остальных равно нулю. 

Сначала рассмотрим случай пересечения подгруппы В с суммой 
р — С.. 

Возьмём в пересечении ВПУ` 


Раз 6 принадлежит пересечению подгрупп, то он принадлежит каж- 


‚‹г С: произвольный элемент 6: 


дой подгруппе из пересечения: 


Так как элемент 6 принадлежит сумме »`._‚ С; то он выражается 


через сумму элементов из С; - 
о. 
Прибавим к обеим частям равенства подгруппу ВБ: 
а. 
Прибавление к группе её элемента даёт ту же самую группу, поэтому 
+ В = В. 
Се Е. 


Также группу В можно складывать с самой собой, и получится та 








же группа. Поэтому мы можем заменить выражение 


1126 








СР СьСЯ = сы 1 В- С В+... + С В. 
Таким образом, 
Си В+ Со В+... + С В = В. 


Каждое множество с; - В является смежным классом в группе А; по 





подгруппе В. 

Обозначение. с; = с; + В. 

Каждая факторгруппа А;/В лежит внутри факторгруппы А/В. По- 
этому элементы факторгруппы А;/В являются элементами фактор- 
группы А/В. В факторгруппе А/В подгруппа В играет роль нуля 0. 
Переходя к обозначениям внутри факторгруппы А/В предыдущее ра- 
венство принимает вид 

си +... + би =0. 

Каждый элемент с; является элементом факторгруппы А;/В. По 
условию теоремы, факторгруппа А/В разлагается на прямую сумму 
Фек А/В), и элементы внутри прямой суммы разлагаются единствен- 
ным образом. У нуля есть разложение 0 = 0, и другого разложения 
быть не может. Следовательно, все элементы с;, из разложения нуля 
равны нулю: 

По 

Раз каждый элемент с,, в факторгруппе А‚,/В равен нулю, то каж- 
дый представитель с‚, принадлежит подгруппе ВБ: 

О В Ба. 

По условию теоремы, каждая группа А; разлагается на прямую сум- 
му С; Ф В, и поэтому 

СВ = {0}. 

Так как элемент с‚„, принадлежит одновременно подгруппам С%, и В, 
то принадлежит их пересечению и, следовательно, равен нулю: 

О Ио 

В итоге произвольный элемент в = с; +... - с, из пересечения В П 
» ‚с ‚С: оказался равным нулю: 

А 


Раз произвольный элемент из пересечения В ПУ `._, С; равен нулю, 


ЕТ 
значит это пересечение состоит только из нуля: 


ВО =0} 
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Для пересечения группы В с суммой групи С; доказано. Докажем 
для пересечения группы С’; с суммой остальных, включая В. 

Возьмём в пересечении С; П (В + > ег. „;С‚) произвольный элемент 
5 

аЕ с; п (В+) С 2). 

Раз элемент а принадлежит пересечению подгрупп, значит он при- 
надлежит каждой подгруппе из пересечения: 

Так как а принадлежит С’, то будем обозначать его сх: 

а —=с;. 

Так как с; принадлежит также сумме В+ > ег, „;Сь то его можно 
представить в виде суммы элементов из этих подгрупп: 

Об Е гдле`е ВБ, С Ель 

Прибавим к обеим частям равенства, группу В и учтём, что 6+ В = В: 

а ео 

Представим подгруппу В в виде суммы подгрупп Б =Б+...-+ Би 

—_`_—Й 








распределим слагаемые между элементами Ст, 
с+В=е+В+е,+В+... +в, +В. 


Множество с; + В является смежным классом по подгруппе В, и та- 





ким образом, является элементом факторгруппы А;/В, а также фак- 
торгруппы А/В. 

Обозначение. с; = с; + В. 

Перепишем равенство в обозначениях факторгруппы: 

Е СЕ нь бы 

Перенесём элемент в левой части равенства в правую: 

0 = —с; С ие 





Мы получили разложение нуля в прямой сумме Фе. (А;/В), где с; Е 
А;/В. Разложение в прямой сумме единственно, и при этом ноль можно 
разложить так: 0 = 0. Следовательно, все члены разложения равны 
нулю: 

ЕО. ОЕ ле ое 

Ноль в факторгруппе является подгруппой В. Значит 

СВ, СВ, ДО Ааа 

Отсюда элемент с; & с; принадлежит В: 

1128 


се В. 

Так как элемент с; принадлежит также подгруппе С’, то он принад- 
лежит пересечению С, П В: 

се С’ ВР 

Так как по условию теоремы подгруппа А; представляется в виде 
прямой суммы ВФС.;, то подгруппы В и С; имеют нулевое пересечение. 
с; принадлежит ему, значит равен нулю: 

с) = 0. 

Но мы выбирали этот в пересечении С.П(В-+У`,- р С;) произволь- 
но. Следовательно, пересечение состоит только из нуля: 

СП (ВН > де; С) = 40}. 

Для всех случаев второе свойство прямой суммы доказано. 

Мы доказали оба свойства прямой суммы, следовательно группа А 
разлагается на прямую сумму 

А =ВФ (Фи: С}, 

и подгруппа В является прямым слагаемым в А. Лемма доказана. 

Теорема. Если факторгруппа по подгруппе свободна, то подгруппа 
является прямым слагаемым. 

Доказательство. Пусть А — группа, В — подгруппа. Пусть фактор- 
группа А/В свободна, то есть равна прямой сумме бесконечных цик- 
лических групп: 

А/В = Феца,), 

где каждая группа (а;) является бесконечной циклической. 

Рассмотрим произвольную подгруппу (а;) внутри факторгруппы А/В. 
Пусть А; — полный прообраз подгруппы (а;). Факторгруппа А; /В рав- 
на (а,): 

А/В = (а,). 

Так как факторгруппа является бесконечной циклической группой, 
то, по первой лемме из этого параграфа, подгруппа В является прямым 
слагаемым в группе А; 

А; =») Ф (Ч 

Таким образом, мы пришли к условию предыдущей леммы: есть мно- 
жество подгрупп А; в которых В — прямое слагаемое, и факторгруппа, 
А/В разлагается на прямую сумму Фе (А; /В). Следовательно, под- 
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группа В является прямым слагаемым в группе Д: 
А = ВФ (Фека,)). 
Теорема доказана. 


60.8 Подгруппа свободной группы свободна 


Теорема. Подгруппа свободной группы свободна. 

Доказательство. Пусть Ё = ФиеГ(а;) — свободная группа. По теореме 
Цермело любое множество можно вполне упорядочить. Введём вполне 
упорядоченность на множестве индексов [. 

Введём обозначения для частичных прямых сумм (прямые суммы не 
со всеми прямыми слагаемыми, а с частью из них). 

Ех; = Ф< (а), Ех; = Фа). 

Рассмотрим в Е произвольную подгруппу С: 

СЁ. 

Докажем, что она свободна. 

Рассмотрим пересечения подгруппы С с подгруппами Ро; и Ё<;. Обо- 
значим эти пересечения С’; и С'<;: 

Сси=СПЕ Со О Па, 

Докажем формулу. а; = а<, ПЕ... 

Доказательство. Рассмотрим пересечение С'’<; П Рх;. В этом пересе- 
чении член С’<; можно заменить его определением С; = СП ЁЕс.. 
Проведём эту замену: 

СПЕ = (СПЕ) ПЕ = СП (Ех ПЕ) 

Индекс < ] в записи группы ЁР<,; означает, что в прямом разложении 
у этой группы на одну циклическую группу больше, чему Ё<;. Следова- 
тельно РЁ; С Р<;. Пересечение группы с подгруппой равно подгруппе, 
поэтому А<; П Ро; = Вх. 

ап Е; — это определение подгруппы С’-;. Следовательно, 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения С'<; П Ех; к вы- 
ражению С’-;. Следовательно, эти выражения равны: 
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Формула доказана. 

Докажем формулу 4<;/а <; = (<<,+ Е) /Ех.. 

Вспомним модулярный изоморфизм: 

(А+ В)/А = В (АПВ). 

Подставим А = Р%, В=С<;: 

(Ро + С<)/Ех Я СЕРП Су. 

До этого мы доказали формулу а<, ПЕ; = (<) с помощью которой 
мы можем заменить знаменатель в правой части изоморфизма: 

(@%-+Ез)/Ех = С</ Су 

Формула доказана. 

Рассмотрим левую часть изоморфизма: (С'<;-+Е-;)/Е<;. По определе- 
нию, (<; = Ех, ПС. Пересечение подгрупп содержится внутри каждой 
из этих подгрупп, поэтому 

СС Е). 

Прибавим к обеим частям этого включения подгруппу Е<;, получаем: 

а<: + Ех) Ее. 

Е; — подгруппа в Е<;. Сумма группы со своей подгруппой равна 
группе. Поэтому 

В<у + ху = Ру. 

Мы от С <; + Е; пришли к Е<;, пройдя через включение. Значит 

СНЕС Е; 

Это включение даёт нам возможность преобразовать левую часть 
изоморфизма: 

((.-+Е/Еу С Е</ Ех 

Мы преобразовали левую часть изоморфизма. В правой части у нас 
было выражение С'<;/С-;. Таким образом, 

Сб =С Ез/ Ех. 

Подгруппа Ё<; = Ф,<;(а;) получается из подгруппы Ро; = Ф;=а,) 
добавлением прямого слагаемого (а;). Поэтому 

ЕЕ = а) = 2 

В итоге а<;/С' <; изоморфна подгруппе в 7. В группе целых чисел Й 
все подгруппы изморфны группе целых чисел, или нулю. Следователь- 
но, факторгруппа С'<;/С <; изоморфна 2 или 0: 


С/С; = 2 или С/у = 40}. 
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В параграфе «Свободная факторгруппа выделяется прямым слагае- 
мым» доказана лемма о том, что если факторгруппа изоморфна 7, то 
подгруппа выделяется прямым слагаемым. Раз факторгруппа С'<;/С<; 
изоморфна 7, то (<; является прямым слагаемым: 

С <; = С; Ф (6;) (если С<;/В <, = 2) 

или 

В любом случае, можно считать, что (<; = С; ® (6,;), просто при 
некоторых индексах 6; = 0. 

Лемма. Я = Е 

Доказательство. Напомним обозначения: 

Ех) = Фа), Ех; = Фу (а). 

Докажем включение Ф; <; (а) © Ч; <; Ес. 

Возьмём в прямой сумме Ф;-;(а;) произвольный её член (а;) (&< 7). 

(а;) © Фан). 

Подгруппа (а;) присутствует в прямой сумме Рх; = Фиь< ак) и поэто- 
му включается в неё: 

(а;) С Ех = Фа) (1<7). 

Подгруппа Е <; (1 < 1) содержится в объединении подгрупп ;=;Е <. 
Значит подгруппа (а;) тоже в нём содержится: 

(а;) С ЧЕ. 

В группе бинарная операция замкнута, сумма подгрупп сводится к 
конечным суммам их элементов и не выводит за пределы всей группы. 
Раз все подгруппы (а;) для индексов 1 < 1 содержатся внутри группы 
Ч;<Е<ь то их сумма тоже содержится в группе =; <: 

21а) © Чек 

По первому определяющему свойству прямой суммы 

Фил (а:) = > ,- (аи). 

Следовательно, 

ме й 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение Ф;-; (а) 2 Ч; Е. 

Для любого индекса 4 < 1 в прямой сумме Ф;-; (а;) содержится пря- 
мая сумма Ф, <; (ак) = Ех. То есть, для любого 1 < 1 в прямой сумме 
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Ф;<;(а:) содержится подгруппа ЁЕ<;. Раз для любого 1 < 1 содержится 
подгруппа Ё<:, то содержится и их объединение Ч;-;Ё <: 

т 

Обратное включение доказано. 

Из противоположных включений 

о ее ме 

следует равенство 

ааа Ва 

Лемма доказана. 

Лемма. С < = Ч1= <: 

Доказательство. По определению 

Подставим вместо Ё <; выражение ;-,Ё<;: 

Воспользуемся формулой (\егХ:) ПУ = ЦеЦХ; ПУ) из теории мно- 
жеств: 

СП (4:;Еху) = Ч= АС П Ех 

Выражение СП Ес; в скобках не что иное как С'<;: 

Ы<Д@ п Е<у) = ЧС <). 

В итоге через цепочку равенств мы пришли от С’; к Ч-,С'<;. Следо- 
вательно, эти два множества равны: 

<= ЧА. 

Лемма доказана. 

Напоминание теоремы из параграфа «Вполне упорядоченное множе- 
ство прямых слагаемых». Пусть Г — вполне упорядоченное множество 
индексов. Рассмотрим систему вложенных групп 5;: 

Пусть ок = Ч;<во; Ф Ах. Тогда 

лего = Фиег А. 

В нашем случае мы имеем цепочку подгрупп С'<;. При этом выпол- 
няется равенство (<; = С; Фи<; (6;) = Ц, <; Ф (6,). По теореме из 
напоминания 

Че < = Фе. 

Лемма. Ч; <: = С. 
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Доказательство. По определению, С <; = < П С <, поэтому 

Чега' < = ЩеК@ П Ех. 

Воспользуемся формулой (\ег Ха) ПУ = ЦеЦХ, ПУ) из теории мно- 
жеств: 

Ее С ПЕ 

Объединение всех подгрупп Р<; содержит все циклические прямые 
слагаемые (а;), и поэтому равно всей группе РЁ: 

ино вены 

С! — это подгруппа в Р', поэтому её пересечение с группой даёт С: 


ЯПЕ=С. 


В итоге через цепочку равенств мы пришли от 1 <; к С. Значит, 
эти множества равны: 


Че а < =. (а, 

Лемма доказана. 

Итак, мы установили, что подгруппа 

а = Че <: = Фе) 

является прямой суммой циклических групп, изоморфых 7. То есть, 


является свободной группой. Этим мы доказали, что подгруппа свобод- 
ной группы свободна. Теорема доказана. 
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ГЛАВА 61 


Ранги и их применение 


61.1 Линейная зависимость и линейная 
независимость 


Определения. 

Линейно зависимое множество — это такое множество {а} ег эле- 
ментов группы, что существует линейная комбинация из его элементов, 
равная нулю 

а аа ета; 

при этом никакой член суммы не равен нулю. 

Линейно независимое множество — это множество элементов группы, 
не являющееся линейно зависимым, то есть для него не существует 
нетривиальной линейной комбинации, равной нулю. 


61.2 Линейная независимость в прямых суммах 
циклических групп 


Теорема. Пусть {а; ег — линейно независимое множество. Образуем 
из каждого элемента, а; циклическую подгруппу (а;). Тогда сумма этих 
циклических подгрупи является их прямой суммой: 

> нег(ай) = ФиеКа,). 

Доказательство. Мы должны доказать, что группа, являющаяся сум- 
мой > ›,_;(а) разлагается на прямую сумму Фиег(а). 

1) Первое свойство прямой суммы — сумма подгрупи { (а; ег рав- 
на всей разлагаемой группе. Это условие выполняется по определению 
разлагаемой группы. 

2) Второе свойство прямой суммы — пересечение любой подгруппы 
(а;) с суммой остальных равна нулю: 


(а;) П У негы (аа) = {0}. 
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Допустим, что это пересечение неравно нулю: 

(а;) П нета) 7 40}. 

Возьмём в этом пересечении ненулевой элемент 6: 

ОтБЕ (а;) ПУ ета (аа). 

Раз элемент 6 принадлежит пересечению множеств, значит он при- 
надлежит каждому из них: 

ре (а;), ВЕ ета). 

Так как 6 принадлежит подгруппе (а;), то он равен элементу а;, умно- 
женному на некоторое целое число: 

Ь = пал. 

Так как 6 принадлежит подгруппе нета), ТО он равен сумме 
элементов из подгрупп {(а,) }е11/;. Элемент из подгруппы (а) имеет 
вид п;а;. Следовательно, элемент В равен линейной комбинации 

И тан т... + Пух. 

Объединим два выражения для элемента 6 в одно: 

п;а; = Бе тан +... т Паац. 

Перенесём левую часть равенства в правую: 

О —П.а; + пнаи +... + Па. 

Мы получили нетривиальную линейную комбинацию из элементов 
множества {а; ег, равную нулю. Но этого быть не может, потому что 
множество {а} < линейно независимо. Допущение нетривиальности 
пересечения (а) ПУ ле Кая) приводит к противоречию с линейной 
независимостью множества {а; ег. Следовательно, пересечение (@;) П 
нета) тривиально, то есть, равно нулю: 

(а;) П Хер) = 40}. 

Второе свойство прямой суммы доказано. 

Оба определяющих свойства прямой суммы выполняются, следова- 
тельно группа > `,_‚(а) является прямой суммой Фихег(а): 

> нег(ай) = ФиеКа,). 

Теорема доказана. 

Теорема. Пусть группа А разлагается на прямую сумму циклических 
подгрупп: 

А = ФеКа,), 
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где а; — образующий элемент циклической группы (а;). Тогда мно- 
жество всех образующих {а; ег линейно независимо. 

Доказательство. Допустим, что теорема неверна, и множество обра- 
зующих Ча т линейно зависимо. Запишем уравнение линейной зави- 
симости: 

план +... кан = 0, 

где все члены суммы неравны нулю. Это уравнение является разло- 
жением нуля на элементы из прямых слагаемых (ви), а такое разло- 
жение единственно. Так как мы имеем другое разложение нуля 0 = 0, 
то эти два разложения должны совпадать, так что все члены суммы 
в уравнении линейной зависимости равны нулю. Допущение линейной 
зависимости образующих {ее г привело к противоречию с однознач- 
ностью разложения нуля в прямой сумме. Следовательно, множество 
образующих {а; };</ линейно независимо. Теорема доказана. 


61.3 Единственность ранга без кручения 


Определение. Ранг без кручения то — это мощность максимального мно- 
жества линейно независимых элементов бесконечного порядка. 

Лемма. Пусть А — абелева группа, ТГ — максимальная периодическая 
подгруппа, то есть, подгруппа всех элементов конечного порядка. 

Тогда множество элементов бесконечного порядка в А линейно зави- 
симо тогда, и только тогда, когда множество их образов в факторгруппе 
А/Т линейно зависимо. 

Доказательство. Докажем сначала в одну сторону. Пусть множество 
элементов бесконечного порядка {а; ис в группе А линейно зависимо. 
Тогда из этих элементов можно составить нетривиальную линейную 
комбинацию, равную нулю. Линейная комбинация — это сумма из ко- 
нечного числа слагаемых. То есть, в линейной комбинации может быть 
только конечное число элементов из {и };</ Обозначим эти элементы 
ал, а2,..., ар. Нетривиальная нулевая линейная комбинация из них вы- 
глядит следующим образом: 

п1а1 + Поа2 +... + пвак = 0, 

где слагаемые отличны от нуля. 
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Переходим к факторгруппе А/Т. 

Обозначение. @; — элемент факторгруппы, который является образом 
элемента, @;, то есть 

а’ =@-+Т. 

Подлемма. Множество элементов {а* г не содержит нулей. 

Доказательство. Допустим, что это не так, и некоторый элемент а; 
равен нулю 0* факторгруппы А/Т. Роль нуля факторгруппы А/Т иг- 
рает подгруппа, Г. Следовательно, 

а; = Г. 

Так как элемент а; лежит в смежном классе а;, то 

а; Е Е 

Подгруппа Т по её определению является периодической группой и 
состоит из элементов конечного порядка. Значит и а; имеет конечный 
порядок. Но элемент а; по его определению является элементом бес- 
конечного порядка. Следовательно, допущение о наличии нулей среди 
{а ег противоречит бесконечности порядка элементов {а; ег. А зна- 
чит, среди {ах };сг нет нулей. Подлемма доказана. 

Подлемма. Элементы {а* < г являются элементами бесконечного по- 
рядка. 

Доказательство. В параграфе «Связь периодической группы группы 
без кручения» доказана, теорема, о том, что факторгруппа по подгруппе 
всех элементов конечного порядка является группой без кручения. То 
есть, все ненулевые элементы имеют бесконечный порядок. Раз все эле- 
менты из множества {а” < г неравны нулю, следовательно, они имеют 
бесконечный порядок. Подлемма доказана. 

Посмотрим, чему равно выражение пал + п2а5 +... + ща;. Произ- 
ведём замену с помощью определения а; = а + Т: 

плат + п2аз +... + пьах = 








= (аа + Т) + п2(а2 +Т)+...+ п (а = Т). 
Раскроем скобки 
пл (ал + Т) + п2(а2 +Т)+...+лпк (ак +Т) = 


= нал + та ТГ + пра + пзГ+... + пьак + пьГ. 
Здесь умножение подгруппы на целое число п означает суммирование 
п, раз подгруппы самой с собой. Сложение группы с самой собой равно 
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этой же группе: Г - Т = Т, поэтому умножение её на число равно ей 
же самой: пГ = ТГ. 
ал + Г + паз + п Г-+... + пак + пьГ = 








= нал + ТГ + пра + Т+... + так + Т. 
Сложим периодические подгруппы в сумме: 
та + ТГ + п2а2 Т+... + ща +Т = 


= пла1 + п2а2+...-+ так + Т. 

Вспоминаем, что п1а1 - 72а +... + пак = 0. Подставляем это ра- 
венство 

плал + П2а2 +... + так + Т = О+Т = 0*. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения 7а1 + пзаз-+...-+ 
п;ау. к 0*. Следовательно, эти выражения равны: 

тат + п2а2 +... + пка; = 0*. 

Так как все элементы а; имеют бесконечный порядок, то в этой ли- 
нейной комбинации нет нулевых слагаемых. Таким образом, некоторая 
нетривиальная линейная комбинация из элементов {а* ег равна нулю. 
Это означает, что множество {а };сг в факторгруппе А/Т является ли- 
нейно зависимым. 

В одну сторону доказано, докажем в другую. 

Так же, как и раньше, множество элементов {а };</ факторгруппы 
А/Т означает множество образов множества, элементов {а; ег беско- 
нечного порядка из группы А. Пусть множество элементов {ай ег ли- 
нейно зависимо. Это значит, что из этих элементов можно составить 
нетривиальную линейную комбинацию, равную нулю. В линейной ком- 
бинации участвует лишь конечное количество элементов. Обозначим 
эти элементы а1, 45,...,а;. Линейная комбинация с ними выглядит сле- 
дующим образом: 

плат + п2аз +... + пкау = 0*, 

при этом все члены суммы неравны нулю. 

Воспользуемся соответствием а’ = а; + Т для замены в формуле 
линейной зависимости: 

пл (а1 + ТГ) + п2(а2 +Т)+... + пак + Т) =0+Т=Т. 

Раскроем скобки 

та + тГ + пра + п Г-+... + так + пьГ = Т. 
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Сгруппируем члены с Тв левой части равенства 

плал + П2а2 +... - ак + (ТТ +т2Т+...+п%Г) = Т. 

Здесь умножение группы на число означает многократную сумму 
группы с самой собой, что даёт в результате ту же самую группу. Та- 
ким образом член п1'Г + п» Г-+...+п»Г равен подгруппе Г. Равенство 
принимает вид 

плал + П2а2 +... + та +Т = Т. 

Это равенство означает, что элемент 71а1-72а2+...+тах находится 
в смежном классе, совпадающим с подгруппой Т’, то есть он находится 
внутри подгруппы Т: 

пал + П2а2+...-+ так ЕТ. 

Подгруппа Т состоит элементов конечного порядка. Поэтому суще- 
ствует натуральное число п, умножив на которое линейную комбина- 
цию 711 + П2а2-+...- прак, мы получим 0: 

п(плал + паз +... - пкак) = 0. 

Раскроем скобки: 

птиал + ппра2 +... -+ птках = 0. 

Так как элементы ал, @2,..., ах имеют бесконечный порядок, то умно- 
жение их на любое натуральное число не может обратить в ноль. Следо- 
вательно, все члены суммы неравны нулю. Это означает, что элементы 
ал, а2,..., ах линейно зависимы. А следом за ними и всё множество эле- 
ментов {а; +ег линейно зависимо. От линейной зависимости в фактор- 
группе мы пришли к линейной зависимости в группе. В другую сторону 
доказано. Лемма доказана. 

Следствие. Пусть А — абелева группа, Г — максимальная периодиче- 
ская подгруппа, то есть, подгруппа всех элементов конечного порядка. 

Тогда элементы бесконечного порядка в группе А линейно независи- 
мы тогда и только тогда, когда их образы в факторгруппе А/Т линейно 
независимы. 

Доказательство. В лемме мы доказали, что если одно из двух соот- 
ветствующих множеств в группе и в факторгруппе линейно зависимо, 
то и другое линейно зависимо. Из этого следует, что невозможна ситу- 
ация, когда одна система, зависима, а другая независима. А значит, и 
независимость в группе и факторгруппе может наличествовать только 
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одновременно. Следствие доказано. 

Лемма. Пусть А — абелева группа, ТГ — максимальная периодическая 
подгруппа, то есть, подгруппа всех элементов конечного порядка. 

Тогда ранги без кручения в группе А и в факторгруппе А/Т совпа- 
дают. 

Доказательство. В доказательстве этой леммы под рангом подразу- 
мевается ранг без кручения. А элементы рассматриваются только бес- 
конечного порядка. Рассмотрим максимальную независимую систему 
элементов в группе А. Перейдём к образам этой системы в фактор- 
группе А/Т. Они тоже должны быть линейно независимыми. Следо- 
вательно, количество линейно независимых элементов в факторгруппе 
не меньше, чем в группе. Так как ранг группы — это максимальное 
количество линейно независимых элементов, то ранг факторгруппы не 
меньше ранга группы: 

то(А/ТГ) 2 то(А). 

Полностью симметрично проводится рассуждение при переходе от 
элементов факторгруппы к прообразам в группе. В итоге получается, 
что ранг группы не меньше ранга факторгруппы: 

то(А) > то(А/Т). 

Так как ранги группы и факторгруппы не меньше друг друга, то они 
равны: 

то(А) = то(А/Т). 

Лемма доказана. 

Теорема. Ранг без кручения го единственен. 

Доказательство. Рассмотрим группу А, её максимальную периодиче- 
скую подгруппу Т, факторгруппу А/Т. 

Раз ранги без кручения группы А и факторгруппы А/Т равны, то 
нам достаточно исследовать ранг без кручения факторгруппы. Фак- 
торгруппа по максимальной периодической группе является группой 
без кручения. То есть, нам достаточно доказать теорему для групп без 
кручения. Докажем единственность ранга, для групи без кручения. Ранг 
без кручения бывает либо конечным, либо бесконечным. Рассмотрим 
оба этих случая по очереди. 

Случай бесконечного ранга. 
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Пусть А означает группу без кручения. Выберем в группе А мак- 
симальную независимую систему элементов {а };<1. Максимальность 
означает, что при добавлении любого элемента д Е А к системе {а; с г, 
система становится зависимой. То есть, имеется линейная комбинация, 
равная нулю: 

по лан Е а =0. 

Или, что то же самое, 

пд = тан +... - Пка%,. 

Свяжем с д систему {11,..., п, тл,..., Пк} из коэффициентов и ин- 
дексов линейной комбинации, в которой участвует 9. Элемент 9 мы 
выбирали произвольным. Это означает, что всем элементам из группы 
А можно поставить аналогичную систему коэффициентов и индексов. 

Лемма. У двух разных элементов группы А не может быть одинако- 
вой системы коэффициентов и индексов. 

Доказательство. Допустим, что это не так: имеется два разных эле- 
мента ди д’, у которых одинаковая система коэффициентов и индексов. 
Это означает, что линейные соотношения для них будут одинаковыми. 
Выпишем эти соотношения: 

пд = па, +... ща, и п9=та +... + тпкаь. 

Вычтем эти два выражения одно из другого. Правая часть сократит- 
ся, потому что одинаковая. Останется равенство 


пд — пд’ = 0. 
Вынесем п, за скобки: 
п(9—9)) =0. 


Элемент 9 — 49' принадлежит группе без кручения. А значит, у него у 
самого порядок бесконечен (если элемент ненулевой). Поэтому умноже- 
ние на число п не может обратить элемент в ноль. Значит, сам элемент 
4-9’ равен нулю. То есть, 


9-9 =0. 
Из этого следует, что 
9=9- 


Получается, что элементы равны, хотя в допущении мы указывали, 
что они разные. Допущение возможности разных элементов с одинако- 
выми системами коэффициентов и индексов приводит к противоречию 
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с самим собой. Следовательно у разных элементов группы А разные 
системы коэффициентов и индексов. Лемма доказана. 

Лемма. Мощность группы А не больше мощности соответствующего 
множества систем коэффициентов и индексов. 

Доказательство. Для всех элементов группы системы коэффициен- 
тов и индексов разные. Поэтому сколько есть элементов, столько же 
найдётся разных систем. То есть, мы уже имеем подмножество систем 
с мощностью, как у группы. А значит, мощность множества, систем не 
меньше мощности группы. Лемма доказана. 

Посчитаем количество всех систем коэффициентов и индексов. Рас- 
смотрим устройство произвольной системы коэффициентов и индексов. 
Запишем её: 

оса Арно 

Слева стоит конечный набор индексов. Индексы берутся из подмно- 
жества, [, которое мы вводили при определении максимальной незави- 
симой системы {а ег. Множество индексов [ имеет мощность, равную 
количеству элементов в {а; ;сг. То есть, равно рангу группы А. Мы рас- 
сматриваем случай бесконечного ранга. То есть, множество индексов [ 
имеет бесконечную мощность. 

Напоминание теоремы из теории бесконечностей (параграф «Непол- 
ное множество подмножеств» ). Пусть Х — множество бесконечной мощ- 
ности м. Тогда множество всех конечных подмножеств в Х имеет мощ- 
НОСТЬ М. 

Из этой теоремы следует, что множество всех конечных подмножеств 
индексов из [ имеет ту же мощность, что и само Г[, и равно рангу группы 
А. 

Правая часть системы коэффициентов и индексов состоит из конеч- 
ного набора целых чисел. 

Лемма. Множество всех конечных наборов целых чисел счётно. 

Доказательство. Множество всех наборов из одного целого числа име- 
ет счётную мощность \о. Набор из К чисел можно представить в виде 
вектора в декартовом произведении множества пелых чисел ПД". Де- 
картово произведение Ё" имеет мощность № = №. Таким образом, 
мощность всех наборов из К чисел счётна. 
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Итак, для каждого числа К мы имеем счётное множество наборов из А 
целых чисел. Чтобы узнать общее количество конечных наборов, нужно 
объединить все наборы для всех натуральных чисел К. Это получает- 
ся счётное количество счётных множеств. Счётное множество счётных 
множеств счётно. Таким образом, множество всех конечных наборов 
целых чисел счётно. Лемма доказана. 

Мы разбили систему коэффициентов и индексов на две части: левую 
с индексами и правую с числами. Чтобы получить множество систем 
из множества левых частей и множества правых частей, надо взять их 
декартово произведение. Следовательно, мощность множества систем 
коэффициентов и индексов равна произведению мощностей || и №. 
Произведение любого бесконечного кардинала м с счётным кардиналом 
М равно м. В итоге мощность всех систем коэффициентов и индексов 
равна мощности множества, индексов [, а значит, равно рангу группы 
А. 

И вто же время, мощность множества систем коэффициентов и ин- 
дексов не меньше мощности группы ||. Получаем неравенство 

| А > То. 

Ранг группы равен мощности множества максимальной независимой 
системы элементов в А. Это множество является подмножеством мно- 
жества, элементов в А. То есть, его мощность меньше или равна мощ- 
ности А. То есть, 

То = |]. 

В итоге имеем 

Го < | А] < То. 

Поэтому порядок группы А равен её рангу: 

| А — 10: 

Порядок группы — это количество её элементов. Количество элемен- 
тов группы не может принимать разные значения, определено одно- 
значно. Из этого следует, что ранг группы однозначно определён, един- 
ственен. Для случая бесконечного ранга теорема, доказана. 

Случай конечного ранга. 

В случае конечного ранга, ранг неравен мощности множества систем 
коэффициентов и индексов. Ведь это множество всегда, бесконечно (по- 
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тому что у групп без кручения коэффициенты могут принимать бес- 
конечное число значений). Поэтому случай конечного ранга надо рас- 
сматривать отдельно. 

Допустим, что ранг группы неединственен и есть две максимальные 
системы независимых элементов с разным количеством элементов. Обо- 
значим их 

{ал,..., ак} И Е. 

К и [ — разные ранги группы. Раз системы независимых элементов 
максимальны, то добавление любого другого элемента делает их зави- 
симыми. Поэтому если в первую систему {а1,..., ак} добавить любой 
элемент 6;, то эти элементы образуют линейную комбинацию, равную 
нулю: 

тиб; + пал +...пнщах = 0. 

(Все коэффициенты зависят от индекса #, который соответствует эле- 
менту 6;. То есть, для каждого элемента, 6; имеются свои коэффициен- 
ты.) Перемножим все коэффициенты 77%, чтобы получить один общий 
коэффициент т = 7112... пи. Домножим все тождества 77:6; - паза + 
...Пнак = 0 таким образом, чтобы перед всеми 6; стоял коэффициент 


т. В итоге мы получим, что множество элементов {71,...тб} ли- 
нейно выражаются через элементы {а1,..., ах}. 

Так как элементы {а1,...,ак} линейно независимы, то они образуют 
подгруппу (а1) Ф...Ф (ак). 

Лемма. Элементы {7т%1,..., тб} линейно независимы. 

Доказательство. Элементы {61,...,61} независимы по их определе- 
нию. Допустим, что элементы {71,..., тб} линейно зависимы. Тогда 


существует нетривиальная линейная комбинация из них, равная нулю: 

пт + п2т62 +... + тб = 0, 

где не все члены суммы равны нулю. Эта линейная комбинация яв- 
ляется также линейной комбинацией из элементов {61,...,6}, из кото- 
рой следует, что элементы +{61,...,6} зависимы, что противоречит их 
определению. Линейная зависимость элементов {71,..., тб} проти- 
воречит линейной независимости элементов {61,...,@%}. Следователь- 
но, элементы {771,...,76:} линейно независимы. Лемма доказана. 

Так как элементы {71,...тб} независимы, то они образуют под- 
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группу (761 )Ф.. .Ф(тб). Мы доказали, что её образующие {761,... тб} 
можно получить из элементов {а1,..., ак}. А значит, эти образующие 
лежат в подгруппе (а1)Ф...Ф (ах). Следовательно, группа (т6:)Ф...Ф 
(тб) является подгруппой в (а1) Ф... Ф® (ак): 

(тфт) мы (т) 9 (ал) а (ак). 

При этом мы имеем дело с элементами бесконечного порядка, следо- 
вательно подгруппы (а1) Ф... Ф (ак) и (тб!) Ф... Ф (тб!) являются 
свободными группами. 

Напоминание теоремы из теории свободных групп (Параграф «Под- 
группа свободной группы конечного ранга»). Пусть Е — свободная 
группа конечного ранга, Н — её подгруппа. Тогда ранг подгруппы Н 
не больше ранга, Ё". 

(Ранг свободной группы определялся как количество циклических 
прямых слагаемых в разложении. Ранг свободной группы равен ран- 
гу из общего определения, потому что количеству циклических групп 
соответствует количество базисных элементов, которые являются мак- 
симальной линейно независимой системой.) 

По теореме из напоминания выходит, что ранг подгруппы (761) Ф 
... @ (т) не больше ранга (а1) Ф... Ф (ак). То есть [ < К. При этом, 
ситуация между системами элементов {а1,..., ак} и {В1,..., 6} симмет- 
ричная, и мы можем таким же способом доказать, что К < [. И в итоге 
из этих двух неравенств следует равенство К = [. То есть, разные ранги 
равны друг другу. Допущение существования разных рангов привело к 
противоречию с самим собой. Следовательно, ранг го единственен. Для 
случая конечного ранга, теорема, доказана. 

Мы доказали единственность ранга групп без кручения в обоих слу- 
чаях (для бесконечного и конечного рангов). А значит, теорема полно- 
стью доказана. 


61.4 Единственность ранга 7’, 


Определение. Ранг т, — это мощность максимального множества ли- 
нейно независимых элементов порядка, равного числу р в некоторой 


степени (степени для разных элементов могут быть разными). 
1146 


Напоминание. Цоколь р-группы Р — это подгруппа Р]р], состоящая 
из всех элементов порядка р. 

Условие леммы. Пусть Р — р-группа. Рассмотрим в ней систему эле- 
т 
(все элементы +{6;};сг имеют порядок р и поэтому принадлежат цоко- 
лю). 


ментов {а };ег. Порядок элемента, @; равен р". Обозначим 6; =р 


Лемма. Система элементов {а +сг линейно зависима, тогда и только 
тогда, когда линейно зависима соответствующая система цокольных 
элементов +46; } 1. 

Доказательство. Докажем сначала в одну сторону. Пусть система эле- 
ментов {а;;сг линейно зависима. Рассмотрим уравнение зависимости: 

ааа, 

где все члены суммы неравны нулю. Умножим обе части уравнения 
на число р” с максимальной степенью т такой, чтобы не все члены 
суммы обращались в ноль: 

ПР бор 0, 

Если ненулевые члены суммы умножить на число р, то они обратятся 
в ноль. Следовательно, они имеют порядок р. 

Рассмотрим произвольный ненулевой член суммы пур"ах,. Этот эле- 
мент принадлежит циклической группе (а). Так как он имеет поря- 
док р, то принадлежит цоколю (ах) [р]. Подгруппа циклической группы 
является циклической группой, следовательно, цоколь (а;,)[р] являет- 
ся циклической группой. Любой элемент циклической группы простого 
порядка является её образующим (потому что в группе простого поряд- 
ка нет нетривиальных подгрупп, и любой элемент образует подгруппу, 
совпадающую со всей группой, или с нулём). Элемент 6;, = р" та, 
принадлежит цоколю (а,,) [р], следовательно, 

(У =). 

С помощью элемента б;, можно образовать любой элемент из цоколя 
(а) [р], в том числе элемент пур”а,,. Таким образом, р"а: = 1:6, 
для некоторого целого числа [;. Такую замену мы можем провести для 
всех членов суммы в уравнении линейной зависимости. После замены 
получаем 

16; а [:6;, = 0, 
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где не все члены суммы равны нулю. Мы получили нетривиальную 
линейную комбинацию из элементов {6;}<1, равную нулю. Следова- 
тельно, система элементов {6% }+=г линейно зависима. 

В одну сторону доказано, докажем в другую. 

Пусть система элементов цоколя {6;} линейно зависима. Запишем 
уравнение линейной зависимости: 

О ыы пб, = 0, 

где все члены суммы неравны нулю. Заменим каждое 6; с помощью 


их определения 6; = р" 1 


(у: 

пар" Таз +... + пер" Та, =0. 

От простой замены символов члены суммы не должны менять своё 
значение, следовательно, они неравны нулю. Мы получили нетривиаль- 
ную линейную комбинацию из элементов {а };ег, равную нулю. Следо- 
вательно, система элементов {а; +ег линейно зависима. В другую сто- 
рону доказано. Лемма доказана. 

Следствие. Система элементов {а; ег р-группы линейно независи- 
ма тогда и только тогда, когда линейно независима, система, элементов 
Ч; }; г цоколя. 

Доказательство. В лемме мы установили, что если одна из этих си- 
стем линейно зависима, то линейно зависима и другая. Следовательно, 
невозможна ситуация, когда одна система линейно зависима, а другая 
нет. То есть, обе системы либо одновременно линейно зависимы, либо 
одновременно линейно независимы. Следствие доказано. 

Лемма. Ранг р-группы Р равен рангу её цоколя Р|]. 

Доказательство. Цоколь Рф] является подгруппой в Р, поэтому лю- 
бая линейно независимая система цоколя является линейно независи- 
мой системой группы Р. В том числе любая максимальная независимая 
система цоколя является независимой системой (может и не максималь- 
ной) группы Р. Следовательно, ранг цоколя не больше ранга, группы 
Е 

®(Р) < "(Р) 

Рассмотрим максимальную линейно независимую систему {а; +сг в 
группе Р. Порядок элемента а; равен р"". Обозначим 8; = р" 1а;. Все 
элементы {6;};</ имеют порядок р и поэтому принадлежат цоколю. В 
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следствии к лемме выше мы доказали, что если система {а; ег линей- 
но независима, то и система {6;};<г линейно независима. Таким обра- 
зом, соответствующая линейно независимая система цоколя не меньше 
максимальной независимой системы в группе Р. Следовательно, ранг 
цоколя не меньше ранга, группы Р: 

КР) > 

Из двух неравенств 

РР) =), «РРР 

следует равенство 

КР) = "(Р)} 


То есть, ранги р-группы и её цоколя равны. Лемма доказана. 











Лемма. Ранг р-группы Р единственен. 

Доказательство. В параграфе «Элементарные р-группы» доказаны 
теоремы о том, что элементарная р-группа, разлагается на прямую сум- 
му циклических групп, количество членов разложения определено од- 
нозначно, любая подгруппа в элементарной р-группе является прямым 
слагаемым. 

Ранг р-группы Р равен рангу её цоколя Р]р]. Цоколь является эле- 
ментарной р-группой и разлагается на прямую сумму циклических под- 
групп порядка р. 

Возьмём произвольную максимальную линейно независимую систе- 
му [аНег в цоколе. Линейно независимая система образует прямую 
сумму Фег(а;). Эта прямая сумма является подгруппой цоколе. Лю- 
бая подгруппа в элементарной р-группе является прямым слагаемым. 
Следовательно, к этой прямой сумме есть дополнение, которое тоже 
является элементарной 7-группой и разлагается на, прямую сумму цик- 
лических групп. Таким образом, цоколь Р]р] разлагается на прямую 
сумму 

Рр = Фека:) Ф Фед). 

Так как это прямая сумма циклических групи, то система образу- 
ющих {а ег О {6;};=7л линейно независима. Раз линейно независимая 
система {а ег максимальна, то множество {65;};=л должно быть пу- 
стым. Так что дополнение к прямой сумме Фхс1(а;) отсутствует, и она 
совпадает со всей группой Р: 
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Р = Феца,). 

Таким образом, количество элементов в максимальной независимой 
системе равно количеству прямых слагаемых в разложении цоколя Р] 
на прямую сумму циклических групп. В элементарной р-группе количе- 
ство таких прямых слагаемых определено однозначно. Следовательно, 
количество элементов в максимальной независимой системе определено 
однозначно, а следом и ранг р-группы Р определён однозначно. Лемма 
доказана. 

Теорема. Ранг 7, единственен. 

Доказательство. Все элементы конечного порядка образуют перио- 
дическую подгруппу Г. Нас интересуют системы элементов конечного 
порядка. А значит, все они находятся в периодической подгруппе Т. 
Установление зависимости, или независимости не требует выхода за 
пределы этой подгруппы. Поэтому ранг т, зависит только от периоди- 
ческой подгруппы Т. В итоге доказательство теоремы для любых групп 
можно свести к доказательству теоремы для периодических групп. Ес- 
ли для периодических групи теорема выполняется, то и для любых 
групп тоже выполняется. Докажем теорему для периодических групп. 

Рассмотрим периодическую группу Г. Все элементы порядка, рав- 
ного простому числу р в некоторой степени, образуют 1-подгруппу. 
Обозначим её буковой Р. Нас интересуют системы элементов поряд- 
ка равного числу р в некоторой степени. А значит, все они находятся в 
подгруппе Р. Установление зависимости, или независимости не требует 
выхода за пределы этой группы. Поэтому ранг т, зависит только от р- 
подгруппы Р. Ранг т, периодической группы Т равен рангу р-группы 
Р. А этот ранг определён однозначно. Следовательно, ранг 7» пери- 
одической группы, да и вообще любой группы, единственен. Теорема 
доказана. 


61.5 Множество линейных комбинаций — подгруппа 


Определение. Линейная комбинация элементов множества {а; ус — это 
сумма конечного числа элементов из множества, {а };сг, где при каждом 


из элементов стоит целочисленный коэффициент: 
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Иа, т Па. т... Па. 

Теорема. Пусть А — группа, {а цег — подмножество её элементов. 
Тогда множество всех линейных комбинаций от элементов {а; +1 яв- 
ляется подгруппой. 

Доказательство. Пусть В — множество всех линейных комбинаций 
от множества элементов {а; < г. Докажем, что В является подгруппой. 

0) Замкнутость бинарной операции. 

Возьмём в множестве В два произвольных элемента 61 и 65: 

Ь, ЕВ. 

По определению В, элементы 61 и 65 являются линейными комбина- 
ЦИЯМи: 

Ь = ла + П2а. т... - Пкад,, Ь5 = пиал + Т»а» +... - паз. 

Сложим элементы 61 и 65: 

+5 = (пла 3 Побьа3Е пра, я (тиал О ВВ па, ). 

В правой части равенства записана сумма из конечного числа, элемен- 
тов из множества {@};сг с некоторыми целыми коэффициентами. То 
есть, записана линейная комбинация от элементов множества {а; +с/. 
Получается, что сумма линейных комбинаций от множества {а; };<1 яв- 
ляется линейной комбинацией от множества {а; ;</ и поэтому принад- 
лежит множеству Б: 

а-+ьЕ Б. 

Таким образом, сумма любых двух элементов в множестве В являет- 
ся элементом из множества В. Это значит, что бинарная операция на 
множестве В замкнута. Замкнутость бинарной операции доказана. 

1) Ассоциативность. Линейные комбинации — это элементы группы, 
и поэтому ассоциативны. 

2) Наличие нуля. Ноль — это сумма нулевого количества элементов 
из множества {а; ег, а значит ноль принадлежит множеству В. 

3) Наличие обратных элементов. 

Возьмём в множестве В произвольную линейную комбинацию 6: 

Ь = пла + П2а, +... + Пеац,. 

В группе любой элемент имеет обратный. Так как А — группа, то к 
элементу 6 имеется обратный элемент —6: 

—6 = — (план ЕО ЧЕ РЕ пра: 
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Обратный элемент от суммы равен сумме обратных: —(а-+ 65) = —а+ 
(—6). Поэтому элемент —6 имеет вид 

—6 = тан — Па, —...- ПЕа%,. 

Этот элемент является линейной комбинацией от элементов из мно- 
жества {а}сг. А значит, элемент —6 принадлежит к множеству ли- 
нейных комбинаций В. Таким образом, любой элемент из множества 
В имеет обратный в этом же множестве. Наличие обратных элементов 
доказано. 

Мы доказали все свойства подгруппы для подмножества В. Значит, 
множество В всех линейных комбинаций от подмножества элементов 
Ча’ ;сг является подгруппой. Теорема, доказана. 


61.6 Подгруппа зависимых элементов в группе без 
кручения 


Определение. Элемент а зависит от множества {а;} ег тогда и только 
тогда, когда выполняется равенство 

па = ант... Пи а, 

где все коэффициенты перед элементами целые и ненулевые. 

Теорема. Пусть 

А — группа без кручения, 

{а ‹сг — подмножество элементов в А, 

В — множество всех зависимых от {а; ;сг элементов и ещё 0. 

Тогда Б является подгруппой. 

Доказательство. 0) Замкнутость бинарной операции. 

Возьмём в множестве В два произвольных элемента 61 и 65: 

Ь, ЕВ. 

По определению В, элементы 61 и 65 зависимы от множества {а; +с/. 
Поэтому тё: и пб> (при некоторых целых ненулевых числах т и п) 
выражаются через линейные комбинации от {а;}сг. Если умножить 
линейную комбинацию на целое число, то полученное выражение тоже 
будет линейной комбинацией (её члены не обратятся в ноль, потому 
что мы рассматриваем группы без кручения). Значит, элементы та 
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и тиб выражаются через линейные комбинации от элементов {а; +1. 
Сложим элементы 7161 и ти1бэ, получаем т! + 65). Так как каждый 
из двух элементов выражается через линейную комбинацию элементов 
{а ст, то при их сложении линейные комбинации сложатся и получит- 
ся линейная комбинация из тех же элементов {а;+<г. Получается, что 
элемент 61 + 65 зависим от элементов {а;х=г и поэтому принадлежит 
множеству В: 

ы+Ь Е В. 

Мы доказали, что сумма произвольных элементов из В принадлежит 
этому же множеству, что означает замкнутость бинарной операции. За- 
мкнутость бинарной операции доказана. 

1), 4) Ассоциативность и коммутативность выполняются, так как мы 
работаем с элементами абелевой группы, а они ассоциативны и комму- 
тативны. 

2) Наличие нуля. Ноль имеется в множестве В по условию теоремы. 

3) Наличие обратных элементов. 

Возьмём в группе В произвольный элемент 6: 

БЕ Б. 

Тогда, 6 зависит от элементов {а; +сг. Что означает, что для некоторо- 
го целого ненулевого числа п элемент 76 выражается через линейную 
комбинацию из элементов {а; +с1. Тогда и элемент —пб тоже выража- 
ется через линейную комбинацию от элементов {а ег, что означает, 
что —6 тоже зависит от элементов {а; ег. Следовательно, элемент —6 
принадлежит В: 

—6беЕБ. 

Таким образом, любой элемент из В имеет обратный в этом же мно- 
жестве. Наличие обратных элементов доказано. 

Все свойства, группы доказаны, поэтому В — подгруппа. Теорема до- 
казана. 

Теорема. Пусть 

А — группа без кручения, 

{а ‹сг — подмножество её элементов, 

В — подгруппа всех зависимых от {а; ;<1 элементов. 

Тогда факторгруппа А/В является группой без кручения. 
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Доказательство. Допустим это не так: факторгруппа А/В не являет- 
ся группой без кручения. Это означает, что в ней есть ненулевой эле- 
мент конечного порядка. Обозначим такой элемент а. 'Так как он имеет 
конечный порядок, то 

ка = 0 для некоторого натурального числа К. 

О в факторгруппе А/В является группой В. Таким образом, смежный 
класс ка = 0 является подгруппой В: 

Ка = Б. 

Возьмём в смежном классе а произвольный элемент а: 

аеа. 

Умножим обе части этой принадлежности на число К: 

ка е ка = Б. 

Получается, что элемент Ка принадлежит подгруппе В. По опреде- 
лению подгруппы В, для некоторого числа, т элемент тка выражает- 
ся через линейную комбинацию от элементов {а;};сг. Получается, что 
умножение элемента а на целое ненулевое число т даёт линейную ком- 
бинацию от элементов {а; ;< г, что означает зависимость элемента, а от 
множества {а;};сг. Следовательно, элемент а принадлежит подгруппе 
72 

ае ВБ. 

Элемент а мы брали произвольно из смежного класса, а, следователь- 
но, все элементы из этого смежного класса зависят от а; чет, и поэтому 
принадлежат группе В. Мы пришли к тому, что весь смежный класс а 
лежит в В, что означает, что он равен нулю факторгруппы: 

д.0: 

Но мы предполагали, что элемент а ненулевой. Допущение наличия 
ненулевых элементов конечного порядка в факторгруппе А/В приво- 
дит к противоречию с самим собой. В факторгруппе А/В все ненулевые 
элементы имеют бесконечный порядок, то есть, А/В является группой 
без кручения. 'Георема доказана. 
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61.’ Гранзитивность зависимости 


Определение. Мы говорим, что множество А зависит от множества 
В, если каждый элемент множества А зависит от множества В. 

Теорема. Пусть элемент а зависит от множества элементов {6; с г, а 
множество элементов {6;};=г зависит от множества элементов {с;};е.. 
Тогда, элемент а зависит от множества элементов {с;}. 

Доказательство. Так как а зависит от множества, 46; +ег, то выпол- 
няется равенство 

ии 

Так как множество {6 };=г зависит от множества {с;};ел, то для каж- 
дого элемента 6; выполняется равенство 

п;0; = тии Сл 1... + В лСл- 

(Здесь первый индекс в коэффициенте п; соответствует элементу 
6;, а второй индекс соответствует элементу с;.) Умножим равенство 
паб чать назчисло ии ее 

Поль ПО ПО ее По бы 

В правой части равенства в сумме перед каждым элементом 6;, най- 
дётся соответствующий ему множитель пх,., так что элемент я;.6;, мож- 
но заменить с помощью равенства 

ти,бь, = Пулбл +... + ПьлСл- 

То есть, каждый элемент 6; можно заменить на выражение из эле- 
ментов с;. Заменив все элементы 6; на с; в равенстве для элемента, а, 
мы получим связь элемента а с элементами из множества {с;};ел, что 
означает зависимость элемента а от множества {с;};ел. Теорема дока- 
зана. 


61.8 Ранг подгруппы зависимых элементов 


Теорема. Пусть 
А — группа без кручения, 
{а ег — множество её элементов, 
В — подгруппа всех зависимых от {а; ;сг элементов. 
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Тогда ранг подгруппы В равен мощности максимальной линейно неза- 
висимой системы элементов внутри множества {а };с1. 

Доказательство. 

Лемма. В группе В среди определяющих её элементов {а; ;=г имеется 
максимальная независимая система элементов группы В. 

Доказательство. Максимальную независимую систему элементов мож- 
но выделять внутри группы В (среди всех её элементов), а можно среди 
элементов множества {а; ;<г. Выделим в множестве {а; +сг максималь- 
ную независимую систему элементов. Обозначим её {а };=у. Докажем, 
что эта система является максимальной независимой системой в группе 
В. 

Допустим, что независимая система {а };=л не максимальна в груп- 
пе Б. Тогда в группе Б существует элемент а, который не зависит от 
элементов {а }=л. Любой элемент в группе В зависит от элементов 
{а Нет, в том числе элемент а. Так как множество {а,,}у=л является 
максимальной независимой системой внутри {а; ;сг, то все элементы в 
{а Нет зависят от системы {а} уе. 

Таким образом, мы имеем ситуацию, когда а зависит от Ча; уег, а 
система {а }=г зависит от системы {ах };ел. В параграфе «Транзитив- 
ность зависимости» доказана, теорема, что если элемент а зависит от 
множества А, а множество А зависит от множества В, то элемент а за- 
висит от множества В. В нашем случае получается, что элемент а зави- 
сит от системы {а ел. Но мы предполагали, что элемент а не зависит 
от неё. Допущение, что независимая система {а; };=л не максималь- 
на в группе В, приводит к противоречию. Следовательно, независимая 
система {а,}ел является максимальной в группе В. Таким образом, 
мы доказали, что внутри множества {а;;<1 находится максимальная 
независимая система группы В. Лемма доказана. 

Ранг группы В равен количеству элементов в максимальной линей- 
но независимой системе элементов внутри В. Так как одна из таких 
систем содержится внутри множества {а; нет, значит ранг группы В 
равен количеству элементов в максимальной линейно независимой си- 
стеме элементов внутри множества {а; ег. Теорема доказана. 
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61.9 то(А) = (В) + (А/В) 


Напоминание. то — ранг без кручения группы А — это количество эле- 
ментов в максимальной независимой системе элементов бесконечного 
порядка в группе А. 

Теорема. Ранг без кручения группы А равен сумме рангов без кру- 
чения в подгруппе В и в факторгруппе А/В: 

то(А) — то(В) НЕ (А/В). 

Доказательство. Ранг без кручения единственен, поэтому в любой 
максимальной независимой системе одинаковое количество элементов. 
Следовательно, чтобы исследовать ранг, мы можем выбрать любую 
максимальную независимую систему элементов, которая нам будет удоб- 
на. 

Подгруппа В имеет ранг то(В), поэтому в ней есть максимальная 
независимая система элементов бесконечного порядка, состоящая из 
"о(В) элементов. Расширим эту систему до максимальной независимой 
системы элементов бесконечного порядка в А. Количество добавлен- 
ных элементов равно 75(А) — то(В). Добавленные элементы не могут 
лежать в подгруппе В, потому что иначе количество независимых эле- 
ментов в В окажется больше ранга В. Таким образом, все добавленные 
элементы лежат вне Б. 

Лемма. В одном смежном классе по В находится не более одного 
добавленного независимого элемента. 

Доказательство. Допустим, что это не так, и в некотором смежном 
классе по В находятся два добавленных независимых элемента. Обо- 
значим их ати а2. То, что они находятся в одном смежном классе по 
ВБ, можно записать следующим образом: 

+В = а2+ В. 

Слева и справа в равенстве одинаковые множества, следовательно, в 
них существуют одинаковые элементы. Пусть элементы ал - 1 и а - 65 
одинаковые, то есть 

ал + 61 = а>2 + 65. 

Выразим из этого равенства, элемент а>2: 

ар = а1 +61 -— 65. 
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Получается, что элемент а2 зависит от множества элементов {а1 } ЦВ. 

Обозначение. Хв — максимальная независимая система элементов в 
подгруппе В. 

Все элементы в В зависят от Хв, поэтому все элементы множества 
{а} С В зависят от элементов множества {а1} Ц Хв. 

Итак, мы имеем следующую ситуацию: элемент а2 зависит от множе- 
ства {ал} Ч В, множество {ал} Ц В зависит от множества, {ал } Ц Хр. В 
параграфе «Гранзитивность зависимости» доказана, теорема, что если 
элемент а зависит от множества Х, а множество Х зависит от мно- 
жества, У, то элемент а зависит от множества У. В нашем случае эле- 
мент а2 зависит от множества {а1} Ч Хв. Следовательно, множество 
{ал, а2} Ц Х в зависимо. Хотя мы его определяли изначально как неза- 
висимое. Допущение, что в одном смежном классе находится больше 
одного добавленного независимого элемента, приводит к противоречию. 
Значит, в одном смежном классе по В находится не более одного до- 
бавленного независимого элемента. Лемма доказана. 

Лемма. Множество смежных классов по подгруппе В, в которых ле- 
жат добавленные независимые элементы, является независимыми. 

Доказательство. Пусть {а ег — это добавленные независимые эле- 
менты. Обозначим {а; с: — смежные классы, в которых находятся до- 
бавленные элементы. Допустим, что лемма неверна и множество смеж- 
ных классов {а; ег линейно зависимо. Тогда для существует нетриви- 
альная линейная комбинация, равная нулю: 

Кл а, ЕЕ Ка, = 

Каждый смежный класс а; выражается следующим образом: а; = 
а; + ВБ. Ноль факторгруппы является подгруппой В. Наше равенство 
принимает вид 

К: (а, + В) +... + Е(а, + В) = В. 

Раскроем скобки: 

Кла, ЕВ... + А-а. ВА: = В: 

Умножение подгруппы В на целое число означает сложение подгруп- 





пы с самой собой. Такое сложение даёт эту же группу. Таким образом, 


коэффициенты перед подгруппами В можно убрать: 
Ка ВЕ ое ан ее В = В: 
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Сложим все экземпляры подгруппы В в левой части равенства: 

о СЕВ В, 

Получается, что элемент Ала +... + К»а,, является представителем 
смежного класса, совпадающего с подгруппой ВБ. Представитель смеж- 
ного класса лежит в этом смежном классе. Значит, элемент ан -+...-+ 
К„а,, лежит в подгруппе В: 

Кта, ЕЕ а е В. 

Пусть Хв — максимальное множество независимых элементов груп- 
пы В. Любой элемент в подгруппе В зависит от множества, элементов 
Х в. То есть, элемент Ала; +...+А,а;,, умноженный на некоторое целое 
число К, равен некоторой линейной комбинации элементов из Хв: 

К(Кан а Ка.) = 161+... -+ а где о, Е Хр. 

Раскроем скобки в левой части и перенесём правую часть равенства 
в левую: 

КК а, ее ах АК: а; — 1 -—... — [ибтъ = 0. 

Мы рассматриваем элементы бесконечного порядка, поэтому никакие 
ненулевые целые коэффициенты не обращают эти элементы в ноль. То 
есть, полученная линейная комбинация нетривиальна. 

Мы нашли нетривиальную линейную комбинацию из элементов мно- 
жества {а} Хв, которая равна нулю. Это означает, что множе- 
ство элементов {а г О Хв не является независимым. Хотя мы опре- 
деляли множество {а нег как независимую добавку к независимому 
множеству Хв. Допущение, что множество смежных классов {а; с 1 
линейно зависимо, приводит к противоречию с независимостью мно- 
жества {ег О Хв. Следовательно, множество смежных классов, в 
которых лежат добавленные независимые элементы, является незави- 
симым. Лемма доказана. 

Лемма. Множество смежных классов по подгруппе В, в которых ле- 
жат добавленные независимые элементы, является максимальной неза- 
висимой системой элементов факторгруппы А / В 

Доказательство. Пусть 

Хв — максимальное множество независимых элементов подгруппы 
В 


) 
{а ;сг — добавленные независимые элементы, 
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{а ‹сг — смежные классы, в которых находятся добавленные эле- 
менты. 

Допустим, что лемма неверна и множество смежных классов {а; 1 
не является максимальной независимой системой элементов в фактор- 
группе А/В. Это означает, что в факторгруппе А/В имеется элемент 
а, не зависящий от системы смежных классов {а; 1. 

Возьмём в смежном классе а какой-нибудь элемент а: 

аеа. 

Так как множество элементов {а} Хв является максимальной 
независимой системой элементов в группе А, то элемент а должен за- 
висеть от множества [мг Хв. 

Ка: = Кла, и Каз ИН... + [иба, где о, е Хр. 

Прибавим к обеим частям равенства, подгруппу В: 

Ка В = Ее на в О ОВ: 

Прибавление к группе своих же элементов не меняет группу. Поэтому 
при сложении любых элементов типа 6; с подгруппой В даёт подгруппу 
Б. А значит, мы можем убрать из правой части равенства все элементы 
типа 6: 

Ка- В = Ка ЕАК. НВ: 

Сложение группы с самой собой даёт эту же группу. Следовательно, 
мы можем заменить группу В суммой п групп В. Каждую группу Б 
из суммы мы поставим рядом с каждым членом К;а;: 

Ка + В = (На, +В) +... (ва, + В). 


Теперь внутри каждой из скобок правой части уравнения, и в левой 





части уравнения, мы можем снова размножить группу В так, чтобы 
коэффициент при элементе а с индексом или без, совпадал с коэффи- 
циентом при подгруппе В: 

Ка-+- КВ = (Клан Е кВ) ет (Кваз, ТЕ К.В). 

Вынесем коэффициенты за, скобки: 

К(а-+ В) = (а, +В)-...+ Ка + В). 


В скобках мы имеем смежные классы по подгруппе В. Перейдём к 





соответствующим обозначениям для смежных классов; 
Ка = Кл а, Е ха. 
Получается, что смежный класс а зависит от множества смежных 
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классов {@; ег, хотя мы его вводили независимым. Противоречие. До- 
пущение, что множество смежных классов по подгруппе В, в которых 
лежат добавленные элементы, не является максимальной независимой 
системой элементов факторгруппы А/В, приводит к противоречию. 
Следовательно, множество смежных классов по подгруппе В, в кото- 
рых лежат добавленные элементы, является максимальной независи- 
мой системой элементов факторгруппы А/В. Лемма доказана. 

По определению, ранг группы равен мощности максимального неза- 
висимого множества элементов. Раз множество смежных классов, в ко- 
торых лежат добавленные элементы, является максимальной независи- 
мой системой элементов факторгруппы А/В, значит ранг то фактор- 
группы А/В равен мощности множества смежных классов, в которых 
лежат добавленные элементы. Выше мы установили, что в каждом та- 
ком смежном классе лежит лишь один добавленный элемент. Значит, 
количество этих смежных классов равно количеству добавленных эле- 
ментов. То есть, ранг то(А/В) равен количеству добавленных незави- 
симых элементов. Выше мы установили, что количество добавленных 
элементов равно т0(А)—то(В). Этому числу и равен ранг факторгруппы 
А/В: 

(А/В) = то(А) = то(В). 

Добавим к обеим частям равенства число то(В): 

то(В) + то(А/В) = то(А). 

Это как раз то равенство, которое заявлено в теореме. Теорема дока- 
зана. 


61.10 Теорема Понтрягина о счётной свободной 
группе 


Теорема Понтрягина. Пусть А — счётная группа без кручения. Тогда 
следующие два условия эквивалентны: 

1) группа А свободна 

2) каждая подгруппа конечного ранга, свободна. 

Доказательство. Докажем следование 1) = 2). 
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Пусть выполняется первое условие: счётная группа А свободна. В 
параграфе «Подгруппа свободной группы свободна» доказана, теорема, 
соответствующая названию. Таким образом, все подгруппы свободной 
группы свободны, в том числе подгруппы конечного ранга. Значит, вто- 
рое условие выполняется. Следование 1) = 2) доказано. 

Докажем следование 2) = 1). 

Пусть А — счётная группа без кручения, у которой каждая подгруппа 
конечного ранга свободна. Докажем, что А свободна. 

Так как А счётна, то у неё счётное количество элементов, и их можно 
пронумеровать: 

Вы 

Обозначение. А„ — множество, состоящее из нуля и из всех элементов 
а А, зависящих от {а1,...,@т}. 

В параграфе «Подгруппа зависимых элементов в группе без круче- 
ния» доказана теорема о том, что в группе без кручения множество всех 
элементов, зависящее от некоторого другого множества элементов, вме- 
сте с нулём является подгруппой. В нашем случае каждое множество 
А» является подгруппой. 

Лемма. Ранг группы А» не больше числа п. 

Доказательство. В параграфе «Ранг подгруппы зависимых элемен- 
тов» доказана теорема о том, что ранг подгруппы всех элементов, за- 
висящих от множества Х, равен мощности максимального множества 
независимых элементов внутри множества Х. Группа А» является под- 
группой всех элементов, зависящих от множества {а1,...,ав!. Следо- 
вательно, ранг группы А„ равен мощности максимального множества 
независимых элементов внутри множества {а1,...,@}. Это множество 
содержит п элементов, и любое подмножество в нём имеет не более п 
элементов. Следовательно, ранг группы А» не больше числа п: 

г(Ал) < п. 

Лемма доказана. 

Лемма. При увеличении группы (при добавлении новых элементов) 
ранг не может убывать. 

Доказательство. Ранг равен количеству максимальной независимой 
системы элементов. Если мы расширим группу, добавив новых элемен- 
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тов, то предыдущая максимальная независимая система сохранится. 
Независимость этой системы сохранится, потому что она определяется 
соотношениями между элементами внутри системы, а эти соотноше- 
ния не должны меняться при добавлении новых элементов к группе. 
В новой группе максимальная независимая система должна быть не 
меньше старой, а значит, ранг новой группы не меньше старого. Лемма 
доказана. 

Из доказанной леммы следует неравенство 

г(А») < г(Апла) для всех п. 

Лемма. т(Аз1) < (Ав) + 1. 

Доказательство. В группе А» среди элементов {а1,...,@и} существу- 
ет максимальная линейно независимая система, элементов. Количество 
элементов в системе равно (Ав). Все остальные элементы в {а1,...,@} 
зависят от этой системы. 

Добавим к множеству {а1,...,@и} один элемент аи-1. 

При добавлении элементов, если какой-то элемент был зависимым, 
то он зависимым и останется. Увеличение максимальной независимой 
системы может произойти только за, счёт элемента, а»-1, а он один. Зна- 
чит, ранг подгруппы А»„-1 может увеличиться по сравнению с рангом 
группы А» не более чем на единицу. Поэтому выполняется равенство 

"(Ап-т) — т(А») - 1. 

Лемма доказана. 

Лемма. Если группа А» не совпадает с Алла, то г(Ан1) = г(Аи) + 1. 

Доказательство. Неравенства 

г(А») < г(А,41), ТА) < т(А,) +1 

означают, что при возрастании номера ранг группы не убывает, а воз- 
растать может не более, чем на единицу. Значит, при увеличении номера 
группы ранг либо остаётся прежним, либо возрастает на единицу. 

Рассмотрим случай, когда ранг подгруппы Аи-1 такой же, как у груп- 
пы А»„. Тогда при добавлении к множеству {а1,...,@»} элемента, ар+1 
количество элементов в максимальной независимой системе не увели- 
чилось. Значит, элемент а„-1 не пополнил систему независимых эле- 
ментов, а пополнил систему зависимых. Таким образом, элемент аи-1 
зависит от системы элементов {а1,...,@}. Сама система {а1,...,@} 
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конечно же, зависит от самой себя. Отсюда все элементы в системе 
{ал,..., апна} зависят от системы {а1,...,@в!. Подгруппа Ап, по сво- 
ему определению, состоит из всех элементов, зависящих от элементов 
{ал, Е ана. 

Мы пришли к ситуации, когда элементы группы А» 1 зависят от мно- 
жества {а1,...,@и-т}, а множество {а1,..., ава} зависит от множества, 
{ал,..., @п!. В параграфе «Транзитивность зависимости» доказана тео- 
рема, что если элемент а зависит от множества Х, а множество Х за- 
висит от множества У, то элемент а зависит от множества У. В нашем 
случае элементы группы Ап+1 зависят от множества {а1,...,@} и по- 
этому являются элементами группы А». То есть, А’-1 © А». Так как 
подгруппы при добавлении элементов не убывают, то А» © Ант. Из 
этих двух включений следует равенство А» = Арт. 

Получается, что в случае совпадения рангов групп Ави А, группы 
Ави А„_1 совпадают. Но в условии леммы указано, что группы Ав 
и Аи:1 не совпадают. Значит, рассматриваемый случай противоречит 
условию леммы и мы должны его отбросить. 

Остаётся случай, когда при увеличении номера ранг возрастает на 
единицу: 


Только этот случай и может быть верным. Лемма доказана. 





Возможны только два случая: либо ранг группы А конечен, либо он 
бесконечен. Если ранг конечен, в условии теоремы указано, что любая 
подгруппа с конечным рангом свободна. Группа А является подгруппой 
конечного ранга внутри самой себя, следовательно, для неё выполняет- 
ся условие теоремы, и она свободна. Таким образом, в случае конечно- 
го ранга группы А теорема выполняется. Осталось рассмотреть случай 
бесконечного ранга А. 

Пусть ранг группы А бесконечен. Так как при добавлении в множе- 
ство {а1,...,@и} одного элемента, ранг возрастает не более чем на, еди- 
ницу, и при этом ранг должен дорасти до бесконечности, то цепочка 
рангов А»„ бесконечно возрастающая. Мы имеем возрастающую цепоч- 
ку подгрупп 

а о 


1164 


В этой цепочке могут быть повторяющиеся группы. Уберём из этой 
цепочки все повторяющиеся подгруппы, оставим только строго возрас- 
тающую цепочку: 

Сы © ВС 

Лемма. Ранг подгруппы В,» равен п: г(В„) = п. 

Доказательство. Мы убрали все повторяющиеся группы А» и оста- 
вили только возрастающие. У возрастающих групи ранг увеличивает- 
ся на единицу по сравнению с предыдущей. Следовательно, у каждой 
следующей подгруппы В„ ранг возрастает на единицу по сравнению с 
предыдущей. Так как ранг группы Ву = {0} равен нулю, то ранг под- 
групп В„ должен совпадать с их номером, то есть г(В„) = п. Лемма 
доказана. 

Лемма. А — это объединение всех подгрупп Вы. 

Доказательство. Мы строили подгруппы А», добавляя каждый раз 
новый пронумерованный элемент а». При этом мы пронумеровали все 
элементы группы А. Поэтому каждый элемент из А содержится в неко- 
торой подгруппе А». Следовательно, объединение подгрупп А», содер- 
жит все элементы группы А, то есть 

С" 

Когда мы определяли цепочку подгрупп В», то по сути не изменили 
цепочку А», только лишь убрали повторяющиеся подгруппы. Те же 
подгруппы, которые не повторялись, мы сохранили. Таким образом, 
состав подгрупп в цепочке В» такой же, как и в цепочке А». А значит, 
объединение всех подгрупп В» равно группе Д: 

а, 

Лемма доказана. 

Лемма. Каждая факторгруппа А/А» является группой без кручения. 

Доказательство. В параграфе «Подгруппа зависимых элементов в 
группе без кручения» доказана теорема: 

Пусть 

А — группа без кручения, 

{а ‹сг — подмножество её элементов, 

В — подгруппа всех зависимых от {а; ;<1 элементов. 

Тогда факторгруппа А/В является группой без кручения. 
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В нашем случае каждая подгруппа А„ — это подгруппа всех эле- 
ментов, зависимых от множества {а1,..., аи}. Следовательно, каждая 
факторгруппа А/А»„ является группой без кручения. Лемма доказана. 

Лемма. Факторгруппа В„-1/В» является группой без кручения. 

Доказательство. Раз А/А„ — группа без кручения и {В„} — это те 
же самые группы, что и {А}, только с другими номерами, то А/В» — 
группа, без кручения. 

Факторгруппа В„+1/В» — это подгруппа в факторгруппе А/В». Раз 
факторгруппа А/В» состоит только из элементов бесконечного поряд- 
ка, то и в её подгруппе В„-:/В»„ тоже все ненулевые элементы имеют 
бесконечный порядок. То есть, группа В„-1/В» является группой без 
кручения. Лемма доказана. 

Напоминание. Конечно порождёная группа, — это группа с конечным 
числом образующих элементов, то есть существует конечное число эле- 
ментов, из которых всевозможными операциями сложения и взятия об- 
ратного элемента, из них можно получить всю группу. 

Лемма. Факторгруппа В„-1/В»„ конечно порождённая. 

Доказательство. По условию теоремы, любая подгруппа конечного 
ранга в А является свободной. Подгруппа Ви-1 имеет конечный ранг й- 
1, следовательно, она свободна. Свободная группа конечного ранга, яв- 
ляется конечно порождённой (например у свободной группы (с1)Ф...Ф 
(с„1) конечным множеством порождающих является базис {с1,..., Си}. 

Пусть подгруппу В„-1 можно породить конечной системой образую- 
щих {[с1,...,Сит}. Эти элементы лежат в соответствующих смежных 
классах {с1,..., Си} по подгруппе В„. Операции со смежными клас- 
сами дублируют операции с их представителями. Раз всю группу Вит 
можно породить элементами {с1,...,Си1}, ТО факторгруппу Ви1/ Ви 
можно породить соответствующими смежными классами {С1,..., би}. 
Значит, факторгруппа, В„-1/В» является конечно порождённой. Лемма 
доказана. 

Лемма. Факторгруппа В„-1/В» является свободной группой. 

Доказательство. В параграфе «Разложение конечно порождённой абе- 
левой группы» доказана, теорема о том, что любая конечно порождён- 
ная абелева группа разлагается на прямую сумму циклических групп. 
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Каждая циклическая группа имеет образующий элемент, из которого 
образуется вся циклическая группа. 

Выше мы доказали лемму, что факторгруппа, В„1/В»„ является груп- 
пой без кручения. Следовательно в ней все элементы имеют бесконеч- 
ный порядок, в том числе образующие элементы циклических групи в 
прямом разложении. 

В итоге факторгруппа В»+1/В» разлагается на прямую сумму беско- 
нечных циклических групп, а значит, факторгруппа В»+1/В» удовле- 
творяет определению свободной группы. 

Итак, факторгруппа В»+1/В»„ является свободной группой. Лемма 
доказана. 

Лемма. Ранг каждой факторгруппы В„.1/В»„ равен единице. 

Доказательство. В параграфе «то(А) = то(В) + то(А/В)» доказана 
формула для ранга без кручения, которая указана в названии. В этом 
доказательстве мы исследуем группы без кручения, поэтому ранг сов- 
падает с рангом без кручения (ноль из формул для ранга мы можем 
убирать). Для случая группы Ви: и подгруппы В,„ эта формула имеет 
следующий вид: 

г( Ви) = т(В») + "(Вь+и В»). 

Вычтем из обеих частей равенства число г(В„): 

г(Ви-1) В (В, == "(В,-и/В,). 

В одной из лемм мы установили, что ранг каждой группы В„ равен 
п: 

(В = В = 

Подставим эти значения в формулу г(Ви1) — т(В») = т(В,а/ В»), 
получаем 

Вани В ЕЕ 

Лемма доказана. 

Ранг факторгруппы В„-1/В» равен единице, и в то же время она 
является свободной. Свободная группа ранга 1 — это бесконечная цик- 
лическая группа . Значит 

Ви-1/ В» = А. 

В параграфе «Свободная факторгруппа выделяется прямым слага- 
емым» доказана лемма о том, что если факторгруппа А/В является 
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бесконечной циклической группой #, то подгруппа В — прямое сла- 
гаемое. В нашем случае подгруппа В„ является прямым слагаемым в 
группе Би-1: 

В‚-1 = В ФС. 

В параграфе «(А Ф В)/А = В» доказанна формула в названии этого 
параграфа. В нашем случае 

В, / Вы == (В» Ф С)/В» — 

Так как факторгруппа В„-.1/В»„ является бесконечной циклической 
группой #/, то прямое слагаемое С’ тоже является бесконечной цикличе- 
ской группой 7. У бесконечной циклической группы есть образующий 
элемент. Обозначим образующий элемент группы С’ символом би: 

И. 

В таком случае разложение группы Вит на прямые слагаемые при- 
нимает вид 

Ви = В, Ф (бл) 

Аналогично, подгруппу В„ можно разложить на прямые слагаемые 
Вити (6): 

В, = ВФ (6). 

Разложение группы Бит принимает вид 

Ви = В,_1Ф (В, Ф бы 

Мы можем продолжать разложение, пока не дойдём до прямого сла- 
гаемого Ву = {0}. В итоге получаем разложение 

В» = (в,) Ф (1) Ф...Ф (1) = Фи). 

В параграфе «Вполне упорядоченное множество прямых слагаемых» 
доказана следующая теорема: 

Пусть 

[ — вполне упорядоченное множество индексов, 

45; +ег — подгруппы в некоторой абелевой группе, 

5; = Ф;<уАн 

Тогда Чего: = Фив! А. 

В нашем случае множество целых неотрицательных чисел п является 
вполне упорядоченным (любые два числа можно сравнить и любое под- 
множество этих чисел имеет минимальный элемент). В качестве под- 
групи А; у нас выступают подгруппы (6;), а в качестве 5; выступают 
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В». Выше мы доказали равенство А = \/® „В», а каждая подгруппа В» 
имеет разложение В„ = Ф;<„(6;). Из этого и из приведённой теоремы 
следует, что 

А = Чо В» = ФВ). 

Получается, что группа А является прямой суммой бесконечных цик- 
лических групи. Значит, группа А удовлетворяет определению своболд- 
ной группы. Группа, А является свободной группой. Следование 2) = 1) 
доказано. 

Мы доказали теорему в обе стороны. Теорема доказана. 


61.11 Группа и подгруппа с одинаковым конечным 
рангом 


Теорема. Пусть в группе А и её подгруппе В одинаковый конечный 
ранг: 

ПАР ВЕ 

Тогда факторгруппа А/В является периодической (состоит из эле- 
ментов конечного порядка). 

Доказательство. Рассмотрим в подгруппе Б максимальную независи- 
мую систему элементов +{61,...,6,} (количество элементов равно ран- 
гу г). Если элементы независимы в подгруппе, то они независимы и 
во всей группе. Раз ранг у группы и подгруппы одинаковый, то мак- 
симальная независимая система, в подгруппе будет максимальной и в 
группе. (Замечание: это утверждение можно делать только в случае ко- 
нечного ранга. Если ранг бесконечен, то возможна ситуация, когда, одно 
бесконечное множество содержит в себе другое, плюс содержит допол- 
нительные элементы, но при этом мощности этих множеств одинаковы. 
То есть, в таком случае максимальная независимая система, элементов 
в подгруппе не будет максимальной в группе.) Таким образом, в груп- 
пе А и подгруппе В имеется одинаковая максимальная независимая 
система элементов {61,...,6,}. 

Любой элемент д группы А линейно зависит от максимальной неза- 
висимой системы {61,...,6,}. То есть тд (для некоторого целого числа 
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т) равен некоторой линейной комбинации из системы элементов: 

тд = ты +... + п. 6. 

Так как элементы {6; +=, лежат в подгруппе В, то и их линейная 
комбинация тоже там лежит: 

п +... п,.0, Е В. 

Значит, и 79 тоже лежит в подгруппе: 

тд Е ВБ. 

Получается, что для любого элемента д группы А существует целое 
число 7 такое, что умножение элемента д на т переводит его в под- 
группу В. А значит, и смежный класс по подгруппе В с представителем 
д при умножении на 7 переводится в подгруппу: 

т(9 + В) = В. 

То есть, все смежные классы по подгруппе В при умножении на неко- 
торое число переводятся в подгруппу В. А подгруппа В — это ноль в 
факторгруппе А/В. Таким образом, все элементы факторгруппы А/В 
при умножении на некоторое целое число зануляются, то есть, имеют 
конечный порядок. Это значит, что факторгруппа А/В периодическая. 
Теорема доказана. 
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ГЛАВА 62 


Сервантные подгруппы 


Определение. Сервантная подгруппа — это такая подгруппа, В группы 
А, в которой для каждого элемента, 6 Е В и любого целого числа п = 0 
выполняется условие: 

если уравнение их = 6 имеет решение в группе А, то оно имеет ре- 
шение также в подгруппе В. 

(Если элемент из Бе В делится на п внутри группы А, то делится 
на 7 также внутри группы В.) 


62.1 Периодическая подгруппа сервантна 


Определение. Периодическая подгруппа, — это подгруппа всех элемен- 
тов конечного порядка. 

Теорема. Периодическая подгруппа, сервантна. 

Доказательство. Пусть Г — периодическая подгруппа абелевой груп- 
пы А. Возьмём в подгруппе Т произвольный элемент а: 

аеЕТ. 

Пусть уравнение 7.5 = а имеет решение в группе А: 

ЕЛ. 

Раз элемент а принадлежит периодической подгруппе Т', то умноже- 
ние его на некоторое число 7% даёт ноль: 

та, = 0. 

Умножим элемент т на число тп и учтём, что пт = а: 

пиар 0. 

Получается, что существует такое целое число тт, при умножении 
на которое элемент х обращается в ноль. Следовательно, элемент т 
принадлежит периодической подгруппе Т’: 

ВТ. 

Мы пришли к тому, что для произвольного элемента а Е Т и про- 
извольного целого числа, й =^ 0, если уравнение 7х = а имеет решение 


внутри подгруппы А, то оно имеет решение внутри подгруппы Т. Это 
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означает, что подгруппа Т является сервантной. 'Гаким образом, пери- 
одическая подгруппа всегда, сервантна. Теорема, доказана. 


62.2 пВ = В ППА эквивалентно сервантности 


Теорема. Пусть А — группа, В — подгруппа. Сервантность подгруппы 
ВБ эквивалентно выполнению равенств 

пВ = ВПпА для любого целого числа п. 

Доказательство. Докажем сначала в одну сторону. 

Пусть подгруппа В сервантна. Докажем, что пВ = ВПпА для лю- 
бого целого числа, п. 

Рассмотрим случай п = 0. В этом случае нам нужно доказать равен- 


ство 

0В = ВПОА. 

Так как умножение подгруппы на 0 даёт 0, то равенство принимает 
вид 

{0} = ВП {0}. 


Данное равенство очевидно верно. Таким образом, для случая п = 0 
равенство ПВ = ВПпА верно. 

Так как —А = А, то —-пА = пА. То есть, умножение на положитель- 
ные целые числа действует так же, как и умножение на отрицательные. 
Поэтому достаточно рассмотреть случай положительных чисел п, а из 
него будет вытекать случай отрицательных. 

Докажем включение пВ с ВПпА. 

По определению, все элементы в подгруппе пВ имеют вид элементов 
из подгруппы В, умноженных на число п. Аналогично с подгруппой 
пА. Так как все элементы подгруппы В являются элементами группы 
А, то все элементы в пВ являются элементами в ПА, что означает 
включение: 

пВ С пА. 

Умножение элемента на положительное число п, — это сложение эле- 
мента, с самим собой в п экземплярах. Так как В — подгруппа, то сложе- 
ние её элементов даёт элементы из этой же подгруппы. Следовательно, 
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все элементы подгруппы В принадлежат подгруппе В, что означает 
включение: 

ив С.В. 

Раз подгруппа пВ находится одновременно внутри подгрупп В ипА, 
то ®В находится в их пересечении: 

пВ с ВПпА. 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение ВПпА СпВ. 

Возьмём в множестве В Пп.А произвольный элемент 6: 

БЕ ВПпА. 

Так как 6 принадлежит пересечению множеств В Пп.А, то 6 принад- 
лежит обоим множествам из пересечения: 

ЕВ, ФЕТА. 

То, что 6 принадлежит п.А означает, что 

р = па для некоторого элемента а Е А. 

Получается, что элемент а является решением уравнения пх = 6. 
Таким образом, для элемента 6 из группы В уравнение пх = 6 имеет 
решение в группе А. Раз подгруппа В сервантна, то уравнение пх = В 
имеет решение в подгруппе В. Обозначим это решение В: 

пб’ =Ь, ге БЕ В. 

Элемент 76’ принадлежит подгруппе пВ, а вместе с ним и равный 
ему элемент 6 тоже принадлежит пВ: 

БЕпвВ. 

Получается, что произвольный элемент 6 из множества В ПпА при- 
надлежит подгруппе ®В. Следовательно, все элементы из множества 
ВПпА принадлежат подгруппе пВ, что означает включение 

ВпПлпА СпВ. 

Из противоположных включений 

пВ с ВПпА, ВПпА ств 

следует равенство 

пВ = ВПпА. 

Это равенство мы доказали для любых положительных чисел п, а 
следом и для отрицательных. Если добавить случай п = 0, то мы до- 
казали это равенство для всех целых чисел п. 
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В одну сторону теорема доказана. Докажем в другую. 

Пусть выполняется равенство В = В ПпА для любых целых чисел 
п. Докажем, что подгруппа В сервантна. 

Возьмём в группе В произвольный элемент 6: 

БЕ Б. 

Пусть п — любое целое ненулевое число. Допустим уравнение пл = в 
имеет решение в группе А. Решение уравнения обозначим а: 

па = 6, геае А. 

Элемент па принадлежит подгруппе п.А. Следовательно, равный ему 
элемент 6 тоже принадлежит этой подгруппе: 

фЕПА. 

Так как 6 принадлежит одновременно подгруппам В и ПА, то он 
принадлежит их пересечению: 

БЕ ВпПпА. 

По условию теоремы, для любого целого числа п выполняется равен- 
ство В ППА = п В. Откуда 

бе пВ. 

Принадлежность элемента 6 к подгруппе пВ означает, что элемент в 
представляется в виде пб’ Е пВ: 

Ь = пб’, глеб'Е ВБ. 

Получается, что уравнение п.л = 6 имеет решение в подгруппе ВБ. 

В итоге мы пришли к тому, что для любого элемента 6 Е В и любого 
ненулевого целого числа п выполняется условие: 

если уравнение пх = В имеет решение в группе А, то оно имеет ре- 
шение в подгруппе ВБ. 

То есть, группа В удовлетворяет определению сервантности. В дру- 
гую сторону теорема, доказана. Теорема доказана. 


62.3 р^В = ВПР^А эквивалентно р-сервантности 


Определение. р-сервантная подгруппа, — это такая подгруппа В группы 
А, в которой для каждого элемента, 6 Е В и любого натурального числа 
К выполняется условие: 
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если уравнение рАх = В имеет решение в группе А, то оно имеет 
решение также в подгруппе В. 

Теорема. Пусть А — группа, В — подгруппа. р-сервантность подгруп- 
пы В эквивалентно выполнению равенств 

риВ = ВПр"А для любого натурального числа К. 

Доказательство. Докажем сначала в одну сторону. 

Пусть подгруппа В р-сервантна. Докажем, что р^В = ВПРХА для 
любого натурального числа, К. 

Докажем включение р^В С ВПр^А. 

По определению, все элементы в подгруппе р^В имеют вид элементов 
из подгруппы В, умноженных на число р’. Аналогично с подгруппой 
р"А. Так как все элементы подгруппы В являются элементами группы 
А, то все элементы в р“В являются элементами в р“А, что означает 
включение: 

ВС р*А. 

Умножение элемента на положительное число р\ — это сложение эле- 
мента с самим собой в р\ экземплярах. Так как В — подгруппа, то 
сложение её элементов даёт элементы из этой же подгруппы. Следова- 
тельно, все элементы подгруппы 0^В принадлежат подгруппе В, что 
означает включение: 

ВС В. 

Раз подгруппа р’В находится одновременно внутри подгрупп В и 
РА, то р^В находится в их пересечении: 

ВС ВПЬКА. 

Включение доказано. 

Докажем обратное включение В ПрТА С р*В. 

Возьмём в множестве В П р^А произвольный элемент 6: 

БЕ ВПрГА. 

Так как 6 принадлежит пересечению множеств ВПр"А, то 6 принад- 
лежит обоим множествам из пересечения: 

ЕВ, БЕТКА. 

То, что 6 принадлежит р^А означает, что 

Ь = р^а для некоторого элемента а Е А. 

Получается, что уравнение р’х = 6 имеет решение а Е А. Таким 
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образом, для элемента 6 из группы В уравнение р‘х = 6 имеет решение 
в группе А. Раз подгруппа В р-сервантна, то уравнение р’ = 6 имеет 
решение в подгруппе В. Обозначим это решение В: 

ре = В, глеб'Е В. 

Элемент р” принадлежит подгруппе р^В, а вместе с ним и равный 
ему элемент 6 тоже принадлежит р^В: 

БЕ кВ. 

Получается, что произвольный элемент 6 из множества В П1*А при- 
надлежит подгруппе р“В. Следовательно, все элементы из множества 
ВОр\А принадлежат подгруппе р*В, что означает включение 

ВПР^А С р^В. 

Из противоположных включений 

ВС ВПрА, ВПрРАСиВ 

следует равенство 

“В = ВПРГА. 

Это равенство мы доказали для любых натуральных чисел К. 

В одну сторону теорема доказана. Докажем в другую. 

Пусть выполняется равенство р*В = ВПр"А для любых натуральных 
чисел К. Докажем, что подгруппа В р-сервантна. 

Возьмём в группе В произвольный элемент 6: 

Бе Б. 

Пусть А — любое натуральное число. Допустим, уравнение р’х = 6 
имеет решение в группе А. Решение уравнения обозначим а: 

р'а = 6, глеаЕ А. 

Элемент р’а принадлежит подгрупие р’А. Следовательно, равный 
ему элемент 6 тоже принадлежит этой подгруппе: 

ВЕКА. 

Так как 6 принадлежит одновременно подгруппам В и р"А, то он 
принадлежит их пересечению: 

БЕ ВПР^А. 

По условию теоремы, для любого натурального числа К выполняется 
равенство В ПА = р^В. Откуда 

рЕр*В. 
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Принадлежность элемента 6 к подгруппе р”В означает, что элемент 
Ь представляется в виде р^б' Е р"В: 

Ь = р®Ь', гле БЕ В. 

Получается, что уравнение р^л = $ имеет решение в подгруппе В. 

В итоге мы пришли к тому, что для любого элемента 6 Е В и любого 
натурального числа, К выполняется условие: 

если уравнение рАх = Ь имеет решение в группе А, то оно имеет 
решение в подгруппе В. 

То есть, группа В удовлетворяет определению р-сервантности. В дру- 
гую сторону теорема, доказана. Теорема доказана. 


62.4 Связь сервантности и р-сервантности 


Теорема. Подгруппа сервантна тогда и только тогда, когда она р-серван- 
тна для всех простых чисел р. 

Доказательство. Пусть А — группа, В — подгруппа. 

Докажем сначала, в одну сторону. 

Пусть подгруппа ВБ сервантна. 'Гогда, для неё выполняются равенства 

пВ = ВПтпА для любого целого числа п. 

В качестве и мы можем взять число р" для любого простого числа р 
и любого натурального числа К: 

“В = ВПРГА. 

То, что данное равенство выполняется для всех натуральных чисел 
К, означает, что подгруппа В р-сервантна. Так как число р может быть 
любым простым, то подгруппа В р-сервантна для всех простых чисел 
р. 

В одну сторону теорема доказана, докажем в другую. 

Пусть подгруппа В р-сервантна для всех простых чисел р. Тогда для 
подгруппы выполняются равенства 

риВ = ВПРГА, где К — любое натуральное число, р — любое простое 
число. 

Докажем, что пВ = ВПпА для любого целого числа, п. 

Рассмотрим случай п = 0. В этом случае нам нужно доказать равен- 
ство 


Е 


0В = ВПОА. 

Так как умножение подгруппы на 0 даёт 0, то равенство принимает 
вид 

бе ВЕН 

Данное равенство очевидно верно. Таким образом, для случая п = 0 
равенство ПВ = ВППА верно. 

Так как —А = А, то —-пА = пА. То есть, умножение на положитель- 
ные целые числа действует так же, как и умножение на отрицательные. 
Поэтому достаточно рассмотреть случай положительных чисел п, а из 
него будет вытекать случай отрицательных. 

Пусть пи — произвольное натуральное число. Любое натуральное чис- 
ло можно разложить на произведение простых множителей. Разложим 
число п: 

А Ш 

п=ру...Р! 

с 
следствие о том, что если п = р1'р?...ре, то пА =ргАПр>?АП. 

о АВ 
нашем случае 
1 1 

Аи АП. Л, эВ ВП ПОВ: 

Мы условились, что для любого натурального числа К и любого про- 
стого числа р выполняется равенство В = ВПРр^А. В частности, 
выполняются равенства р'В = ВПр;'А. Воспользуемся этими равен- 

© 75 7% . 
ствами для замены выражений р,'В на выражения В Пр‚'А: 
1 71 т 

Во В.о в= ВАМ. ВА. 

Пересечение множеств всегда ассоциативно, поэтому мы можем рас- 
крыть скобки: 

ТТ 

(ВПРАВО АВ ПРАГИ. 

со бое о 
любые члены. Сгруппируем члены В вместе: 

т Ш зв т 

В АВГ АВВ Ааа, 4 

Пересечение множества, с самим собой даёт это же множество, поэто- 
му набор из членов В можно заменить одним В: 

ее 

Выше мы установили равенство п.А = —_ . Пр’А, которым 

у р Р1 В } р 
теперь можем воспользоваться: 
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ВПр!'АП...Пр’А = ВПпА. 

Через цепочку равенств мы пришли от выражения ®В к выражению 
ВПпА. Следовательно, эти выражения равны: 

пВ = ВПпА. 

Данное равенство выполняется для любых натуральных чисел п, а 
следом и для любых целых отрицательных. Добавляем к этому рас- 
смотренный случай п = 0 и приходим к тому, что равенство В = 
В ПпА выполняется для всех целых чисел п. Это означает, что под- 
группа ВБ сервантна. 

Таким образом, из р-сервантности для всех простых чисел р следует 
сервантность. В другую сторону теорема, доказана. Теорема доказана. 


62.5 Прямое слагаемое сервантно 


Теорема. Прямое слагаемое является сервантной подгруппой. 
Доказательство. Пусть А — группа, В — прямое слагаемое в ДА: 
ЕЮ 
Возьмём в прямом слагаемом В произвольный элемент 6: 

БЕ Б. 

Для любого целого ненулевого числа п рассмотрим уравнение 

ПВ. 

Допустим, уравнение 7х = 6 имеет решение во всей группе. А. Обо- 
значим это решение а: 

па = 6. 

Любой элемент группы А представляется в виде суммы элементов 
из прямых слагаемых В и С. Запишем соответствующее разложение 
элемента а: 

а=ьр+с, гебБбЕВ,С ЕС. 

Так как па = 6, то при умножении элемента а = В + с на число п, 
получается элемент 6: 

пы с) = пб + пс = 6. 

Умножение элемента подгруппы на целое число даёт элемент этой же 
подгруппы. Разбфе В, с Е С, то 

пи ЕВ, пс ЕС. 
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В прямой сумме разложение элемента, единственно. Так как 6 нахо- 
дится в прямом слагаемом В, то для него имеется разложение 

Ь=6-+0. 

С другой стороны, для 6 есть другое разложение: 6 = пб’ + пс. Эти 
разложения должны быть равны: 

О =иб' + пс. 

Причём должны быть равны соотвествующие члены разложения: 

—10.. О(=90. 

Равенство 6 = пб’ означает, что уравение их = 6 имеет решение в 
подгруппе В. 

Мы пришли к тому, что для любого элемента 6 Е ВБ и любого целого 
ненулевого числа п выполняется условие: 

если уравнение их = В имеет решение в группе А, то оно имеет ре- 
шение также в подгруппе В. 

То есть, подгруппа В удовлетворяет определению сервантности. Пря- 
мое слагаемое В является сервантной подгруппой. Теорема, доказана. 
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Часть \/| 


Графы 
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ГЛАВА 63 


Введение в графы 


63.1 Определение графа 


Граф — это множество вершин, некоторые из которых соединены ли- 
ниями (рёбрами). 

Другими словами, граф — это множество вершин и множество выде- 
ленных пар вершин, где выделенная пара вершин называется ребром. 


63.2 Определение валентности (степени) вершины 


Инцидентное вершине ® ребро — это ребро, соединённое с вершиной %. 
уа1 и — валентность вершины ® — количество рёбер, инцидентных %. 
Валентность вершины также называют степенью и обозначают 4ес%. 
Комментарий к названиям. По своему смыслу слово «валентность» 

кажется предпочтительнее, потому что близка химическая аналогия, 

где валентность означает количество возможных соединений у атома. 

Но слово «степень» звучит проще, от чего может возникать дополни- 

тельная склонность его употреблять. Я считаю, что в науке точность 

смысла важнее красоты и простоты, хотя красота и простота тоже нуж- 

ны, но во вторую очередь. Тем не менее оба слова «валентность» и 

«степень» широко используются в разных математических текстах. Я 

буду употреблять слова исходя из того, какие слова употребляются в 

текстах, по которым я делаю разборы теорем. Но с некоторым преиму- 

ществом у слова «валентность», когда возникают сомнения. 


63.3 Сумма степеней вершин равна удвоенному 
числу рёбер 
Теорема. Сумма степеней всех вершин графа равна удвоенному числу 


рёбер. 
1182 


Доказательство. Чтобы посчитать сумму степеней всех вершин, нуж- 
но посчитать все выходящие из всех вершин концы рёбер. У каждого 
ребра, два конца. Отсюда количество выходящих из вершин концов рё- 
бер в два раза больше количества рёбер. Таким образом, сумма степеней 
вершин равна удвоенному числу рёбер. 


63.4 Число вершин с нечётной степенью чётно 


Теорема. Число вершин с нечётной степенью чётно. 

Доказательство. В параграфе «Сумма степеней вершин равна удво- 
енному числу рёбер» доказана теорема, соответствующая названию. 
Удвоенное число рёбер — это чётное число. Значит, сумма степеней 
вершин является чётным числом. 

Сумму степеней всех вершин можно разбить на две части: сумму 
по вершинам с чётной степенью и сумму по вершинам с нечётной сте- 
пенью. Очевидно, что сумма чётных степеней чётна. Таким образом, 
первая часть суммы чётна, и общая часть суммы чётна, следовательно, 
вторая часть суммы тоже должна быть чётной. То есть, сумма степеней 
вершин с нечетной степенью чеётна. 

Сумма нечётных чисел может быть чётной лишь тогда, когда коли- 
чество этих чисел чётно. Поэтому сумма степеней вершин с нечётной 
степенью должна содержать чётное количество членов. 'Го есть, должно 
быть чётное число вершин с нечётной степенью. 'Теорема, доказана. 


63.5 В цепи есть простая цепь 


Определения. 

Цепь — это последовательность связанных рёбер и вершин. Цепь 
можно обозначать цепочкой вершин 10%1%2...%„_1%, где 00 — начало 
цепи, ©„ — конец цепи, все соседние вершины смежные. 

Простая цепь — это цепь, вершины которой не повторяются. 

Теорема. В любой цепи между двумя разными точками и и % есть 
простая цепь. 
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Доказательство. Если в цепи есть повторяющиеся вершины, то уча- 
сток между двумя появлениями одной вершины можно вырезать. По- 
лучается, что участок между двумя появлениями одной вершины за- 
меняется на эту вершину. Все вершины и рёбра новой цепи содержат- 
ся в предыдущей, в том числе начальная и конечная вершина, и и %. 
Но теперь повторявшаяся раньше вершина вместо двух раз появляется 
один. 'Го есть, количество появлений повторяющихся веригин уменьши- 
лось. Удалим все участки между повторяющимися вершинами, пока 
повторения не исчезнут. Мы получим цепь между точками ци и %, ко- 
торая состоит из рёбер и вершин исходной цепи. То есть, нам удалось 
выделить из и-9-цепи простую \-9-цепь. Теорема, доказана. 


63.6 Все вершины имеют степень 2 


Определения. 

Цикл - это цепь, у которой начало и конец совпадают. 

Простой цикл — это цикл, у которого нет повторяющихся вершин 
(кроме начальной и конечной). 

Теорема. Граф, все вершины которого имеют степень 2, является мно- 
жеством непересекающихся простых циклов. 

Доказательство. Пусть С’ — граф, все вершины которого имеют сте- 
пень 2. То есть, к каждой вершине присоединены два ребра. Это значит, 
что если мы зашли в эту точку по какому-то ребру, то можем выйти 
из неё по другому ребру. Таким образом, любая точка графа С’ может 
быть частью цепи, у которой не повторяются рёбра. 

Возьмём какую-нибудь точку графа (+, станем в неё и начнём от этой 
вершины движение по рёбрам. Мы рассматриваем только конечные гра- 
фы, поэтому мы не можем идти вечно по графу без повторения вершин 
в нашем пути. Однажды какая-то вершина повторится. Участок пути, 
начинающийся и заканчивающийся в повторяющейся верпитине, являет- 
ся циклом. Таким образом, мы нашли в графе С цикл. 

К циклу не может быть прикреплена сторонняя цепь, потому что 
точка соединения цикла и сторонней цепи будет иметь степень три. А, 


как мы условились, в графе С таких точек нет. 
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Лемма. Любой цикл в графе С прост. 

Доказательство. Допустим, что в графе С есть непростой цикл. Обо- 
значим его {. При движении по простому циклу повторяющейся верши- 
ной может быть только начальная и конечная. Так как / — непростой 
цикл, то в движении по нему мы столкнёмся с повторяющейся точкой 
и, помимо начальной и конечной. 

Участок пути между двумя появлениями точки %® является циклом. 
Обозначим его 7. 'Гочка ® является начальной и конечной точкой цик- 
ла /‚. Внутри цикла, 7, вершина ® прикреплена к двум рёбрам - начало 
пути и конец пути. 

При этом мы пришли к точке %, идя по циклу //. То есть, к вершине 
®, помимо рёбер из цикла /, прикреплено ещё ребро, через которое мы 
в первый раз попали в вершину %, идя по циклу Д. Получается, что у 
вершины % валентность больше 2. А это противоречит условию теоре- 
мы. Следовательно, в графе С нет непростых циклов. Лемма доказана. 

Разные простые циклы в графе С не могут иметь общих вершин, 
потому что к такой вершине цикла будет прикреплена цепь другого 
цикла, что невозможно. 

Таким образом, граф С является множеством непересекающихся про- 
стых циклов. Теорема доказана. 
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ГЛАВА 64 


Деревья 


64.1 Определения 


Ациклический граф — граф, у которого нет простых циклов. 
Связный граф — граф, любые две вершины которого можно соеди- 
нить простой цепью. 
Дерево — связный ациклический граф. 
Лес — множество деревьев. 


64.2 Любые две вершины соединены единственной 
простой цепью 


Теорема. Для графа С следующие утверждения эквивалентны. 

1) С — дерево, 

2) любые две вершины в С соединены единственной простой цепью. 

Доказательство. Докажем следование 1) = 2). 

Дерево по своему определению является связным графом. То есть, 
любые две его вершины соединены простой цепью. Осталось доказать 
единственность этой цепи для каждой пары вершин. 

Допустим противное: в дереве есть такие две вершины, что их со- 
единяют две разные простые цепи. Они начинаются в одной вершине 
и заканчиваются в другой. Начнём движение по этим двум цепям из 
первой вершины. Первые рёбра этих цепей на начальном этапе пути 
могут совпадать. Но цепи разные и однажды пути должны разойтись. 
Пути расходятся в некоторой вершине. В итоге пути должны привести 
к одной точке. А значит, после расхождения путей они должны одна- 
жды сойтись в некоторой точке. Выделим участки цепей между точкой 
расхождения путей и ближайшей точкой схождения. Участки простой 
цепи являются простыми цепями. Мы имеем две простые цепи, кото- 
рые начинаются из одной точки и заканчиваются в другой одинаковой 


1186 


для обеих цепей точке. Между этими точками никаких пересечений 
нет, потому что мы выбирали участок путей между ближайшими точ- 
ками расхождения и схождения (между ними точек соединения быть 
не может). Мы можем пройти по одной из этих цепей и вернуться по 
другой в исходную точку. Путь, по которому мы прошли, является про- 
стым циклом, потому что мы вернулись в исходную точку и по пути не 
встречались повторяющиеся рёбра, и точки. 

Мы смогли найти в дереве цикл. Но в дереве циклов не бывает по его 
определению. Допущение наличия двух разных простых цепей, соеди- 
няющих пару вершин, приводит к противоречию с определением де- 
рева. Следовательно, каждая пара вершин соединяется единственной 
простой цепью. 

Следование 1) = 2) доказано. 

Докажем следование 2) = 1). 

Пусть любые две вершины графа соединяются единственной простой 
цепью. Докажем, что этот граф дерево. По определению, дерево связно 
и ациклично, поэтому нам нужно доказать связность и ацикличность. 

По условию, любые две вершины графа соединены простой цепью. 
Это значит, что граф связен. 

Осталось доказать ацикличность. Допустим, в графе имеется простой 
цикл. В простом цикле любые две вершины соединяются двумя цепями, 
что противоречит единственности соединяющих цепей. Наличие цикла 
в графе приводит к противоречию с условием, следовательно, в графе 
нет циклов. 

Мы доказали связность и ацикличность графа, следовательно, он яв- 
ляется деревом. 

Следование 2) = 1) доказано. 

Мы доказали теорему в обе стороны. Теорема доказана. 


64.3 Удаление ребра даёт два дерева 


Теорема. Если из дерева удалить ребро, то полученный граф будет 
несвязным. 
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Доказательство. Возьмём в дереве произвольное ребро и, где ии — 
вершины, являющиеся концами этого ребра. В параграфе «Любые две 
вершины соединены единственной простой цепью» доказана теорема 
для деревьев, соответствующая названию. Вершины и и % соединены 
ребром их. Одно ребро является простой цепью. Так как мы рассмалт- 
риваем дерево, то и — это единственная простая цепь, соединяющая 
вершины и и %. Если мы ребро и удалим, то вершины и и ® больше не 
будет соединять никакая простая цепь. По определению связного гра- 
фа, любые две вершины в нём должны соединяться простой цепью. В 
полученном после удаления ребра графе вершины и и % не соединены 
никакой цепью. Следовательно, полученный граф не является связным. 
Теорема доказана. 

Определение. Связная компонента — максимальный связный под- 
граф, вершины которого не соединены ни с какими вершинами из осталь- 
ных частей графа. 

Теорема. Если из дерева удалить ребро, то полученный граф будет 
содержать ровно две связные компоненты. 

Доказательство. В предыдущей теореме мы доказали, что после уда- 
ления ребра дерево превращаяется в несвязный граф. То есть, в этом 
графе более одной связной компоненты. Допустим, что в полученном 
графе больше двух связных компонент. 

Одно ребро связывает только две вершины. Поэтому одним ребром 
можно связать только две связные компоненты друг с другом. Третья 
компонента останется несвязной. Получается, что после удаления ребра 
мы получили несвязный граф, а если вернуть ребро, то всё равно оста- 
нется отделённая компонента, и граф будет несвязным. Противоречие. 
Допущение образования более двух связных компонент после удаления 
ребра приводит к противоречию. Следовательно, после удаления ребра 
в дереве образуется не более двух связных компонент. И ранее мы до- 
казали, что образуется не менее двух связных компонент. В итоге после 
удаления получается ровно две связные компоненты. Теорема, доказана. 

Теорема. Если из дерева удалить ребро, то полученный граф является 
двумя деревьями. 

Доказательство. По определению дерева, в нём нет циклов. После 
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удаления каких-нибудь рёбер или вершин циклы появиться не могут. 
Поэтому любой подграф дерева является ациклическим. 

В предыдущей теореме доказано, что после удаления ребра из де- 
рева получаются две связные компоненты. Каждая из этих компонент 
является подграфом дерева, а значит ациклична. Связная компонента 
связна по своему определению. Таким образом, мы имеем два, ацикли- 
ческих связных графа. Ациклический связный граф — это дерево. В 





итоге после удаления из дерева одного ребра мы получили два, дерева. 
Теорема доказана. 


644 р=а+1 


Теорема. Пусть р — количество вершин, 4 — количество рёбер. Для 
графа С’ следующие утверждения эквивалентны. 

1) С — дерево, 

2) а — связный граф и р =а-Т1, 

3) а — ациклический граф и р =а- 1. 

Доказательство. Докажем следование 1) = 2). 

Пусть граф С является деревом. Нам нужно доказать связность и 
соотношение р = 4+1. Дерево связно по своему определению. Остаётся 
доказать лишь соотношение р = 4-1. Доказывать будем по индукции. 

Рассмотрим случай дерева с одной вершиной: р = 1. В этом случае 
рёбер нет: 4 = 0. Подставим эти числа в равенство р = 4+1, получается 
1 =0- 1 — это равенство верно. В случае с одной веритиной равенство 
р =а-1 выполняется. 

Рассмотрим случай дерева с двумя вершинами: р = 2. В этом случае 
должно быть одно ребро, потому что дерево по определению связно: 
4 = 1. Подставим эти числа в равенство р = 4+ 1, получается 2 = 1-1 
— это равенство верно. В случае с двумя вершинами равенство р = 9+1 
выполняется. 

Пусть для всех деревьев с количеством веритин < р количество вер- 
шин на единицу больше количества рёбер. Докажем, что для случая 
дерева с р вершинами количество вершин на 1 больше количества, рё- 
бер. 
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В параграфе «Удаление ребра, даёт два дерева» доказана, теорема для 
деревьев, соответствующая названию. Удалим из исследуемого дерева 
одно ребро, получаем два, дерева. Исходный граф содержал р вершин. 
После удаления ребра количество вершин не уменьшается. То есть, у 
двух полученных деревьев количество вершин вместе взятых равно р. 
Но в каждом из двух деревьев количество вершин < р. Поэтому для 
них работает предположение индукции: в каждом из двух графов ко- 
личество вершин на 1 больше количества, рёбер. Если сложить верши- 
ны и сложить рёбра, то получится, что общее количество вершин на 2 
больше общего количества, рёбер. Когда мы вернём удалённое ребро, то 
общее количество вершин окажется на 1 больше общего количества рё- 
бер. Таким образом, для дерева с р вершинами выполняется равенство 
Рр=а+1. 

Мы доказали, что если равенство выполняется для деревьев < р вер- 
шинами, то оно выполняется и для деревьев с р вершинами. Следова- 
тельно, оно выполняется для деревьев с любым конечным количеством 
вершин. 

Следование 1) = 2) доказано. 

Докажем следование 2) = 3). 

По второму условию теоремы, граф С' связный и выполняется равен- 
ство р = 4+1. Нам нужно доказать третье условие: граф С является 
ацикличным и р = 4+ 1. Равенства совпадают, нам остаётся доказать 
ацикличность графа С. 

Допустим противное: граф С содержит простой цикл. Количество 
вершин в цикле обозначим п. Количество вершин в простом цикле сов- 
падает с количеством рёбер, поэтому в цикле п рёбер. Общее количе- 
ство вершин графа равно числу р, отсюда количество вершин графа 
вне цикла равно р — п. 

Так как граф С связный, то от любой внешней вершины можно про- 
тянуть к любой вершине из цикла цепь. Разные цепи от внешней вер- 
шины до цикла имеют разную длину. Мы можем среди всех этих цепей 
выбрать кратчайшие. От одной внешней вершины может идти несколь- 
ко кратчайших путей к циклу. Все эти кратчайшие пути имеют одина- 
ковую длину (иначе большую из них нельзя называть кратчайшей). 
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Установим следующее соответствие между внешними вершинами и 
рёбрами. Каждой внешней вершине поставим в соответствие смежные 
с ней рёбра в кратчайших путях до цикла. 

Лемма. Разным внешним вершинам соответствуют разные рёбра. 

Доказательство. Допустим, это не так: имеются две внешние верши- 
ны ци, которым соответствует одно и то же ребро. Это ребро должно 
быть инцидентно одновременно вершинам и и %, поэтому это не может 
быть не что иное как ребро их. 

От вершины и через ребро ‘их тянется кратчайший путь к циклу 
00102 ...%ь. Этот путь имеет длину К + 1 (К -+ 1 ребро). 

От вершины ® через ребро хи тянется кратчайший путь к циклу 
иШили... 4. Этот путь имеет длину [+1 (1- 1 ребро). 

В то же время от вершины % тянется путь к циклу 19%112...%х. Он 
имеет длину К. Длина данного пути не может быть меньше кратчайшего 
(1-1), поэтому 

Е 

А от вершины и тянется путь к циклу и1и2...щ. Он имеет длину 
[. Длина данного пути не может быть меныше кратчайшего (Ё + 1), 
поэтому 

1 < Ь, 

Вычтем из обеих частей неравенства единицу: 

К < [-1. 

Мы установили два неравенства: 

[+1<А К<[-1. 

Из этих двух неравенств следует неравенство 

[+1<[—1. 

Это неравенство неверно. 

Таким образом, допущение о наличии вершин, которым соответству- 
ет одно ребро, приводит к неверному неравенству. Следовательно, не 
может одно ребро соответствовать двум разным вершинам. У разных 
внешних вершин разные соответствующие рёбра. Лемма доказана. 

Итак, мы имеем р—п внешних вершин. Каждой вершине соответству- 
ет не менее одного ребра. Каждое такое ребро не принадлежит циклу, а 
принадлежит цепи, ведущей к циклу. То есть, каждое соответствующее 
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внешней вершине ребро находится вне цикла. Таким образом, вне цик- 
ла имеется > р -— п рёбер. Напомню, что в цикле содержатся п вершин 
и п рёбер. 

Посчитаем общее количество вершин и рёбер в графе (х. В цикле п 
вершин, вне цикла р — п вершин, всего р вершин. В цикле п рёбер, 
вне цикла > р — п рёбер, всего > р рёбер. Получается, что рёбер не 
меньше, чем вершин. (Другими словами, веригин не больше, чем рёбер.) 
Хотя формула р = 4+1 из второго условия теоремы говорит о том, 
что вершин должно быть на одну больше, чем рёбер. Таким образом, 
наличие в графе С’ цикла приводит к противоречию с формулой р = 
4+1. Следовательно, в графе С нет циклов. Мы доказали ацикличность, 
которую нам оставалось доказать. 

Следование 2) = 3) доказано. 

Докажем следование 3) = 1). 

В третьем условии указано, что С является ациклическим графом и 
выполняется равенство р = 9+1. Нам нужно доказать, что С’ — дерево. 

По определению, дерево является ациклическим связным графом. 
Ацикличность указана в третьем условии теоремы. Значит, нам оста- 
лось доказать связность графа (С. 

Допустим, что граф С несвязен. Тогда, он состоит из нескольких связ- 
ных компонент. Каждая компонента связна и ациклична, поэтому явля- 
ется деревом. Таким образом, граф С' является несколькими деревьями. 
Обозначим количество деревьев п. В следовании 1) = 2) мы установи- 
ли, что у деревьев количество вершин на единицу больше количества 
рёбер. Поэтому для 1-го дерева выполняется равенство 

где р; — количество вершин в 1-м дереве, 4; — количество рёбер в 1-м 
дереве. 

Сложим все равенства, для всех т деревьев: 

У У АИ. 

Сумма всех вершин = р; должна быть равна, р, сумма всех рёбер 
\` 14; должна быть равна 4. В итоге получается равенство 

р=ап. 

Это равенство при количестве компонент п, > 2 противоречит равен- 
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ству р = 9+1 из третьего условия. Допущение несвязности графа С 
приводит к противоречию с равенством р = 9+ 1. Следовательно, граф 
С! связен. Этим мы доказали оставшееся свойство дерева для графа (. 
Следование 3) = 1) доказано. 
Мы доказали теорему по цепочке 1) = 2) = 3) = 1). Следовательно 
все три условия для графа С' эквивалентны. Теорема доказана. 


64.5 Соединение вершин даёт один цикл 


Определение. А, — полный граф с р вершинами — граф, все р вершин 
которого соединены друг с другом рёбрами. 

Теорема. Для графа С следующие утверждения эквивалентны. 

1) С — дерево, 

2) С — ациклический граф, и если любую пару несмежных вершин 
соединить ребром х, то в графе С + х будет ровно один простой цикл, 

3) С — связный граф, отличный от А» для р > 3, иесли любую пару 
несмежных вершин соединить ребром т, то в графе С - т будет ровно 
один простой цикл. 

Доказательство. Докажем следование 1) = 2). 

Пусть С — дерево. Дерево, по своему определению, является связ- 
ным ациклическим графом. Таким образом, ацикличность из второго 
условия уже имеется, остаётся доказать, что соединение любой пары 
несмежных вершин даёт граф с ровно одним простым циклом. 

Возьмём в графе С’ произвольную пару несмежных вершин и и %. В 
параграфе «Любые две вершины соединены единственной простой це- 
пью» доказана, теорема для деревьев, соответствующая названию. Так 
как граф С является деревом, то его вершины \ и ® соединены простой 
цепью. и — это начало цепи, ® — конец. Если соединить вершины и и 
® ребром, то цепь замкнётся. Замкнутая простая цепь — это простой 
ЦИКЛ. 

Этим мы доказали, что если соединить любую пару несмежных вер- 
шин дерева, то появится цикл. Осталось доказать, что этот цикл един- 
ственный. 
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Допустим, что после соединения вершин и и %® образовалось два, раз- 
ных простых цикла. 

Лемма. Ребро их принадлежит обоим циклам. 

Доказательство. Допустим, что это не так: одному из образовавшихся 
циклов ребро и не принадлежит. Тогда, если мы снова удалим ребро 
ии, то цикл, который это ребро не содержал, не изменится. Получится, 
что в дереве имеется цикл. Но дерево ациклично. Допущение, что ребро 
и принадлежит не всем образовавшимся циклам, приводит к проти- 
воречию. Следовательно, ребро их принадлежит всем образовавшимся 
циклам. Лемма доказана. 

В любом простом цикле между любыми двумя его вершинами можно 
пройти двумя путями. Внутри одного цикла от вершины и к вершине 
® можно пройти как по ребру о, так и по второй цепи цикла. Через 
ребро их проходит два цикла. Следовательно, помимо ребра их от вер- 
шины и к вершине ® можно добраться ещё двумя разными простыми 
путями. Удалим ребро ‘и, и эти две цепи между и и должны остаться. 
Получается, что в дереве имеются две вершины, которые соединяются 
двумя простыми цепями. В параграфе «Любые две вершины соединены 
единственной простой цепью» доказана теорема, для деревьев, соответ- 
ствующая названию. Таким образом, допущение возникновения двух 
циклов от соединения вершин ребром, противоречит свойству деревьев 
о единственности соединяющей цепи. Следовательно, при соединении 
двух несмежных вершин дерева возникает ровно один цикл. Этим мы 
доказали оставшееся свойство в условии 2). 

Следование 1) = 2) доказано. 

Докажем следование 2) = 3). 

Второе условие гласит, что а — ациклический граф, в котором со- 
единение любых двух несмежных вершин даёт граф с ровно одним 
простым циклом. Нам нужно доказать третье условие: граф С’ связ- 
ный, отличается от Ар для р > 3, и соединение любых двух несмежных 
вершин даёт граф с ровно одним простым циклом. 

Условие, что соединение любых двух несмежных вершин даёт граф 
с ровно одним простым циклом, уже выполнено. Осталось доказать 
связность графа С’, и что он отличается от Ар для р > 3. 
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Допустим, граф С несвязен. Тогда в нём есть отделённые друг от дру- 
га, компоненты. Соединим две компоненты ребром. То есть, соединим 
вершину и из одной компоненты с вершиной ® другой компоненты реб- 
ром и. По второму условию, в получившемся графе имеется простой 
цикл. Очевидно, этот цикл проходит через ребро и. 

Любые две вершины в простом цикле соединены двумя цепями. В 
частности, вершины и и % соединены ребром их и ещё одной цепью. 
Если удалить ребро о, то вторая цепь останется. Получается, что две 
вершины из разных компонент связаны цепью. Но ведь компоненты 
не могут быть связаны цепью. Противоречие. Допущение несвязности 
графа приводит к противоречию с самим собой. Следовательно, граф 
С связен. 

Связность графа С’ доказали, осталось доказать, что он отличен от 
Кр при р > 3. 

В графе Ар при р > 3 все вершины соединены рёбрами по его опре- 
делению. В том числе любые три его вершины соединены рёбрами и 
образуют треугольник, который является простым циклом. А, по вто- 
рому условию, граф С’ должен быть ацикличным. Значит, граф С не 
является К». Этим мы доказали оставшееся свойство в условии 3). 

Следование 2) = 3) доказано. 

Докажем следование 3) = 1). 

По третьему условию, граф С’ связен, отличен от К» при р > 3, 
и соединение любых двух несмежных рёбер даёт граф с ровно одним 
циклом. Нужно доказать, что С’ — дерево. 

Дерево, по своему определению, является связным ациклическим гра- 
фом. Связность уже имеется в третьем условии. Следовательно, нам 
осталось доказать ацикличность. 

Допустим, в графе С есть простой цикл. Возможны два случая: 

1) цикл содержит 3 вершины, 

2) цикл содержит > 4 вершины. 

Рассмотрим случай 1: цикл содержит 3 вершины: %1, 12, 13. 

Граф не может быть треугольником Аз, потому что это исключено 
третьим условием теоремы. Значит, имеются вершины вне цикла. По 
третьему условию теоремы, граф связен. Поэтому цикл должен быть 
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соединён с некоторой внешней к нему вершиной. Обозначим её и. Бу- 
дем считать, что вершина и соединена с вершиной 11 (вершины цикла 
мы можем называть как угодно, и можем просто назвать соединённую 
вершину 91, соответственно назвав остальные вершины цикла). 

Возможны два случая: 

1.1) в графе С хотя бы одно из рёбер хи %зи отсутствует, 

1.2) в графе С' имеются рёбра 2 и %зи. 

Рассмотрим случай 1.1. 

Если отсутствует ребро %2и, то мы можем добавить это ребро, и по- 
лучим новый цикл и%1%2и в дополнение к старому. 

Если отсутствует ребро %зи, то мы можем добавить ребро %зм, и по- 
лучим новый цикл 1% зи в дополнение к старому. 

То есть, добавление ребра даёт граф с двумя простыми циклами, что 
противоречит третьему условию. Таким образом, случай 1.1 содержит 
в себе противоречие и поэтому невозможен. 

Рассмотрим случай 1.2: в графе С имеются рёбра ти и %3м. 

В таком случае в графе С помимо цикла %1152%03%1 имеется ещё и цикл 
ио2и. То есть, в графе С уже более одного цикла. 

При этом граф С отличен от Ар. В Кр все вершины соединены друг 
с другом. А значит в графе С должны быть несоединённые верши- 
ны. Соединим какие-нибудь несмежные вершины графа (С. Имеющиеся 
простые циклы от этого не уничтожатся. Получается, что после присо- 
единения ребра к графу С в получившемся графе имеется более одного 
цикла. А это противоречит третьему условию теоремы. Таким образом, 
случай 1.1 содержит в себе противоречие и поэтому невозможен. 

Случай 1 состоит из случаев 1.1 и 1.2. Оба этих случая невозможны. 
Значит и случай 1 невозможен. 

Рассмотрим случай 2: цикл содержит > 4 вершин: 11, 12, 13,...,%% 
(8 =) 

Возможны два случая: 

2.1) в цикле 111293... 1 имеются несмежные вершины, 

2.2) в цикле 111293 ...%01 отсутствуют несмежные вершины. 

Рассмотрим случай 2.1. Переобозначим вершины в цикле %112%03...%1 
так, чтобы одна, из несмежных вершин была %1. Индекс второй несмеж- 
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ной вершины обозначим [. Соединим эти вершины ребром 11/1. После 
соединения ребром мы получаем два простых цикла: 

0192... 01, ОН... 91. 

Этот случай противоречит третьему условию теоремы. Случай 2.1 
противоречив. 

Рассмотрим случай 2.2. Все вершины в цикле 111203... %®1 смежны. 
Кроме самого цикла имеется например цикл %112%3%1. То есть, в графе 
С уже есть больше одного цикла. 

При этом граф С отличен от Ау. В Кр все вершины соединены друг 
с другом. А значит в графе С должны быть несоединённые верши- 
ны. Соединим какие-нибудь несмежные вершины графа (С. Имеющиеся 
простые циклы от этого не уничтожатся. Получается, что после присо- 
единения ребра к графу С в получившемся графе имеется более одного 
цикла. А это противоречит третьему условию теоремы. 

Случай 2.2 содержит противоречие и поэтому невозможен. 

Случай 2 состоит из случаев 2.1 и 2.2. Оба этих случая невозможны. 
Значит и случай 2 невозможен. 

Таким образом, все случаи, когда в графе С имеется цикл, невозмож- 
ны. Следовательно, граф С ацикличен. Этим мы доказали оставшееся 
свойство дерева. 

Следование 3) = 1) доказано. 

Мы доказали теорему по цепочке 1) => 2) = 3) = 1). А значит все 
три условия для графа С' эквивалентны. Теорема доказана. 

Теорема. Пусть р — количество вершин графа, 4 — количество рёбер 


графа. 
Для графа С следующие утверждения эквивалентны. 
1) С — дерево, 


2) С — граф, отличный от АзОАти АзО К, р = 9-1, иесли любую 
пару несмежных вершин соединить ребром т, то в графе С + т будет 
точно один простой цикл. 

Доказательство. Докажем следование 1) = 2). 

Дерево является связным графом по своему определению. Графы 
КзО Ати Аз Ц К. несвязны и поэтому дерево С’ отлично от них. 

В параграфе «р = а -+ 1 доказана теорема о том, что количество 
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вершин р и количество рёбер 4 связаны соотношением р = 4-1, которое 
и указано во втором условии теоремы. 

В предыдущей теореме доказано, что у дерева есть свойство: добав- 
ление любого ребра создаёт граф, у которого ровно один простой цикл. 
Соответствующее свойство из второго условия теоремы выполняется. 

Следование 1) = 2) доказано. 

Докажем следование 2) = 1). 

Докажем, что граф С' ацикличен. Допустим противное: цикл в графе 
С имеется. 

Лемма. Цикл в графе С является треугольником, то есть, содержит 
три вершины. 

Доказательство. Допустим, что это не так: цикл в графе С содержит 
> 4 вершин: 111, 12, 03,...,%к (К > 4). Возможны два случая: 

1) в цикле %11203...051 имеются несмежные вершины, 

2) все вершины в цикле %112%3...%%1 смежны. 

Рассмотрим случай 1. Переобозначим вершины в цикле $11203... %%1 
так, чтобы одна, из несмежных вершин была %1. Индекс второй несмеж- 
ной вершины обозначим [. Соединим эти вершины ребром 11/1. После 
соединения ребром мы получаем два простых цикла: 

©1095 =. ТОТ, ОН... 91. 

Этот случай противоречит второму условию теоремы. Случай 1 про- 
тиворечив. 

Рассмотрим случай 2: все вершины в цикле %112%3...%;%1 смежны. 

Этот случай разбивается на два подслучая: 

2.1) в графе С имеются несмежные вершины, 

2.2) в графе С все вершины смежны. 

Рассмотрим случай 2.1. 

По условию случая 2, все вершины в цикле 1112%3...%0,01 смежны. 
Кроме самого цикла имеется например цикл 11120391. То есть, в графе 
С уже есть больше одного цикла. 

В случае 2.1 в графе С имеются несмежные вершины. Соединим 
какие-нибудь несмежные вершины графа С. Имеющиеся простые цик- 
лы от этого не уничтожатся. Получается, что после присоединения реб- 
ра к графу С в получившемся графе имеется более одного цикла. А это 
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противоречит второму условию теоремы. 

Случай 2.1 содержит противоречие и поэтому невозможен. 

Рассмотрим случай 2.2: все вершины в графе С смежны. То есть, 
граф С является полным графом Къ, гдер > 4 (ведь в графе есть 
цикл длины > 4). В таком графе, очевидно, рёбер больше, чем вершин. 
Во втором условии теоремы указано равенство р = а + 1, из которого 
следует, что вершин должно быть больше, чем рёбер. Получается, что 
случай 2.2 противоречит второму условию теоремы и поэтому невозмо- 
жен. 

Случай 2 состоит из случаев 2.1 и 2.2. Оба этих случая невозможны. 
Значит и случай 2 невозможен. 

В итоге никакой случай, когда в графе С есть цикл с > 4 вершин, 
невозможен. Значит, в графе С возможен только цикл с тремя верши- 
нами. Лемма доказана. 

Лемма. Треугольник в графе С' изолирован (не связан с остальной 
частью графа). 

Доказательство. Допустим, это не так: к треугольнику прикреплено 
ребро, точнее ребро прикреплено к одной и вершин треугольника. Обо- 
значим прикреплённую внешнюю вершину и, вершину треугольника, с 
которой смежна вершина и, обозначим 1. Сам треугольник состоит из 
трех вершин %1, %5, 13. 

Возможны два случая: 

1) в графе С хотя бы одно из рёбер чи узи отсутствует, 

2) в графе С имеются рёбра, 05и и %зи. 

Рассмотрим случай 1. 

Если отсутствует ребро %2и, то мы можем добавить это ребро, и по- 
лучим новый цикл и11%2и в дополнение к старому. 

Если отсутствует ребро %зи, то мы можем добавить ребро %зм, и по- 
лучим новый цикл и%1%зи в дополнение к старому. 

То есть, добавление ребра даёт граф с двумя простыми циклами, 
что противоречит второму условию теоремы. Таким образом, случай 1 
содержит в себе противоречие и поэтому невозможен. 

Рассмотрим случай 2: в графе С имеются рёбра улиц и %зи. 

В таком случае в графе С помимо цикла %11203%1 имеется ещё и цикл 
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ии. То есть, в графе С уже более двух циклов. 

Случай 2 разбивается на два подслучая: 

2.1) в графе С имеются несмежные вершины, 

2.2) в графе С все вершины смежны. 

В случае 2.1 в графе С имеются несмежные вершины. Соединим 
какие-нибудь несмежные вершины графа С. Имеющиеся простые цик- 
лы от этого не уничтожатся. Получается, что после присоединения реб- 
ра к графу С в получившемся графе имеется более одного цикла. А это 
противоречит второму условию теоремы. 

Случай 2.1 содержит противоречие и поэтому невозможен. 

Рассмотрим случай 2.2: все вершины в графе С’ смежны. То есть, 
граф С' является полным графом К», где р > 4 (ведь в графе есть 
цикл длины 3 и как минимум ещё одна веригина). В таком графе, оче- 
видно, рёбер больше, чем вершин. Во втором условии теоремы указано 
равенство р = 4-1, из которого следует, что вершин должно быть 
больше, чем рёбер. Получается, что случай 2.2 противоречит второму 
условию теоремы и поэтому невозможен. 

Случай 2 состоит из случаев 2.1 и 2.2. Оба этих случая невозможны. 
Значит и случай 2 невозможен. 

В итоге никакой случай, когда треугольник не изолирован, невозмо- 
жен. Следовательно, треугольник изолирован, то есть к нему не при- 
креплено никакое внешнее ребро. Лемма доказана. 

Лемма. Добавление ребра к графу С не должно создавать нового 
цикла. 

Доказательство. В графе С уже имеется один цикл — треугольник. 
По второму условию теоремы, после добавления ещё одного ребра в 
полученном графе должен быть ровно один цикл. Следовательно, до- 
бавление ребра к графу С не должно создавать нового цикла. Лемма 
доказана. 

Лемма. Все остальные компоненты графа, кроме одного треугольни- 
ка, являются деревьями. 

Докзаательство. В графе С’ уже имеется один цикл. Если бы имелся 
второй цикл, то после добавления ребра было бы минимум два цикла, 
что недопустимо по второму условию теоремы. Следовательно, осталь- 
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ные компоненты графа ациклические. 

Несвязный граф состоит из связных компонент. Так как каждая связ- 
ная компонента связна и ациклическая (не считая треугольника), то она, 
является деревом. Таким образом, в графе С помимо одного треуголь- 
ника, все остальные связные компоненты являются деревьями. Лемма 
доказана. 

Лемма. В графе С' имеется лишь одна древесная компонента. 

Доказательство. Количество деревьев в графе (С обозначим п. В па- 
раграфе «р = 4+ 1» доказана теорема для деревьев, что количество 
вершин на 1 больше количества, рёбер. Таким образом, для 1-й компо- 
ненты графа С’ выполняется равенство 

р =Ф+\Т 

где р; — количество вершин в 1-м дереве, 4; — количество рёбер в 1-м 
дереве. 

Сложим все уравнения для всех п деревьев: 

Уна = Ул. 

Треугольник имеет 3 вершины и 3 ребра. Всего в графе С имеется 

р=У` 1; 3 вершин иа=У`, 4; + 3 рёбер. 

Выразим отсюда суммы Уи арии У та: 

а =р-3 >,1&=9-3. 

Подставим эти выражения в равенство Ур; = Уп: 

р-3з=а-з+пт. 

Прибавим к обеим частям равенства число 3: 

р=ап. 

По второму условию теоремы, должно выполняться равенство р = 
4 + 1. Следовательно, число п равно 1. То есть, в графе С’ имеется 
лишь одно дерево. Лемма доказана. 

Итак, граф С’ состоит из треугольника и дерева. При этом добав- 
ление ребра к несмежным вершинам не должно давать нового цикла. 
Но в предыдущей теореме доказано, что добавление любого ребра к 
несмежным вершинам в дереве даёт граф с циклом. Следовательно, 
дерево должно быть таким, чтобы к нему нельзя было добавить ребро. 
То есть, дерево должно быть полным графом. 

Очевидно, что среди полных графов деревом является только граф 
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К\ (одна вершина) и граф К2 (две веригины, соединённые ребром). Та- 
ким образом, граф С’ может быть либо АзИ Ат, либо Аз Ио. Но такие 
графы запрещены вторым условием теоремы. Следовательно, никакие 
графы, удовлетворяющие второму условию теоремы, и при этом име- 
ющие цикл, невозможны. Любой граф С, удовлетворяющий второму 
условию теоремы, является ациклическим. 

Мы доказали ацикличность графа С. В параграфе р = 4+1 дока- 
зана теорема о том, что для графа С свойство ацикличности вместе с 
равенством р = 4-1 эквивалентны тому, что граф С является деревом. 
Этим мы доказали, что граф С’ — дерево. 

Следование 2) = 1) доказано. 

Мы доказали теорему в обе стороны. Теорема доказана. 


64.6 Наличие хотя бы двух висячих вершин 


Определения. 

Висячая вершина — это вершина, имеющая ровно одно инцидентное 
ей ребро. 

Тривиальное дерево — это дерево, состоящее из одной вершины. 

Теорема. В любом нетривиальном дереве имеется по крайней мере 
две висячие вершины. 

Доказательство. 

Обозначения: 

4; — степень 1-й вершины. 

р — количество вершин в дереве. 

4 — количество рёбер в дереве. 

В параграфе «Сумма степеней вершин равна удвоенному числу рё- 
бер» доказана теорема, соответствующая названию. Таким образом, 

(Здесь сумма берётся по всем индексам 1, которые являются индек- 
сами вершин.) В параграфе р = 4 - 1 доказана. теорема, о том, что для 
деревьев выполняется равенство р = 4+1. Выразим из этого равенства 
число 40: 

Ч 

1202 


Подставим это выражение в равенство > `, 4 = 24: 

уз а =2(р-—1). 

Обратим внимание на, то, что это равенство должно выполняться для 
любых деревьев. 

Допустим, что теорема неверна: в некотором нетривиальном дереве 
не найдётся двух вершин со степенью 1. Значит, у р-— 1 вершин степень 
> 2. В таком случае сумма степеней этих р — 1 вершин > 2(р- 1). При 
этом имеется ещё одна вершина, у которой степень не меньше 1 (сте- 
пень 0 быть не может, потому что дерево связно по своему определению, 
и любая вершина должна быть соединена, с ребром). Получается, что 
сумма степеней всех вершин > 2(р — 1) + 1. Но выше мы установили 
обязательное равенство для любого дерева о том, что сумма степеней 
всех вершин равна 2(р — 1). Мы пришли к противоречию. Допущение 
отсутствия хотя бы двух висячих вершин в дереве приводит к проти- 
воречию. Следовательно, в любом нетривиальном дереве имеется хотя 
бы две висячие вершины. Теорема, доказана. 


64./ Эксцентриситет 


Определение. 4(и,®) — минимальное расстояние между вершинами и и 
®. То есть, длина наименьшей цепи между вершинами \ и у. 

Утверждение. В дереве простая цепь между вершинами и и ® имеет 
длину 4(и, 5). 

Доказательство. Расстояние 4(и,®) — это длина кратчайшей цепи 
между вершинами и и %. Кратчайшая цепь не должна содержать по- 
вторяющихся вершин, иначе цепь можно сделать ещё меньше, убрав 
участок пути между повторяющимися вершинами. Цепь без повторяю- 
щихся вершин называется простой. Таким образом, кратчайшая цепь 
между вершинам м и ® является простой. 

В параграфе «Любые две вершины соединены единственной простой 
цепью» доказана теорема для деревьев, соответствующая названию. В 
нашем случае кратчайшая цепь между вершинами ци и ® является един- 
ственной простой цепью, соединяющей эти вершины. 
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Ввиду единственности простой цепи между вершинами в дереве, сто- 
ит нам взять простую цепь между вершинами \ и %, и она будет иметь 
длину 4(и,%). Утверждение доказано. 

Определение. е(%) — эксцентриситет вершины © — это шах а(и, 5) 
— максимальное расстояние между вершиной © и другими вершина- 
ми графа. 

Утверждение. В дереве эксцентриситет е(%) вершины % равен длине 
самой длинной простой цепи, выходящей из вершины %. 

Доказательство. Рассмотрим в дереве произвольную вершину %. Рас- 
стояние от вершины ® до разных вершин разное. Среди этих расстоя- 
ний имеется наибольшее. Вершину, до которой расстояние наибольшее, 
обозначим и. 

В дереве длина простой цепи между двумя вершинами равна рас- 
стоянию между этими вершинами. Самым длинным цепям будет соот- 
ветствовать самое большое расстояние. И обратно, самому большому 
расстоянию соответствует самая длинная цепь. 

От вершины % расстояние до и наибольшее среди всех вершин де- 
рева. Значит, цепь из ® до и самая длинная среди цепей, выходящих 
из вершины 9. Таким образом, эксцентриситет е() равен длине самой 
длинной цепи среди цепей, выходящих из вершины %. Утверждение до- 
казано. 

Определение эксцентриситета для деревьев. е(о) — эксцентриситет 
вершины © — это длина самой длинной простой цепи, среди цепей, вы- 
ходящих из вершины %. 


64.8 Определение центра 


Определения. 
"(С') — радиус графа С’ — наименьший из эксцентриситетов веритин. 
Диаметр графа — наибольший из эксцентриситетов вершин. 
Центральная вершина графа — вершина %, эксцентриситет которой 
равен радиусу графа: 
в = (С 
Центр графа — это множество всех его центральных вершин. 
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Утверждение. Центр — это множество вершин с минимальным экс- 
центриситетом. 

Доказательство. По определению центральной вершины, её эксцен- 
триситет равен радиусу графа. Радиус графа — это минимальный экс- 
центриситет среди эксцентриситетов всех вершин. Раз эксцентриситет 
центральной вершины равен радиусу графа, то этот эксцентриситет ми- 
нимальный среди эксцентриситетов всех вершин графа. Утверждение 
доказано. 


64.9 Центральная вершина висячая только в А> 


Определение. А> — это граф, состоящий из двух вершин, соединённых 
ребром. 

Теорема. Центральная вершина в дереве может быть висячей только 
в дереве А. 

Доказательство. 

Обозначения. 

Г — дерево. 

и — центральная висячая вершина в дереве. 

Рассмотрим самую длинную простую цепь, выходящую из этой вер- 
шины: и...0, где © — конечная вершина цепи. По определению экс- 
центриситета для деревьев, длина цепи и...® равна эксцентриситету 
вершины \ц. 

Лемма. В цепи и...® отсутствуют вершины между и и %. 

Доказательство. Допустим это не так: в цепи и...® имеется вершина 
между вершинами и и %. Вершину, сразу следующую за вершиной чм, 
обозначим и’. Таким образом, наша, цепь имеет вид ии’...%. 

Подлемма. Цепь и’... не может быть самой длинной цепью, выхо- 
дящей из вершины \.. 

Доказательство. Допустим, это не так: цепь и’... имеет максималь- 
ную длину среди всех цепей, выходящих из вершины и’. Тогда длина 
цепи и’...о равна эксцентриситету вершины \.. 

Участок цепи и’... имеет длину меньше, чем вся цепь ии’...о. При 


этом длина цепи им’...® равна эксцентриситету вершины и. Получает- 
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ся, что эксцентриситет вершины и’ меньше эксцентриситета вершины 
и: 

е(и’) < е(и). 

Но вершина, и является центральной, её эксцентриситет должен быть 
минимальным. То, что эксцентриситет вершины и’ меньше минималь- 
ного, является противоречием. Допущение максимальности длины це- 
пи’... приводит к противоречию. Следовательно, длина цепи и’... 
немаксимальна. Подлемма, доказана. 

Максимальная цепь, выходящая из вершины и не может идти к вер- 
шине и, потому что там тупик, ведь вершина и висячая. Такая цепь 
имеет длину 1, что опять меньше минимального эксцентриситета (дли- 
на цепи им’...о не меньше 2). 

Максимальная цепь, выходящая из вершины и’ должна быть не мень- 
ше минимального эксцентриситета, то есть, не меньше длины цепи 
им...и. Обозначим эту цепь и’...%.. 

Рассмотрим простую цепь им’...%’. Эта цепь имеет длину на 1 боль- 
ше длины цепи м’...о’. В свою очередь, цепь им’... имеет длину не 
меньше эксцентриситета, е(и). Следовательно, цепь /...®’ имеет дли- 
ну строго больше эксцентриситета, е(и). Но эксцентриситет е(и) — это 
максимальная длина цепи, выходящей из вершины и. Получается, что 
из вершины и выходит цепь длиннее максимальной. Противоречие. До- 
пущение, что в цепи и...® имеется вершина между вершинами и и о 
приводит к противоречию. Следовательно, в цепи и...® между верши- 
нами и и ® вершин больше нет. Лемма доказана. 

Следствие леммы. е(и) = 1. 

Доказательство. Эксцентриситет е(и) вершины и — это наибольшая 
длина цепи среди цепей, выходящих из вершины чи. В лемме мы устано- 
вили, что самая длинная цепь из вершины и является ребром их. Ребро 
имеет длину 1. Таким образом, е(и) = 1. Следствие леммы доказано. 

Лемма. В дереве Т нет других вершин помимо вершин и и %. 

Доказательство. Вершина и является висячей по своему определе- 
нию. Это означает, что вершина и смежна лишь с одной вершиной. И 
этой вершиной является %. 

Если вершина ® смежна с ещё какой-нибудь вершиной %', то имеется 
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цепь и’, у которой длина больше эксцентриситета, вершины ‘и, чего 
не может быть. Следовательно, вершина ® не может быть смежна ни с 
какой веритиной, кроме ц. 

Таким образом, вершины м и % не смежны ни с какими другими вер- 
шинами дерева Г. Но дерево по своему определению связно, в нём не 
может быть компонент, изолированных от остальной части графа. Зна- 
чит, кроме вершин \ и % в дереве больше вершин нет. Лемма доказана. 

Итак, дерево Г состоит из двух смежных вершин м и %. Такое де- 
рево является полным графом из двух вершин: А2. Получается, что 
если в дереве центральная вершина висячая, то это дерево является 
Ко. Других деревьев с висячими центральными вершинами быть не 
может. Теорема доказана. 


64.10 Удаление множества висячих вершин 
сохраняет центр 


Лемма. Рассмотрим вершину и дерева. Если расстояние от неё до вер- 
птины © максимально среди других вершин, то вершина, ® висячая. 

Доказательство. Допустим это не так: вершина ® невисячая и со- 
единена минимум с двумя рёбрами. Тогда, идя по простому пути из 
вершины и в вершину %, мы пройдём лишь одно ребро при вершине %. 
Поэтому мы можем продолжить путь по второму ребру. 

Шаг по второму ребру не может нас привести в уже пройденную 
вершину. Так как иначе мы получим цикл. А в дереве циклов не бывает. 

Таким образом, мы можем увеличить простую цепь из вершины и, и 
она станет длиннее, чем цепь до вершины %. Следовательно, расстоя- 
ние до вершины % не максимально среди веритин дерева, хотя в условии 
леммы указана максимальность. Допущение того, что вершина ® неви- 
сячая, приводит к противоречию с условием леммы. Следовательно, 
верпгина, ® висячая. Лемма доказана. 

Лемма. После удаления из дерева всех его висячих вершин (после 
удаления возникают новые висячие вершины, их удалять не надо), экс- 
центриситет оставшихся вершин уменьшается ровно на единицу. 


ТРУ 


Доказательство. Рассмотрим произвольную невисячую вершину де- 
рева. Обозначим её и. Эксцентриситет е(и) этой веритины — это макси- 
мальное расстояние до других вершин дерева среди всех его вершин. В 
предыдущей лемме доказано, что максимальное расстояние от вершины 
и может быть только до некоторой висячей вершины. Когда все висячие 
вершины будут удалены, максимальные цепи, идущие от вершины \ со- 
кратятся на одно ребро. Таким образом, максимальное расстояние до 
вершин неизбежно уменьшится, но при этом не более чем на единицу. 
Потому что любая максимальная цепь, идущая от вершины и, умень- 
птается лишь на одно ребро, а длина её уменьшается только на единицу. 
То есть, эксцентриситет вершины и уменьшается ровно на единицу. 

Вершину и мы выбирали произвольно, следовательно, эксцентриси- 
тет всех оставшихся после удаления вершин снижается ровно на еди- 
ницу. Лемма доказана. 

Теорема. Пусть 

Г — дерево, 

Т' — дерево, полученное из Т удалением всех висячих вершин (после 
удаления возникают новые висячие вершины, их удалять не надо). 

Т’ непусто. 

Тогда центр деревьев Т и Т’ одинаков. 

Доказательство. В дереве Т' либо есть висячая центральная вершина, 
либо её нет. Рассмотрим случай, когда висячая центральная вершина 
есть. В параграфе «Центральная висячая вершина, только в Ао» дока- 
зана, теорема для деревьев, соответствующая названию. Раз в дереве ТГ 
есть висячая центральная вершина, то он является графом Ко, то есть 
двумя смежными вершинами. Каждая из этих двух смежных вершин 
является висячей. После удаления висячих вершин из графа, Т’, от него 
ничего не останется. Получается, что граф Т” пуст. Теорема формули- 
руется для непустого дерева 7". Следовательно, случай, когда в Т есть 
центральная висячая вершина, рассматривать не надо. 

Далее мы рассматриваем случай, когда все центральные вершины не 
являются ВИСЯЧИМи. 

После удаления висячих вершин, центральные вершины дерева Г со- 
храняются, потому что они невисячие. Так как эксцентрисет у всех 
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оставшихся вершин после удаления висячих понизился ровно на едини- 
цу, то вершины с минимальным эксцентриситетом сохранили эту мини- 
мальность. То есть, если вершина была центральной, то после удаления 
висячих вершин она останется центральной. 

Новых центральных вершин после удаления висячих появиться не 
может. Потому что если вершина не имела минимальный эксцентри- 
ситет, то после одинакового снижения эксцентриситетов, неминималь- 
ность сохраняется. Нецентральная вершина остаётся нецентральной. 

В итоге после удаления всех висячих вершин центральные верши- 
ны не исчезли, остались центральными, новых центральных вершин не 
появилось. Следовательно, множество центральных вершин не измени- 
лось. То есть, центр деревьев Т и Т’ одинаковый. Теорема доказана. 


64.11 Состав центра 


Теорема. Каждое дерево имеет центр, состоящий или из одной верши- 
ны, или из двух смежных вершин. 

Доказательство. Рассмотрим случай графа с одной вершиной. Дру- 
гими словами, рассмотрим граф Ат (полный граф с одной вершиной). 
Эксцентриситет, то есть, максимальное расстояние от этой вершины до 
других вершин (до самой себя в данном случае) равно 0. Радиус гра- 
фа, то есть, минимальный эксцентриситет, равен 0. Для единственной 
вершины в А! эксцентриситет совпадает с радиусом графа. Следова- 
тельно, эта вершина является центром графа К1. Таким образом, в 
графе К1 центр существует и состоит из одной вершины. Для случая 
К1 теорема выполняется. 

Рассмотрим случай дерева с двумя вершинами. Другими словами, 
рассмотрим граф К> — полный граф с двумя вершинами, две верши- 
ны, соединённые ребром. Эксцентриситет каждой из вершин, то есть, 
максимальное расстояние от этой вершины до других вершин, равен 1. 
Радиус графа, то есть, минимальный эксцентриситет среди обеих вер- 
птин, равен 1. Для каждой из двух вершин эксцентриситет совпадает с 
радиусом. Следовательно, эти две вершины являются центром дерева 


Ко. Таким образом, в дереве А центр существует и состоит из двух 
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смежных вершин. Для случая А теорема выполняется. 

В параграфе «Удаление множества висячих вершин сохраняет центр» 
доказана теорема о том, что если Т — дерево, Т” получено из Т удале- 
нием всех висячих вершин, и при этом Т" непусто, то центр у деревьев 
Ти Т' одинаковый. 

Чтобы граф Т” после был непустым, в графе Т должны быть неви- 
сячие вершины. 

Лемма. Дерево, в котором одни только висячие вершины, является 
графом Ад. 

Доказательство. Рассмотрим дерево, в котором все вершины висячие. 
Возьмём какую-нибудь вершину, обозначим её и. Так как она висячая, 
то смежна ровно с одной вершиной, обозначим её ®. Вершина ® тоже 
должна быть висячей и соединена, лишь с одной вершиной. Этой верши- 
ной является и. Таким образом, вершины и и ® смежны и не соединены 
больше ни с какими вершинами дерева. Дерево, по своему определению, 
является связным графом. В нём не может быть компоненты, изолиро- 
ванной от остальной части графа. Следовательно, кроме вершин и и% 
никаких вершин больше нет. Рассматриваемое дерево является графом 
К2. Лемма доказана. 

Случай А2 мы уже рассмотрели, а значит во всех остальных случа- 
ях, которые нужно рассмотреть, имеются невисячие вершины. Раз в 
дереве Т` есть невисячие вершины, то после удаления висячих, останет- 
ся непустое дерево 71”. Причём центр в этих деревьях совпадает. Если 
в дереве Т” имеются невисячие вершины, то мы снова можем удалить 
висячие вершины, и центр не изменится. Таким образом, мы можем де- 
лать процедуру удаления висячих вершин до тех пор, пока не получим 
граф, в котором нет невисячих вершин (то есть граф Аз), или пока не 
получим одну изолированную вершину (то есть, граф К1). И каждый 
раз при процедуре удаления центр графа не меняется. То есть, когда 
мы придём к графу К> или Ат, центр этих графов будет совпадать с 
центром исходного дерева, ТГ. 

Выше мы уже установили, что центр графа Ат — это его единствен- 
ная вершина, а центр графа К> — это две его смежных вершины. Эти 
два возможных варианта и являются центром графа ТГ. 
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В итоге в дереве Г центром является либо одна вершина, либо пара 
смежных вершин. Теорема, доказана. 


ЕЯ 


ГЛАВА 65 


Блоки 


65.1 Цепи проходят через точку сочленения 


Определения. 

Связный граф — это граф, любые две вершины которого можно со- 
единить простой цепью. 

Компонента графа — максимальный связный подграф. 

Точка сочленения — вершина, удаление которой увеличивает число 
компонент графа. 

Теорема. Пусть 

С — связный граф, 

У — множество всех вершин в С, 

® — вершина графа С. 

Тогда следующие утверждения эквивалентны: 

1) о — точка сочленения графа С, 

2) множество вершин У — {и} можно разбить на такие два подмно- 
жества 0 и И), что для любых вершин и Е 0 иш Е И’ вершина % 
принадлежит любой простой (и-и)-цепи. 

3) существуют такие вершины м и 4, отличные от %, что © принад- 
лежит любой простой (и-и)-цепи, 

Доказательство. Докажем следование 1) = 2). 

Так как ® — точка сочленения графа С’, то если её удалить, полу- 
чившийся граф С’ —% увеличит количество компонент. По условию тео- 
ремы, граф С’ связен, то есть, состоит из одной компоненты. Значит, 
граф С — ® будет иметь более одной компоненты. 

Возьмём в графе С — о одну из компонент и обозначим множество её 
вершин 0. Множество всех остальных вершин графа С’ — ® обозначим 
У’. Так как вершины из множества И принадлежат отдельной компо- 
ненте, то вершины множества И не могут быть связаны цепями внутри 
графа С’ — о с вершинами множества ИУ. 
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Тем не менее граф С связен, в нём любые две вершины можно соеди- 
нить простой цепью. Множества (И и И’ являются множествами вершин 
графа С. Следовательно, внутри графа С любую вершину и из 0 мож- 
но соединить простой цепью с любой вершиной и из И’. Но когда мы 
удаляем вершину %, то в графе С — ® эти соединения произвести невоз- 
можно. Следовательно, удаление вершины % рушит цепи, соединяющие 
вершины и и и внутри графа С. Раз цепи разрываются от удаления 
вершины %, значит, они содержат эту вершину. 

Таким образом, любая простая цепь из вершины множества И к вер- 
шине множества И’ содержит вершину %. 

Следование 1) = 2) доказано. 

Докажем следование 2) = 3). 

Второе утверждение гласит, что множество вершин У — {0} можно 
разбить на такие два подмножества И и И’, что для любых вершин 
цЕЦише И’ вершина % принадлежит любой простой (и-и)-цепи. 

В соответствии с этим утверждением, существуют такие вершины и 
и ш, отличные от %, что © принадлежит любой простой (и-и)-цепи. То 
есть, из второго утверждения следует третье. 

Следование 2) = 3) доказано. 

Докажем следование 3) = 1). 

Пусть существуют такие вершины и и %, отличные от %, что ® при- 
надлежит любой простой (и-и)-цепи. Тогда если вершину % удалить, то 
все (1и-и)-цепи разрущатся. То есть, в графе С — о нет никаких цепей 
между вершинами и и 1. 

Граф С — о не может быть связным, потому что в связном графе 
любые две вершины можно соединить простой цепью, а в графе С — 
® имеются вершины и и %, не соединимые цепью. При этом граф 4 
связен. 

Таким образом, удаление вершины ® увеличило количество компо- 
нент связности в графе. Это значит, что вершина ® является точкой 
сочленения графа, (>. 

Следование 3) = 1) доказано. 

Мы доказали следования утверждений по цепочке 1) = 2) = 3) = 1. 
Значит, эти утверждения эквивалентны. Теорема доказана. 
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65.2 Наличие двух вершин, не являющихся точками 
сочленения 


Определения. 

Длина цепи — количество рёбер в ней. 

(и, о) — расстояние между вершинами и и о — длина наикратчайшей 
цепи, соединяющей вершины ц и %. 

Теорема. В любом нетривиальном связном графе найдутся по край- 
ней мере две вершины, не являющиеся точками сочленения. 

Доказательство. Пусть и и ® — вершины графа С’, находящиеся на 
максимальном расстоянии друг от друга: 

(и, о) = тах. 

Предположим, что © — точка сочленения. По определению, удаление 
точки сочленения увеличивает число компонент графа. В одной из ком- 
понент графа С’ — ® находится точка и. Возьмём в другой компоненте 
графа С — какую-нибудь вершину и. Таким образом, вершины и и м 
находятся в разных компонентах графа С — %. 

Так как и и и находятся в разных компонентах графа С’ —%, то они не 
могут быть связаны никакой цепью. Но граф С связен, и любые две его 
вершины можно соединить простой цепью. Следовательно, любая про- 
стая цепь между вершинами и и и разрывается при удалении вершины 
®. А значит, вершина ® находится в каждой цепи между вершинами и 
и м. 

Кратчайшая цепь между вершинами и и и должна содержать в се- 
бе кратчайшую цепь между вершинами и и %. Это значит, что дли- 
на 4(и, ш) больше, чем длина 4(и, 0). Хотя мы условились, что длина 
(и, о) максимальна. Получается противоречие. 

Допущение, что одна из двух вершин, максимально удалённых друг 
от друга, является точкой сочленения, приводит к противоречию. Сле- 
довательно, никакая из двух максимально удалённых друг от друга 
вершин не является точкой сочленения. При этом в любом нетривиаль- 
ном графе можно найти две максимально удалённые вершины. 

Таким образом, в произвольном нетривиальном связном графе мы 
можем найти хотя бы две вершины, не являющиеся точками сочлене- 
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ния. Теорема доказана. 


65.3 Цепи проходят через мост 


Определения. 

Связный граф — это граф, любые две вершины которого можно со- 
единить простой цепью. 

Компонента графа — максимальный связный подграф. 

Мост — ребро, удаление которого увеличивает число компонент гра- 
фа. 

Теорема. Пусть 

С — связный граф, 

У — множество вершин графа С, 

т — ребро графа, (=. 

Тогда следующие утверждения эквивалентны: 

1) т — мост графа С, 

2) существует разбиение множества У на такие подмножества И и И’, 
что для любых вершин и Е ПО иш Е И’ ребро т принадлежит любой 
простой (и-и)-цепи. 

3) в С существуют такие вершины м и %, что ребро х принадлежит 
любой простой цепи, соединяющей и и %. 

Доказательство. Докажем следование 1) = 2). 

Так как т — мост графа С’, то если его удалить, получившийся граф 
С — т увеличит количество компонент. Граф С связен, то есть, состоит 
из одной компоненты. Значит, граф С -— х будет иметь более одной 
компоненты. 

Возьмём в графе С — т одну из компонент и обозначим множество её 
вершин 0. Множество всех остальных вершин графа С — х обозначим 
У’. Так как вершины из множества И принадлежат отдельной компо- 
ненте, то вершины множества И не могут быть связаны цепями внутри 
графа С’ — х с вершинами множества ИУ. 

Тем не менее граф С связен, в нём любые две вершины можно соеди- 
нить простой цепью. Множества, И и И’ являются множествами вершин 
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графа С. Следовательно, внутри графа С любую вершину и из 0 мож- 
но соединить простой цепью с любой вершиной и из И’. Но когда мы 
удаляем ребро т, то в графе С' — х эти соединения произвести невоз- 
можно. Следовательно, удаление ребра х рушит цепи, соединяющие 
вершины и и и внутри графа С. Раз цепи разрываются от удаления 
ребра, х, значит, они содержат это ребро. 

Таким образом, любая простая цепь из вершины множества И к вер- 
шине множества И’ содержит ребро т. 

Следование 1) = 2) доказано. 

Докажем следование 2) = 3). 

Второе утверждение гласит, что множество вершин У можно разбить 
на такие два подмножества 0 и И’, что для любых вершин и Е Ои 
и Е И’ ребро т принадлежит любой простой (и-и)-цепи. 

В соответствии с этим утверждением, существуют такие вершины и 
и ш, что т принадлежит любой простой (и-и)-цепи. То есть, из второго 
утверждения следует третье. 

Следование 2) = 3) доказано. 

Докажем следование 3) = 1). 

Пусть существуют такие вершины и и №, что ребро х принадлежит 
любой простой (и-и)-цепи. Тогда если ребро х удалить, то все (и-и)- 
цепи разрутатся. То есть, в графе С’ — х нет никаких цепей между 
вершинами и и 1. 

Граф С — х не может быть связным, потому что в связном графе 
любые две вершины можно соединить простой цепью, а в графе С — 
т имеются вершины и и 1, не соединимые цепью. При этом граф 4 
связен. 

Таким образом, удаление ребра х увеличило количество компонент 
связности в графе. Это значит, что ребро х является мостом графа С. 

Следование 3) = 1) доказано. 

Мы доказали следования утверждений по цепочке 1) = 2) = 3) = 1. 
Значит, эти утверждения эквивалентны. Теорема доказана. 
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65.4 Вершины разных компонент связности не 
соединены цепью 


Определения. 

Связный граф - это граф, любые две вершины которого можно со- 
единить простой цепью. 

Компонента связности - это максимальный связный подграф. 

Теорема. Вершины разных компонент связности не соединены про- 
стой цепью друг с другом. 

Доказательство. Пусть 0 и И’ - разные компоненты связности гра- 
фа (г. Допустим, что теорема неверна: в компонентах И и И’ имеются 
вершины 110 Е О/ОищЕ ИЙ,, соединённые простой цепью 10... и». 

Возьмём в множестве И произвольную вершину и, а в множестве У 
произвольную вершину %: 

цЕЙ, ЕМУ. 

Вершины и и 0 находятся в одной компоненте связности 0, и поэто- 
му соединены простой цепью и...ио. Аналогично, вершины %, 00 Е У 
соединены простой цепью 10...%. 

Мы условились, что вершины \10 и %0 соединены простой цепью 10...49. 
Следовательно, имеется цепь 

ба. Мб О аа: 

соединяющая вершины м и %. Если эта цепь непростая, то из любой ч- 
®-цепи можно выделить простую и-9-цепь. 'Так что простая цепь между 
вершинами и и © существует. 

Мы пришли к тому, что произвольная вершина и из компоненты связ- 
ности И соединена простой цепью с произвольной вершиной ® компо- 
ненты связности У. При этом все вершины внутри одной компоненты 
связности можно соединить друг с другом простой цепью. Получает- 
ся, что в объединённом подграфе И Ц И? все вершины связаны друг с 
другом простыми цепями. Следовательно, подграф 0 Ц И’ связный. 

Мы вводили компоненты 0 и И’ разными. Следовательно, одна из 
них должна содержать вершины или рёбра, которые не содержат дру- 
гая. Если мы объединим эти компоненты, то объединение И ЧТ? будет 
больше какой-то из них. Мы нашли связный граф, который больше 
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компоненты связности. Но компонента, связности является максималь- 
ным связным подграфом. Противоречие. Допущение, что вершины из 
разных компонент связности могут быть соединены простыми цепями, 
приводит к противоречию. Следовательно, вершины разных компонент 
связности не соединены друг с другом простыми цепями. Теорема до- 
казана. 


65.5 Мост не принадлежит циклу 


Теорема. Пусть 5 — ребро связного графа С. Следующие утверждения 
эквивалентны: 

1) т — мост графа С, 

2) х не принадлежит ни одному простому циклу графа С. 

Доказательство. Докажем сначала, в одну сторону. Пусть т является 
мостом графа С. Докажем, что т не принадлежит ни одному простому 
циклу графа С. 

Допустим обратное: существует простой цикл графа С, которому 
принадлежит мост т. 

Удалим мост т. По определению моста, его удаление должно уве- 
личить количество компонент связности графа. Таким образом, граф 
С — т содержит более одной компоненты связности. 

Обозначение. т = 1112, где 1 и 12 - вершины, являющиеся концами 
ребра, т. 

Лемма. Вершины %1 и 12 принадлежат разным компонентам связно- 
сти. 

Доказательство. Допустим, лемма неверна: вершины %1 и %2 принад- 
лежат одной компоненте связности. 

Граф С — т имеет две разные компоненты связности. В параграфе 
«Вершины разных компонент связности не соединены цепью» доказана 
теорема, соответствующая названию. Добавив ребро т к графу С — т, 
мы соединим вершины из одной компоненты связности. Вершины из 
разных компонент соединения не получат. 'Го есть, разные компоненты 
как были разъединены, так и будут разъединены. Так что граф С ока- 


жется несвязным. Но он связен по условию теоремы. Допущение, что 
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концы %1 И 12 ребра 1 принадлежат одной компоненте связности приво- 
дит к противоречию со связностью графа С. Следовательно, вершины 
1 И 12 принадлежат разным компонентам связности. Лемма доказана. 

Любые две вершины простого цикла соединены двумя простыми це- 
пями. Раз мост 5х = %1%2 являются частью простого цикла, значит вер- 
шины %1 И 12 соединены двумя простыми цепями, одной из которых 
является мост 1. Если мы удалим мост т, то разрушим лишь одну цепь, 
соединяющую вершины %1 и 12. Вторая цепь сохранится. Получается, 
что после удаления моста вершины %1 и 12 из разных компонент связ- 
ности соединены оставшейся от цикла цепью. Хотя вершины разных 
компонент связности не могут быть соединены цепью. Допущение, что 
мост т принадлежит циклу, приводит к противоречию. Следовательно, 
мост не может принадлежать циклу. 

В одну сторону теорема доказана, докажем в другую. 

Пусть ребро х не принадлежит ни одному простому циклу графа (=. 
Докажем, что ребро т является мостом. 

Допустим обратное: ребро 1х не является мостом. 'Тогда его удаление 
не увеличивает количество компонент связности. Раз С" связный граф, 
то С — т тоже связный. 

Обозначение. 5х = 11%, где %1 и 02 — вершины, являющиеся концами 
ребра, т. 

В связном графе, по его определению, между любыми двумя верши- 
нами есть простая цепь. Вершины %1 и 2 принадлежат связному графу 
С — т. Следовательно, вершины \%1 и 12 соединены простой цепью. Так 
как в графе С — т отсутствует ребро х, то цепь между вершинами %1 и 
> не содержит ребра, т. 

Вернём обратно ребро х. Простая цепь %1... 1 после присоединения 
к ней ребра т = 121 замкнётся, превратится в простой цикл. 

Мы нашли простой цикл, проходящий через ребро х. Но мы услови- 
лись в начале, что ребро т не принадлежит ни одному простому циклу. 
Допущение, что ребро х не является мостом, приводит к противоре- 
чию со вторым условием теоремы. Следовательно, т является мостом. 
В другую сторону теорема доказана. 

Мы доказали теорему в обе стороны. Теорема доказана. 
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65.6 Удаление моста даёт ровно две компоненты 


Теорема. Если удалить из связного графа мост, то получится ровно две 
компоненты связности. 

Доказательство. По определению моста, после его удаления должно 
увеличиться количество компонент связности графа. В связном гра- 
фе одна компонента, связности. Следовательно, после удаления моста 
должно быть не менее двух компонент связности. 

Допустим, что после удаления моста возникло более двух компо- 
нент связности. В параграфе «Вершины разных компонент связности 
не соединены цепью» доказана теорема, соответствующая названию. 
То есть, разные компоненты связности полностью разъединены друг 
от друга. 

Вернём мост. Мост соединяет только две вершины. То есть, мостом 
можно соединить только две компоненты связности. Третья компонен- 
та участвовать в соединении не может. Её вершины по прежнему не 
соединены ни с какими вершинами других компонент. 

Мы удалили мост из графа и вернули. В итоге осталось более од- 
ной компоненты связности. Получается, что исходный граф является 
несвязным, хотя в условии теоремы указано, что граф связен. Проти- 
воречие. Допущение, что после удаления моста возникает больше двух 
компонент связности, приводит к противоречию со связностью исход- 
ного графа. 

В итоге после удаления моста, возникает не менее и не более двух ком- 
понент связности. То есть, возникает ровно две компоненты связности. 
Теорема доказана. 


65.7 В блоке нет мостов 


Определения. 

Неразделимый граф — связный, непустой граф, не имеющий точек 
сочленения. 

Блок графа — это его максимальный неразделимый подграф. 
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Утверждение. Пусть С’ — граф, состоящий из двух смежных вершин. 
Тогда (С — это блок, содержащий мост. 

Доказательство. Удаление любой из двух вершин оставляет одну един- 
ственную вершину. До удаления была одна связная компонента, и после 
удаления компонента одна. То есть, удаление любой вершины графа С 
не меняет количество компонент связности. Это значит, что никакая 
вершина графа С не является точкой сочленения. Раз в графе С нет 
точек сочленения, то он является блоком. 

По условию утверждения, две вершины графа смежны. То есть, они 
связаны ребром. Если мы удалим это ребро, то получатся две несвязан- 
ные вершины. Таким образом, удаление ребра приводит к увеличению 
числа компонент связности. Это значит, что ребро является мостом. 

В итоге граф С является блоком, содержащим мост. Утверждение 
доказано. 

Теорема. Пусть 

С — граф, 

С содержит не менее трёх вершин, 

С является блоком. 

Тогда в С нет мостов. 

Доказательство. Допустим обратное — в графе С имеется мост. 

Удалим мост. В параграфе «Удаление моста даёт ровно две компо- 
ненты» доказана теорема, соответствующая названию. Удаление ребра 
не изменяет количества вершин. Таким образом, после удаления мо- 
ста мы имеем две компоненты связности, с общим количеством вершин 
> 3. Очевидно, одна из компонент содержит более одной вершины. 

Рассмотрим компоненту связности, состоящую более чем из одной 
вершины. Одна из этих вершин должна быть одним из концов моста. 
Обозначим эту вершину %. Если из графа С (до удаления моста) уда- 
лить вершину %, то мост исчезнет, потому что © являлась его концом. 





Компонента связности, которая содержала более одной вершины, не ис- 
чезнет полностью. Вторая компонента связности от удаления вершины 
® не меняется, так как %® этой компоненте не принадлежит. 

В итоге после удаления вершины % остаётся более одной компоненты 
связности. Удаление вершины % превратило связный граф в несвязный, 


221 


то есть, увеличило количество компонент связности. Это значит, что 
вершина % является точкой сочленения графа С. Но граф С является 
блоком по условию теоремы, а в блоках по их определению не может 
быть точек сочленения. Получается противоречие. Допущение, что в 
графе С имеется мост, приводит к противоречию с определением блока. 
Следовательно, в блоке, у которого не меньше трёх вершин, не может 
быть мостов. Теорема доказана. 


65.8 Единственная точка сочленения 


Теорема. Пусть 

С — связный граф, 

® — единственная точка сочленения графа, (=, 

при удалении точки % из графа, С’, граф распадается на п компонент. 

Тогда в графе С количество блоков равно п. 

Доказательство. Обозначение. Ст, (2,...,С„ — компоненты связно- 
сти графа С -— ч. 

Граф С является связным по условию теоремы. Следовательно, лю- 
бые две вершины в нём можно соединить простой цепью. В том чис- 
ле вершины разных подграфов С 1, @5,...,С„ можно соединять друг с 
другом простыми цепями. 

Лемма. Пусть \; и и; — вершины разных подграфов С; и С’; 

1; Е С; = С. 

Тогда любая простая цепь между вершинами и; и ‘и; содержит точку 
сочленения \. 

Доказательство. Удалим точку сочленения %, и подграфы С; и С, 
станут отдельными компонентами. Между вершинами разных компо- 
нент отсутствуют цепи. Следовательно, удаление вершины % разрывает 
все цепи между вершинами \; и и.. Раз цепь от удаления вершины ® 
разрывается, значит эта, цепь содержит вершину %. Таким образом, все 
простые цепи между вершинами из разных компонент содержат точку 
сочленения 9. Лемма доказана. 

(а; +) — подграф графа С, состоящий из компоненты С; вершины 
© и всех рёбер графа С, которыми соединяются вершины подграфа, С, 
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с вершиной %. 

Лемма. Подграф (С'; - 9) является неразделимым графом, то есть, 
не содержит точек сочленения. 

Доказательство. Удаление из графа (С; + о) вершины ® даёт одну 
компоненту связности С;. То есть, удаление % не увеличивает количе- 
ство компонент связности графа (С‚-+). Следовательно, вершина ® не 
является точкой сочленения графа (С; + 5). 

Допустим, что в графе (С; + ®) имеется точка, сочленения %'. Тогда 
граф (С; +) — ®' не является связным, состоит из набора компонент 
связности. 

При этом внутри графа С точка %'’ не является точкой сочленения 
(граф С содержит только одну точку сочленения — 9). Следовательно, 
внутри графа С’ компоненты подграфа (С; + 0) — и’ связаны друг с 
другом простыми цепями. 

Если удалить из графа С все компоненты С, С,...,Сп, кроме С. 
то останется лишь подграф (С; +5). 

Если удалить из графа С — ®' все компоненты С, С5,..., Си, кроме 
С’, то останется лишь подграф (С; +) — т. 

Внутри графа С компоненты подграфа (Су) —%' были связанными 
простыми цепями. Когда же мы удалили все вершины всех компонент 
Ст, Со,..., Си, кроме С;, то компоненты подграфа (С; + 0) — ' оста- 
лись несвязанными, то есть, все связывающие простые цепи разорва- 
лись. Следовательно, в связывающих цепях были вершины из компо- 
нент Ст, С5,..., С», кроме С... 

При удалении из графа (С; + о) вершины %’, вершина % остаётся на 
месте. Она лежит в одной из компонент графа (С; +) — т’. Возьмём в 
какой-нибудь другой компоненте графа (С;-) —%' вершину и. То есть, 
вершины 9 и и находятся в разных компонентах графа (С; Но) — 1. 

Граф С связен, поэтому внутри графа С’ вершины % и и можно свя- 
зать простой цепью. Эта цепь, как мы установили ранее, должна со- 
держать вершины из компонент С1, (2,...,Сп, кроме С... Пусть ш — 
такая вершина: 

шЕС; (778. 


Простая цепь между вершинами % и и имеет вид 
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Вершина % принадлежит компоненте С’, вершина и принадлежит 
компоненте (х;. Следовательно, любая простая цепь между ними долж- 
на содержать точку сочленения %. 

Таким образом, в простой цепи ©...ш...и на участке ш...и (уча- 
сток простой цепи является простой цепью) должна присутствовать 
вершина %. Получается, что цепь %...ш...и имеет вид 

о а 

Эта простая цепь содержит две вершины %, хотя простая цепь по сво- 
ему определению не должна содержать повторяющихся вершин. Допу- 
щение, что в графе (С;-) есть точка сочленения, приводит к противо- 
речию с определением простоты цепей. Следовательно, в графе (С;- и) 
нет точек сочленения. А значит, граф (С; +) является неразделимым 
графом. Лемма доказана. 

Лемма. Блок не может содержать вершины из разных подграфов 
Ст, Ч2,..., Св. 


Доказательство. Допустим обратное: существует блок, содержащий 


вершины из разных подграфов Ст, (2,..., Си. 
Если мы удалим вершину %, то все подграфы Ст, С2,..., С станут 
отдельными компонентами. Внутри графа С’ подграфы С, С,...,Сп 


связаны друг с другом, то есть, между их вершинами имеются простые 
цепи. При этом цепи между вершинами из разных компонент содержат 
точку %. 

Блок является связным подграфом. Так как рассматриваемый блок 
имеет точки из разных компонент Ст, С2,..., Сп, то он должен содер- 
жать точку %, без которой эти компоненты не связаны друг с другом. 

При удалении вершины © компоненты Ст, (2,..., С» отделяются друг 
от друга, и разные точки рассматриваемого блока будут в разных ком- 
понентах. Следовательно, точка © является точкой сочленения блока. 

Но в блоке не должно быть точек сочленения, и он не может рас- 
падаться на компоненты от удаления одной вершины. Следовательно, 
блок должен содержать вершины только одного из подграфов С1, С, 
.... Ап. Шемма доказана. 

Лемма. Для каждого индекса 1 = 1,..., п подграф (С; +) является 
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блоком, то есть, максимальным неразделимым подграфом. 

Доказательство. Все вершины графа С' находятся либо в подграфах 
Ст, Со,...,Си, либо это вершина %. В неразделимом подграфе (С; + и) 
содержатся все вершины подграфа, С; и вершина %. Другие вершины на- 
ходятся уже в других подграфах из множества, С1, С5,..., Си. То есть, 
другие вершины не могут входить в блок, в который входит подграф 
(а; +). При этом подграф (С'; + и) содержит в себе все возможные 
рёбра из графа С, которые можно прикрепить к вершинам в (а; +5). 
Раз к подграфу (С; + о) нельзя добавить веритин и рёбер, чтобы он 
остался неразделимым, значит этот подграф является максимальным 
неразделимым подграфом, то есть, блоком. Лемма доказана. 

Лемма. Других блоков, помимо (С;+0) для всех индексов 1 = 1,...,п, 
быть не может. 

Доказательство. Допустим лемма неверна: существует блок помимо 
перечисленных в лемме. Этот блок мы будем называть новым блоком, 
а перечисленные в лемме будем называть старыми блоками. 

Блок — это максимальный неразделимый подграф. Один максималь- 
ный неразделимый подграф не может находиться в другом максималь- 
ном неразделимом подграфе. То есть, новый блок не может находиться 
внутри старого. 

Вершины графа С находятся либо в подграфах С, С5,..., Сп, либо 
это вершина %. 

Новый блок не может быть вершиной %, потому что вершина, ® нахо- 
дится внутри старых блоков. Поэтому новый блок должен иметь вер- 


шины из подграфов Ст, (2,..., С. 

В лемме выше установлено, что блок не может содержать вершины 
из разных подграфов Ст, С5,..., С. Следовательно, новый блок содер- 
жит вершины только одной из компонент (1, С5,..., С». Обозначим 


эту компоненту С}. 

Получается, что новый блок может содержать только вершины из 
компоненты (С; и ещё вершину %. То есть, новый блок включается в 
старый блок (С; +0), что невозможно. Допущение существования но- 
вого блока приводит к невозможной ситуации. Следовательно, никаких 
блоков, помимо перечисленных в лемме, быть не может. Лемма дока- 
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зана. 
Количество блоков (С; +0) равно количеству компонент С';. Теорема 
доказана. 


65.9 Блок и цикл между вершинами 


Теорема. Пусть а — связный граф с не менее чем тремя вершинами. 
Следующие утверждения эквивалентны: 

Г а - блок, 

2) любые две вершины графа С принадлежат некоторому общему 
для них простому циклу, 

Доказательство. Докажем следование 1) = 2). 

Пусть граф С является блоком. Докажем, что любые две его верши- 
ны принадлежат некоторому общему для них простому циклу. 

Доказывать это мы будем от обратного: допустим, что существуют 
две вершины \ и %, которые не принадлежат общему для них простому 
циклу. Через рассуждения мы придём к противоречию. 

Начнём рассуждения с того, что осмыслим ситуацию с принадлежно- 
стью одному циклу. Рассмотрим вершину и. Некоторые вершины графа 
С в паре с вершиной и принадлежат одному циклу. Обратите внимание, 
что разные вершины в паре с и могут принадлежать разным циклам. 
Для нас важно, имеется для данной пары вершин общий цикл, или не 
имеется. Для некоторых пар общий цикл есть, для некоторых общего 
цикла нет. Причём вершину и в нашем рассмотрении мы фиксировали, 
и вопрос касается остальных вершин: данная вершина в паре с верши- 
ной и либо имеет общий для пары цикл, либо не имеет. Таким образом, 
для каждой вершины графа, помимо вершины и, имеется характери- 
стика: «общий цикл есть» или «общего цикла нет». То есть, все вер- 
шины графа (С, помимо вершины и, делятся на два вида. Имеем два 
подмножества вершин. 

Обозначение. (0 — подмножество всех вершин, которые в паре с вер- 
шиной и находятся в общем цикле для этой пары. (Вершина и множе- 
ству 0 не принадлежит.) 
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При данном обозначении мы можем сформулировать второе условие 
теоремы (которое нам надо доказать) так: для произвольной вершины 
и соответствующее множество вершин И вмещает в себя все осталь- 
ные вершины графа С’, помимо вершины \. (Это и означает, что все 
вершины графа С в паре с и имеют общий цикл для соответствующей 
пары.) 

Мы доказываем теорему от обратного, поэтому допущение наруше- 
ния теоремы сводится к тому, что множество И с вершиной и не по- 
крывают всё множество вершин графа С. То есть, имеется некоторая 
вершина 9, которая не принадлежит множеству И, и при этом не равна 
вершине и: 

0, узи. 

Лемма. Все смежные с и вершины содержатся в множестве (0. 

Доказательство. Допустим, что некоторая вершина и, смежная с и, 
не принадлежит ни одному общему циклу для пары (1, и). В пара- 
графе «Мост не принадлежит ни одному циклу» доказана, эквивалент- 
ность утверждений «ребро является мостом» и «ребро не принадлежит 
ни одному циклу». В нашем случае пара вершин (1, и), смежна и не 
принадлежит ни одному циклу. То есть, имеется ребро ши, которое не 
принадлежит ни одному циклу и поэтому является мостом. 

В параграфе «В блоке нет мостов» доказана, теорема, о том, что если 
граф является блоком и содержит не менее трёх вершин, то в нём нет 
мостов. В условии нашей теоремы указано, что граф С имеет не меньше 
трёх вершин, и при этом мы исходим из первого условия теоремы, что 
С является блоком. Таким образом, в графе С нет мостов. 

Мы пришли к противоречию: в графе С имеется мост, но мостов 
в нём быть не может. Допущение, что имеется смежная с и вершина 
и, которая не принадлежит общему для пары (№, и) циклу, приводит к 
противоречию. Следовательно, каждая смежная с и вершина находится 
в некотором общем с и цикле. То есть, каждая смежная с и вершина 
находится в множестве С. Лемма доказана. 

Лемма. Множество 0 непусто. 

Доказательство. Так как граф С’ связен, то существует хотя бы одна 
смежная с и вершина. Так как все смежные с и вершины содержатся в 
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множестве 0, то множество 0 непусто. Лемма доказана. 

Итак, множество (И непусто, вершина ® находится вне 0. При этом 
граф С' связен, так что между любыми двумя вершинами имеется про- 
стая цепь. Мы можем рассматривать простые цепи между вершиной ® и 
вершинами множества 0. Среди таких цепей выберем кратчайшую. То 
есть, некоторая кратчайшая цепь (содержит наименьшее число рёбер 
среди цепей из данного множества) соединяет вершину % с некоторой 
верштиной 1 из множества, (. 

Обозначение. В - кратчайшая цепь из вершины % к множеству 0, 
соединяет вершины фиш ЕП. 

Лемма. Все вершины цепи В) =%...ш не принадлежат множеству 
(С, кроме вершины 4. 

Доказательство. Допустим, что в цепи А) имеется некоторая вершина 
и 2 ш, принадлежащая (0. В цепи В) = №... точки и до ® крайние, 
расстояние между ними внутри цепи наибольшее. Точка и” находится 
между ними, и расстояние от точки ф' до о меньше, чем от 1 до %. 

Так как точка и’ принадлежит И, то расстояние от ® до и’ Е ПИ - 
это расстояние от точки ® до множества И, и оно меньше минималь- 
ного. Допущение наличия точки множества, ( внутри цепи Ру (помимо 
и) приводит к противоречию с минимальностью цепи Ру. Следователь- 
но, вершина и — это единственная вершина цепи Во, принадлежащая 
множеству П(. Лемма доказана. 

Лемма. Вершина и не может содержаться в цепи А =%... 4. 

Доказательство. Вершина и не может совпадать с вершиной и, пото- 
му что 4 Е 0, аи @ (0. ъ не может совпадать с и исходя из основного 
допущения доказательства, теоремы. 

Раз вершина и не совпадает с концами цепи Ву, то она может нахо- 
диться только между вершинами и и %. В таком случае и будет иметь 
две смежных вершины внутри цепи ВР. 

В лемме выше доказано, что все смежные с и вершины содержат- 
ся в множестве (7. Получается, что в цепи В) имеются две вершины 
из множества 0. Но в цепи Ро содержится только одна вершина и из 
множества, (0, других быть не может. Противоречие. 

Допущение, что в цепи Ру содержится вершина и приводит к проти- 
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воречию. Следовательно, в цепи Ру не может содержаться вершины \. 
Лемма доказана. 

Внутри цепи Ру имеется смежная с и вершина. И эта вершина = и 
и не принадлежит множеству 0, а значит не находится в одном цик- 
ле с вершиной чи. То есть, мы имеем ещё одну вершину, которая так 
же, как и %, не находится в одном цикле с и. Вообще-то, мы с самого 
начала доказательства могли взять эту вершину вместо %. Ведь в на- 
чале доказательства мы допустили существование пары вершин \ и %, 
не находящихся в одном цикле. Отсюда мы доказали, что существует 
вершина с таким же свойством, как иу %, но при этом она ещё смежна 
с некоторой вершиной из И. Новая вершина, обладает большим коли- 
чеством свойств и предпочтительнее в доказательстве. Поэтому нам 
удобно рассматривать её вместо вершины %. Сама же вершина % нам в 
доказательстве больше не нужна. Поэтому мы можем взять её имя «и» 
и присвоить его новой вершине. 

Переобозначение. ® — вершина, не находящаяся в одном цикле с вер- 
шиной и, что эквивалентно % & (0, а также © смежна некоторой веритине 
ме. 

Рассмотрим пару веритин (и, и). Мы вводили вершину и принадле- 
жащей множеству 0. Принадлежность 1 Е 0 означает, что пара вер- 
шин (и, 4) принадлежит общему для них простому циклу. 

Очевидно, вершина ® не может находиться в этом цикле, потому что 
она, по своему определению не может находиться в одном цикле с вер- 
ШИНОЙ 1. 

В простом цикле от одной вершины до любой другой можно дойти 
двумя простыми путями. 

Обозначение. Р!, Р› — две простые цепи между вершинами и и № 
внутри общего для них простого цикла. 

Лемма. В графе С’ существует простая цепь между вершинами и и 
®, не проходящая через вершину 1. 

Доказательство. По условию теоремы граф С’ связный. Это значит, 
что любые две его вершины соединены простой цепью, в том числе 
вершины и и. 

Допустим, что все простые цепи между вершинами и и ® содержат 
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вершину 1. В параграфе «Цепи проходят через точку сочленения» до- 
казана, теорема о том, что если между двумя вершинами все простые 
цепи проходят через одну вершину, то эта вершина является точкой со- 
членения. В нашем случае точкой сочленения является вершина и. Но 
в данном доказательстве мы исходим из первого условия теоремы, кото- 
рое гласит, что граф С' является блоком. В блоке, по его определению, 
нет точек сочленения. Получается противоречие. Допущение, что все 
простые цепи между вершинами и и ® содержат вершину %, приводит 
к противоречию с определением блока. Следовательно, между верши- 
нами и и © существует простая цепь, не проходящая через вершину №. 
Лемма доказана. 

Обозначение. Р’— простая цепь между вершинами и и %, не содер- 
жащая вершины 40. 

Возможны два случая: 

1) цепь Р’ не пересекается с цепями Р; и Р», 

2) цепь Р’ пересекается с какой-нибудь из цепей Р) и Ро. 

(Под пересечением подразумевается наличие общих вершин кроме 
общей для них вершины \). 

Рассмотрим случай 1: цепь Р’' не пересекается с цепями Р! и Р.. 

Пройдём из вершины и по цепи Р; к вершине %. Выше в переобозна- 
чении мы договорились, что вершина ® смежна с вершиной и. Поэтому 
мы можем сделать переход по ребру от и к %. До сих пор повторения 
вершин в движении по пути не было (цепь Р; простая). Из вершины % 
мы можем вернуться обратно к вершине и по цепи Р’. Эта цепь не пере- 
секается с цепью Р] и не содержит вершины 1 по своему определению. 
То есть, при движении по цепи Р’ нам не встретились повторяющиеся 
вершины, помимо вершины \, с которой мы начинали путь. 

В итоге мы прошли путь без повторения вершин (кроме начальной 
и конечной) из вершины и по цепи Р!, затем по ребру и, и после по 
цепи Р”, придя в исходную точку. Этим мы нашли простой цикл графа 
С, который содержит одновременно вершины и и %. Но эти вершины 
не могут принадлежать одному циклу. Получается противоречие. 

Случай 1 приводит к противоречию. 

Рассмотрим случай 2: цепь Р' пересекается с какой-нибудь из цепей 
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Р) И Р.. 

Пройдём из вершины % по цепи Р’ до ближайшей точки пересечения 
с цепью Р; или ЁР». Пусть это будет цепь Р! (если бы была цепь Р», то 
дальнейшее построение аналогично с зеркальной симметрией). Пока мы 
шли до ближайшей точки цепи Р\, мы не пересекались с цепями Р; и Ро. 
То есть, эти цепи открыты для движения без повторения вершин. Попав 
в вершину цепи Р!, мы можем продолжить путь по цепи Р! вплоть до 
вершины и. Затем по цепи Р> идём до вершины 1, из вершины и по 
ребру их переходим к вершине %. 

В итоге наш путь состоит из участка Р”’, участка Ру, цепи Р› и ребра 
и. Нигде по пути вершины не повторялись, кроме начальной и конеч- 
ной вершины %. При этом мы прошли через вершину и. Таким образом, 
мы нашли простой цикл, содержащий вершины и и %, что невозможно 
по основному допущению доказательства. 

Случай 2 приводит к противоречию. 

Все возможные случаи приводят к противоречию. Следовательно, до- 
пущение существования пары вершин и и %, которые не находятся в об- 
щем для них простом цикле, противоречив. Отсюда любая пара вершин 
графа С’ находится в общем для этой пары простом цикле. 

Следование 1) = 2) доказано. 

Докажем следование 2) = 1). 

Пусть любые две вершины графа С’ содержатся в общем для них 
простом цикле. Докажем, что граф С' является блоком. 

Допустим обратное: граф С не является блоком. Это означает, что в 
графе С существует точка сочленения. 

В параграфе «Цепи проходят через точку сочленения» доказана, тео- 
рема о том, что если © является точкой сочленения, то существуют 
такие вершины и и 1, отличные от %®, что любая простая цепь между 
ними проходит через вершину %. 

В графе С любые две вершины находятся в общем для них простом 
цикле. В том числе вершины и и находятся в общем для них про- 
стом цикле. В простом цикле любые две его вершины соединены двумя 
простыми цепями. Обе простые цепи между вершинами и и и должны 
содержать вершину 9%. Получается, что в простом цикле наличествует 
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два экземпляра вершины у. А это значит, что простой цикл не является 
простым. Противоречие. 

Допущение, что граф С’ не является блоком, приводит к противоре- 
чию с простотой циклов. Следовательно, граф С является блоком. 

Следование 2) = 1) доказано. 

Мы доказали теорему в обе стороны. Теорема доказана. 


65.10 Цикл между вершинами и цикл между 
рёбрами 


Теорема. Пусть а — связный граф с не менее чем тремя вершинами. 
Следующие утверждения эквивалентны: 

1) любые две вершины графа С принадлежат некоторому общему 
для них простому циклу, 

2) любая вершина и любое ребро графа С' принадлежат некоторому 
общему для них простому циклу, 

3) любые два ребра графа С принадлежат некоторому общему для 
них простому циклу. 

Доказательство. Докажем следование 1) = 2). 

Первое утверждение гласит, что любые две вершины графа С при- 
надлежат некоторому общему для них простому циклу. Нам нужно до- 
казать второе утверждение о том, что любая вершина с любым ребром 
в графе С принадлежат некоторому общему для них простому циклу. 

Возьмём в графе С’ произвольную вершину и и произвольное ребро 
ии, геи и и — вершины, являющиеся концами ребра. Докажем, что 
вершина и и ребро ош принадлежат общему для них простому циклу. 

Для двух вершин и и ® имеется общий для них простой цикл. Обо- 
значим его #: 

ЕЙ. 

Один из двух случаев обязательно реализуется: 

1шЕЙ, 2) ше. 

Рассмотрим случай 11 шей. 

В этом случае в цикле { содержатся все вершины и, %, и. Любые две 
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вершины простого цикла соединены двумя простыми цепями. В том 
числе вершины % и цикла 7 соединены двумя простыми цепями. Так 
как вершина и находится в цикле Й, то она находится в одной из це- 
пей между и и ш. Возьмём ту (1-и)-цепь, которая содержит веригину 
и. Вершины % и и мы определили как концы ребра ош. Соединим вы- 
бранную простую (-и)-цепь с ребром 5%. Простая цепь замыкается в 
простой цикл. Этот цикл содержит как вершину и, так и ребро ош. Мы 
нашли цикл, указанный во втором условии теоремы. 

В случае 1 второе условие теоремы выполняется. 

Рассмотрим случай 2: ш @ 2. 

Лемма. Существует (\4-и)-цепь, не содержащая вершину %. 

Доказательство. В графе С, по первому условию теоремы, любые 
две вершины содержатся в некотором общем для них простом цикле. 
Это касается в том числе вершин и и. В простом цикле любые две 
вершины соединены двумя простыми цепями. 

Допустим, обе простые цепи между и и и содержат вершину %. Тогда 
получается, что в цикле два раза представлена одна и та же вершина. 
Значит, он не является простым, хотя мы вводили его простым. Допу- 
щение приводит к противоречию, следовательно, одна из цепей между 
и и и не содержит вершину %. То есть, существует (и-и)-цепь, не со- 
держащая вершину %. Лемма доказана. 

Обозначение. Р — (и-и)-цепь, не содержащая вершину %. 

Подведём итоги, что мы имеем: и — вершина, ии — ребро, вершины 
ии находятся в общем для них цикле 7, вершина и находится вне 
этого цикла, через вершины и и и проходит цепь Р, не содержащая 
вершину %. 

Возможны два случая: 

2.1) цепь Р не пересекается с циклом 7, 

2.2) цепь Р пересекается с циклом 1. 

(Пересечение означает наличие общих вершин кроме вершины 4.) 

Рассмотрим случай 2.1: цепь Р не пересекается с циклом Й. 

Начнём движение по пути из вершины и к вершине и по цепи Р. 
От вершины и по циклу Й мы можем дойти до вершины %. Так как 
цепь Р не пересекается с циклом 7, то на пути у нас не встречаются 
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повторяющиеся веригины. Дальше из веригины % к вершине и перейдём 
по ребру ош. В итоге мы прошли замкнутый путь без повторения вер- 
шин (кроме начальной и конечной). То есть, мы нашли простой цикл. 
В этом цикле мы проходили через вершину и и через ребро ош. Это 
и есть цикл, существование которого утверждается во втором условии 
теоремы. 

В случае 2.1 второе условие теоремы выполняется. 

Рассмотрим случай 2.2: цепь Р пересекается с циклом #. 

Начнём движение по пути из вершины и по цепи Р до первой встре- 
тившейся вершины цикла И. Обозначим эту вершину и’. До появления 
вершины и’ на пути мы не встречали вершин из цикла Й. Следователь- 
но, если мы продолжим путь по циклу //, то вершины из прошлого пути 
нам попадаться не будут (если не делать полный оборот, конечно. Но 
мы его делать не будем). 

Между любыми двумя вершинами простого цикла имеются две про- 
стые цепи. Между вершинами и’ и ® имеется две простые цепи внутри 
цикла /. Так как в цикле / имеется вершина и, то одна из двух про- 
стых цепей должна содержать вершину и. Пройдём из вершины и’ по 
той цепи к %, которая содержит вершину и. Дойдя до вершины %, мы 
можем перейти в исходную вершину и по ребру и. 

В итоге мы проделали путь по участку цепи Р, по цепи внутри цик- 
ла ИД, содержащей вершину и, и по ребру ош. Путь замкнут, на пути 
нам не встречались повторяющиеся вершины. Следовательно, мы на- 
шли простой цикл. В этом цикле мы прошли через вершину и и по ребру 
и. Таким образом, мы нашли простой цикл, содержащий вершину и и 
ребро хи. Существование этого цикла утверждается во втором условии 
теоремы. 

В случае 2.2 второе условие теоремы выполняется. 

Внутри случая 2 второе условие теоремы выполняется во всех подслу- 
чаях. Следовательно, в случае 2 второе условие теоремы выполняется. 

Таким образом, второе условие теоремы выполняется во всех возмож- 
ных случаях. 

Следование 1) = 2) доказано. 

Докажем следование 2) = 3). 
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Второе утверждение гласит, что любая вершина с любым ребром в 
графе С принадлежат некоторому общему для них простому циклу. 
Нам нужно доказать третье утверждение о том, что любые два ребра 
в графе С принадлежат некоторому общему для них простому циклу. 

Возьмём в графе С два произвольных ребра или> и %142. Докажем, 
что эти рёбра принадлежат общему для них простому циклу. 

Рассмотрим случай, когда в рёбрах и1и2 и 1112 какие-то вершины 
совпадают. Самое большое, два разных ребра могут иметь одну общую 
вершину. Потому что если две вершины у рёбер совпдают, то сами рёбра 
совпадут друг с другом. 

Будем считать, что вершины 2 и %1 совпадают. Так что мы имеем 
два ребра и1и2 и (252. 

По второму условию теоремы, ребро или2 и вершина 12 находятся в 
общем для них простом цикле. В простом цикле любые две вершины 
соединены двумя простыми цепями. В частности вершины 12, %2 цикла 
соединены двумя (‘/2-02)-цепями. 

Так как ребро ити принадлежит циклу, то это ребро должно при- 
сутствовать в одной из (12-12)-цепей. Присоединим к этой (и2-105)-цепи 
ребро и2%2, простая цепь замкнётся в простой цикл. Таким образом, 
мы нашли простой цикл, содержащий в себе рёбра или и и2%2. Для 
случая, когда одна вершина двух рёбер общая, третье условие теоремы 
выполняется. 

Далее мы рассматриваем случай, когда все вершины в рёбрах и1\и2 и 
1105 разные. 

По второму условию теоремы, для ребра или и вершины %1 имеется 
общий для них простой цикл. Обозначим его й: 

112 ЕД, ШЕЛ. 

Один из двух случаев обязательно реализуется: 

12 ЕЙ, 2) 297. 

Рассмотрим случай 1: 12 Е Й. 

В этом случае в цикле Д содержатся ребро ити и обе вершины %1, 12 
ребра, 1% (само ребро может не включаться). Любые две вершины про- 
стого цикла соединены двумя простыми цепями. В том числе вершины 
1 И 92 цикла Д соединены двумя простыми цепями. Так как ребро или 
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находится в цикле #, то оно находится в одной из цепей между %1 и 12. 
Возьмём ту (%1-02)-цепь, которая содержит ребро ити2. Вершины %1 и 12 
мы определили как концы ребра 9112. Соединим выбранную простую 
(%1-92)-цепь с ребром %1%2. Простая цепь замыкается в простой цикл. 
Этот цикл содержит как ребро и1иэ, так и ребро $112. Мы нашли цикл, 
указанный в третьем условии теоремы. 

В случае 1 третье условие теоремы выполняется. 

Рассмотрим случай 2: 12 @ 7. 

Лемма. Существует цепь, содержащая ребро и1и> и вершину 12, но 
не содержащая вершину %1. 

Доказательство. В графе С, по второму условию теоремы, любое реб- 
ро и любая вершина содержатся в некотором общем для них простом 
цикле. Это касается в том числе ребра, или> и вершины 12. 

Напомню, что мы рассматриваем случай, когда все вершины рёбер 
12 И 0102 разные. То есть, вершина 12 не совпадает ни с какой из 
вершин ребра 12. И при этом эта вершина и это ребро находятся в 
одном цикле. 

Очевидно, в простом цикле любое ребро и любая вершина, вне этого 
ребра соединены двумя простыми цепями. В частности, ребро или и 
вершина, > соединены простой (и1-12)-цепью и простой (1и2-05)-цепью. 

Допустим, что обе эти цепи содержат вершину %1. Тогда получается, 
что в цикле два раза представлена одна и та же вершина. Значит, он не 
является простым, хотя мы вводили его простым. Допущение приводит 
к противоречию, следовательно, одна из цепей между ребром и1и2 и 
вершиной 12 не содержит вершину 11. 

Кстати, эта цепь не содержит ребро из (мы ведь начинали её из 
конца ребра), но мы можем это ребро к ней присоединить. И цепь оста- 
нется простой, то есть, не будет повторяющихся вершин. 

Таким образом, существует простая цепь, содержащая ребро и1и> и 
вершину 42, но не содержащая вершину %1. Лемма доказана. 

Обозначение. Р — цепь, содержащая ребро и1и> и вершину 12, но не 
содержащая вершину %1. 

Подведём итоги, что мы имеем: 12 и 1102 — рёбра, ребро или? и 
вершина %1 находятся в общем для них цикле #, вершина %2 находится 
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вне этого цикла, через ребро 12 и вершину 12 проходит цепь Р, не 
содержащая вершину 11. Ребро и1и> является общим для цикла И и 
для цепи Р. 

Возможны два случая: 

2.1) цепь Р не пересекается с циклом 7, 

2.2) цепь Р пересекается с циклом 1. 

(Пересечение означает наличие общих вершин кроме вершин 1 и 2.) 

Рассмотрим случай 2.1: цепь Р не пересекается с циклом Й. 

Начнём движение по пути из вершины 12 к ребру или>2 по цепи Р. 
Ребро или2 и вершина, %1 принадлежат простому циклу #. Через ребро 
12 пройдём далее по циклу Й( вплоть до вершины %1. До сих пор 
никаких повторений вершин на пути не было, потому что цепь Ри 
цикл 7 не пересекаются, не считая ребра или>. И наконец, из вершины 
®1 к вершине 92 перейдём по ребру %1%2. 

В итоге мы прошли замкнутый путь без повторения вершин (кроме 
начальной и конечной). То есть, мы нашли простой цикл. В этом цикле 
мы проходили через ребро и1и> и через ребро 12. Это и есть цикл, 
существование которого утверждается в третьем условии теоремы. 

В случае 2.1 третье условие теоремы выполняется. 

Рассмотрим случай 2.2: цепь Р пересекается с циклом #. 

Начнём движение по пути из вершины \%2 по цепи Р до первой встре- 
тившейся вершины цикла #. Обозначим эту вершину и. До появления 
вершины и на пути мы не встречали вершин из цикла й. Следователь- 
но, если мы продолжим путь по циклу #/, то вершины из прошлого пути 
нам попадаться не будут (если не делать полный оборот, конечно. Но 
мы его делать не будем). 

Между любыми двумя вершинами простого цикла имеются две про- 
стые цепи. Между вершинами и и 11 имеется две простые цепи внутри 
цикла {. Так как в цикле Й имеется ребро илиэ, то одна из двух про- 
стых цепей должна содержать ребро и1и2. Пройдём из вершины и по 
той цепи к 1, которая содержит ребро и12. Дойдя до вершины 1, мы 
можем перейти в исходную вершину %2 по ребру %1%2. 

В итоге мы проделали путь по участку цепи Р, по цепи внутри цик- 
ла И, содержащей ребро ил2, и по ребру %1%2. Путь замкнут, на пути 
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нам не встречались повторяющиеся вершины. Следовательно, мы на- 
шли простой цикл. В этом цикле мы прошли через ребро или и по реб- 
ру 1102. Таким образом, мы нашли простой цикл, содержащий ребро 
ии и ребро 9102. Существование этого цикла утверждается в третьем 
условии теоремы. 

В случае 2.2 третье третье теоремы выполняется. 

Внутри случая 2 третье условие теоремы выполняется во всех подслу- 
чаях. Следовательно, в случае 2 третье условие теоремы выполняется. 

Таким образом, третье условие теоремы выполняется во всех возмож- 
ных случаях. 

Следование 2) = 3 доказано. 

Докажем следование 3) = 1). 

Третье условие теоремы гласит, что любые два ребра, графа, С нахо- 
дятся в общем для них простом цикле. Докажем первое условие теоре- 
мы: любые две вершины графа (С находятся в общем для них простом 
цикле. 

Возьмём в графе С две произвольные вершины и и %. 

Рассмотрим случай, когда вершины и и ® смежны, то есть они на- 
ходятся в одном ребре. Любое ребро в графе С в паре с каким-нибудь 
другим ребром находится в общем для них простом цикле. А вместе с 
ними в одном простом цикле находятся вершины и и %. В этом случае 
первое условие теоремы выполняется. 

Осталось рассмотреть случай, когда вершины и и % несмежны. В 
этом случае каждая из вершин принадлежит отдельному ребру. Пара 
рёбер находится в общем для них простом цикле. А вместе с ними в 
этом простом цикле находятся вершины и и %. В этом случае первое 
условие теоремы выполняется. 

Первое условие теоремы выполняется во всех случаях. 

Следование 3) = 1) доказано. 

Мы доказали по циклу утверждения 1) = 2) => 3) = 1). Отсюда все 
эти утверждения эквивалентны. Теорема доказана. 
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65.11 Блок и цепь 


Теорема. Пусть С — связный граф с не менее чем тремя вершинами. 
Следующие утверждения эквивалентны: 

Г а - блок, 

2) для любых двух вершин и любого ребра графа С' существует про- 
стая цепь, соединяющая эти вершины и включающая данное ребро, 

3) для любых трёх различных вершин графа С' существует простая 
цепь, соединяющая две из них и проходящая через третью, 

4) для каждых трёх различных вершин графа, С существует простая 
цепь, соединяющая две из них и не проходящая через третью. 

Доказательство. Докажем следование 1) = 2). 

Пусть граф С является блоком. Возьмём в графе С две произволь- 
ные вершины и и %, и ребро т. Докажем, что между вершинами и иф 
существует простая цепь, содержащая ребро т. 

В параграфе «Блок и цикл между вершинами» доказана теорема, о 
том, что если граф С блок, то любые две его вершины лежат в общем 
для них простом цикле. 

В параграфе «Цикл между вершинами и цикл между рёбрами» до- 
казана теорема о том, что если любые две вершины графа находятся в 
общем для них простом цикле, то любая вершина и любое ребро нахо- 
дятся в общем для них простом цикле. 

Объединяя эти две ссылки на другие параграфы, приходим тому, 
что раз граф С является блоком, то любая его вершина и любое ребро 
находятся в общем для них простом цикле. 

Обозначения. 

Ил — простой цикл, содержащий вершину и и ребро т. 

(2 — простой цикл, содержащий вершину % и ребро т. 

Если вершина © содержится в цикле 7, то цикл содержит в себе 
вершины и, % и ребро т. В простом цикле любые две вершины соеди- 
нены двумя простыми цепями, в том числе вершины и и %. Так как 
ребро т находится в цикле (1, то оно содержится в одной из его цепей. 
Таким образом, между вершинами и и ® проходит простая цепь, содер- 
жащая ребро т. Так что второе условие теоремы выполнено. Осталось 
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рассмотреть случай, когда ® & 71. 

Аналогично и с зеркальной симметрией рассматривается случай, ко- 
гда вершина, и содержится в цикле 222: в этом случае второе условие тео- 
ремы тоже выполняется. Осталось рассмотреть случай, когда и & 22. 

Подведём итог, что мы имеем. В циклах #1 и (2 содержится общее 
для них ребро х. Вершина и содержится в Дл, но не содержится в 22. 
Вершина, © содержится в 12, но не содержится в 71. 

Возможны два случая: 

1) циклы 7/1 и 22 не имеют общих вершин и рёбер, кроме ребра х, 

2) циклы 71 и 22 имеют общие вершины, не только ребро т. 

Рассмотрим случай 1: циклы 1 и 2 не имеют общих вершин и рёбер, 
кроме ребра, т. 

В цикле #1 содержится вершина и. Пройдём по циклу 71 от вершины 
и к ребру т. А от ребра х пройдём по циклу 222 к вершине %. По пути от 
и к о нам не встречались повторяющиеся вершины, потому что циклы 
Или 12 не пересекаются, не считая ребра г. 

Мы нашли простую цепь, идущую из вершины и в вершину %, проходя 
при этом через ребро т. В случае 1 второе условие теоремы выполня- 
ется. 

Рассмотрим случай 2: циклы 71 и (2 имеют общие вершины, не толь- 
ко ребро т. 

Вершина и находится в цикле 7/4. От вершины и внутри цикла 7/1 
идут два направления. Оба должны привести к ребру т. Так как циклы 
ли 22 имеют общие вершины кроме ребра, т, то в одном из направле- 
ний от и к х должна встретиться вершина из цикла 1. 

Начнём идти из и по циклу И1 по направлению к общей вершине с 
циклом 22. Назовём её и. Так как и лежала на пути к ребру т, то, 
дойдя до вершины и, мы пока ещё не добрались до ребра т. Но теперь 
мы можем перейти в цикл 22. Никаких вершин, кроме 1, в цикле 222 
мы не проходили. 

В цикле 12 есть вершина %® и вершина %. А также ребро т. В простом 
цикле 12 между вершинами % и % есть две простые простые цепи. Одна 
из этих цепей содержит ребро т. Пройдём из вершины к вершине % 
по той цепи, которая содержит ребро т. 
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В итоге мы прошли от вершины и к вершине ® по простой цепи, 
пройдя по пути через ребро г. Во втором случае второе условие теоремы 
выполняется. 

Второе условие теоремы выполняется в обоих случаях. Значит, второе 
условие теоремы всегда выполняется при наличии первого. 

Следование 1) = 2) доказано. 

Докажем следование 2) = 3). 

Второе условие гласит, что для любых двух вершин и любого ребра 
графа С существует простая цепь, соединяющая эти вершины и вклю- 
чающая данное ребро. Нам нужно доказать третье условие: для любых 
трёх различных вершин графа С’ существует простая цепь, соединяю- 
щая две из них и проходящая через третью. 

Возьмём в графе С произвольные три вершины \, ® и ш. Докажем, 
что между вершинами и и % имеется простая цепь, содержащая верши- 
ну №. 

Вершина и не может быть изолированной, так как граф С связен по 
условию теоремы. Следовательно, вершина и находится в некотором 
ребре т. По второму условию теоремы, между вершинами и и % име- 
ется простая цепь, содержащая ребро т. А вместе с ребром т эта цепь 
содержит и вершину %. Мы нашли простую цепь между вершинами и 
и ®, содержащую вершину 1. 

Следование 2) = 3) доказано. 

Докажем следование 3) = 4). 

Третье условие гласит, что для любых трёх различных вершин графа, 
С существует простая цепь, соединяющая две из них и проходящая 
через третью. Нам нужно доказать четвёртое условие: для каждых трёх 
различных вершин графа С’ существует простая цепь, соединяющая две 
из них и не проходящая через третью. 

Возьмём в графе С’ три произвольные различные вершины и, и и 
и. Докажем, что между вершинами и и % существует простая цепь, не 
содержащая вершину 1. 

По третьему условию теоремы, между вершинами и и  существу- 
ет простая цепь, содержащая вершину %. Если мы пройдём путь по 
этой цепи из и к 9, то мы не встретим повторяющихся вершин и не до- 
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стигнем вершины %. Таким образом, пройденный участок цепи между 
вершинами и и % является простой цепью, не содержащей вершины 1. 
Существование этой цепи нам и нужно было доказать. 

Следование 3) = 4) доказано. 

Докажем следование 4) = 1). 

Четвёртое условие теоремы гласит, что для каждых трёх различных 
вершин графа С’ существует простая цепь, соединяющая две из них и не 
проходящая через третью. Нам нужно доказать первое условие: граф 
С является блоком. То есть, нам нужно доказать, что в графе С нет 
точек сочленения. 

Допустим, что в графе С имеется точка, сочленения. Обозначим её 4. 
В параграфе «Цепи проходят через точку сочленения» доказана, теоре- 
ма о том, что если и точка сочленения, то существуют вершины и и 
такие, что любые простые цепи между и и % содержат точку и. Но, по 
четвёртому условию теоремы, существует простая цепь между верши- 
нами \ и %, которая не содержит вершины и. Получается противоречие. 
Допущение, что граф С содержит точку сочленения, приводит к про- 
тиворечию. Следовательно, точек сочленения в графе С нет, и граф 4 
является блоком. 

Следование 4) = 1) доказано. 

Мы доказали по циклу утверждения 1) = 2) = 3) = 4) = П. 
Отсюда все эти утверждения эквивалентны. Теорема, доказана. 


65.12? Итог. Эквивалентные свойства блока 


Теорема. Пусть а — связный граф с не менее чем тремя вершинами. 
Следующие утверждения эквивалентны: 

1] а - блок, 

2) любые две вершины графа С принадлежат некоторому общему 
для них простому циклу, 

3) любая вершина и любое ребро графа С' принадлежат некоторому 
общему для них простому циклу, 

4) любые два ребра графа С’ принадлежат некоторому общему для 
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5) для любых двух вершин и любого ребра графа С' существует про- 
стая цепь, соединяющая эти вершины и включающая данное ребро, 

6) для любых трёх различных вершин графа С' существует простая 
цепь, соединяющая две из них и проходящая через третью, 

7) для каждых трёх различных вершин графа (С существует простая 
цепь, соединяющая две из них и не проходящая через третью. 

Доказательство. В параграфе «Блок и цикл между вершинами» до- 
казана, эквивалентность утверждений 1) и 2). 

В параграфе «Цикл между вершинами и цикл между рёбрами» до- 
казана эквивалентность утверждений 2), 3) и 4). 

В параграфе «Блок и цепь» доказана, эквивалентность утверждений 
С 

Таким образом, все перечисленные утверждения эквивалентны. Тео- 
рема доказана. 
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ГЛАВА 66 


Связность 


66.1 Вершинная и рёберная связности 


Определения. 

Связный граф — это граф, в котором между двумя любыми верши- 
нами проходит цепь. 

Тривиальный граф — это граф, состоящий из одной точки. 

х = х(@) — вершинная связность графа С’ — это наименьшее число 
вершин, удаление которых приводит к несвязному или тривиальному 
графу. 

А = (С) — рёберная связность графа С’ — это наименьшее количе- 
ство рёбер, удаление которых приводит к несвязному или тривиальному 
графу. 

Степень вершины — количество смежных с ней рёбер. 

9(С') — минимальная степень вершины среди всех вершин графа (@. 


66.2 х(С) < ^(@) < (С) 


Теорема. Для любого графа С’ выполняются неравенства 

х(С) < ^(С) < 6(С). 

Доказательство. Проверим сначала, второе неравенство А(() < 0(С), 
то есть, что рёберная связность меньше или равна минимальной степе- 
ни вершин графа. 

Рассмотрим случай, когда в графе С нет рёбер, одни только вершины. 
Любые две вершины не соединены никакой цепью. Этот граф несвязен, 
или тривиален. Не нужно удалять ни одного ребра, чтобы превратить 
граф в несвязный или тривиальный. Значит рёберная связность А = 0. 
При этом каждая вершина не соединена ни с каким ребром, а значит 
минимальная степень вершины среди всех вершин д = 0.0 < 0, поэтому 
А < д. Для случая без рёбер неравенство А < д выполняется. 
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Рассмотрим теперь случай, когда рёбра есть. Возьмём точку с наи- 
меньшей степенью. Эта степень, по определению, равна д. То есть, у 
рассматриваемой точки имеется д смежных с ней рёбер. Удалим смеж- 
ные с ней рёбра, и это отделит точку от остального графа. То есть 
сделает граф несвязным. Таким образом, нам удалось сделать граф 
несвязным, удалив д рёбер. Поэтому рёберная связность (наименьшее 
число удалённых рёбер, делающих граф несвязным) не больше этого 
числа: А < 9. 

В итоге равенство А < д выполняется в любом случае. Нам осталось 
доказать неравенство Х < А. 

Рассмотрим три случая, хотя бы один из которых обязательно вы- 
полняется: 

1) граф С несвязный, то есть А = 0, 

2) граф С связный и имеет мост, то есть, А = 1, 

3) граф С связен, Л > 2. 

Рассмотрим первый случай несвязного графа. В нём не нужно уда- 
лять вершины или рёбра, чтобы сделать его несвязным. Поэтому вер- 
шинная и рёберная связности равны нулю: 

р 

Для таких значений выполняется неравенство х < А. В первом слу- 
чае неравенство выполняется. 

Рассмотрим второй случай: граф С связный и имеет мост. Чтобы сде- 
лать такой граф несвязным, достаточно удалить мост — это одно ребро, 
то есть, А = 1. Чтобы уничтожить мост, можно удалить вершину, на 
которой он держится. То есть, одной удалённой вершины достаточно, 
чтобы сделать граф С несвязным, и поэтому Хх = 1. Для таких характе- 
ристик выполняется неравенство Хх < А. Во втором случае неравенство 
выполняется. 

Рассмотрим третий случай: граф С связен, Л > 2. Число А означает, 
что можно удалить А рёбер, чтобы сделать граф С несвязным. Уничто- 
жить эти рёбра можно как их удалением, так и удалением смежных с 
ними вершин. То есть, можно удалить А вершин, смежных с А разделя- 
ющими рёбрами, и эти рёбра уничтожатся. Но в доказательстве может 
возникнуть проблема, когда после удаления вершин удалится несвязан- 
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ная компонента графа, которая должна была появиться после удаления 
рёбер. Чтобы обойти эту трудность, разрушим сначала Л — 1 ребро с 
помощью удаления А-— 1 вершины. Останется мост. Если этот мост свя- 
зывает одну вершину с остальной частью графа, то висячую вершину 
удалять не будем, удалим другую вершину. В итоге висячая вершина 
сохранится, то есть сохранится отделившаяся компонента графа. (Если 
была ситуация, когда лишь две вершины соединялись ребром, то после 
удаления вершины останется одна вершина — тривиальный граф, что 
учитывается в определении вершинной и рёберной связности). В итоге 
в случае Л > 2 достаточно удаления А вершин, чтобы сделать граф 
несвязным, или тривиальным. То есть, Х < А. 

Во всех рассмотренных случаях неравенство Хх < А выполняется. 

Мы доказали оба неравенства Х(С’) < Л(С) < 9(С)). Теорема доказа- 
на. 


66.3 Георема Менгера 


Определения. 

Множество вершин, разделяющих точки $ и # — это множество вер- 
шин графа, удаление которых приводит к разделению графа на две 
несвязанные компоненты, одна из которых содержит точку $, а другая 
точку $. 

Простая цепь — цепь без самопересечений (нет повторяющихся вер- 
шин и рёбер). 

(5-К)-цепь — это цепь, идущая из точки $ в точку $. 

Непересекающиеся (3-#)-цепи — это (5-Ё-цепи, которые не содержат 
общих вершин, кроме вершин $ и &. 

Теорема. Пусть а — граф, $ и & — несмежные вершины. Рассмот- 
рим разделение графа на две несвязанные части, в одной из которых 
имеется вершина, $, а в другой вершина $. 

Тогда минимальное число вершин, разделяющих точки $ и & равно 
максимальному числу непересекающихся простых (5--цепей. 

Доказательство. 
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Лемма. Количество непересекающихся простых (5-Ё)-цепей меньше 
или равно количеству разделяющих вершин. 

Доказательство. Чтобы разрезать простую цепь, нужно удалить из 
неё хотя бы одну вершину. У разных непересекающихся (5-Ё-цепей не 
может быть общих вершин. Удаляя вершину, мы разрываем не более 
одной цепи. Если цепей больше, чем разделяющих вершин, то вершины 
разорвут не все цепи, и вершины $ и & будут связывать оставшиеся це- 
пи. Поэтому количество непересекающихся простых (5-#-цепей должно 
быть не больше, чем разделяющих вершин. Лемма доказана. 

Нам осталось доказать, что количество непересекающихся простых 
(5-Р)-цепей не меньше количества разделяющих вершин. 

Доказывать будем по индукции. 

Рассмотрим случай К = 1 разделяющей вершины. Любая простая (5- 
-цепь должна проходить через разделяющую вершину, иначе бы после 
удаления вершины не проходящая через неё (5-Ё)-цепь не разрезалась 
бы, и точки $ и # были бы связаны. Через одну точку не могут прой- 
ти две непересекающиеся цепи — они вынуждены будут пересечься в 
этой точке. В итоге в этом случае максимальное количество непересе- 
кающихся (5-№)-цепей равно 1. То есть, количество непересекающихся 
простых цепей не меньше количества, разделяющих вершин. Для слу- 
чая одной разделяющей вершины теорема выполняется. 

Допустим, что теорема неверна. Среди графов, где теорема не выпол- 
няется, возьмём минимальный по количеству вершин. Среди графов с 
таким количеством вершин возьмём наименьший по количеству рёбер, 
для которого теорема не выполняется. В таком графе, если удалить вер- 
шину или ребро, получится граф, для которого теорема выполняется. 
Обозначим рассматриваемый минимальный граф (. 

Невыполнение теоремы для графа С' означает, что максимальное ко- 
личество непересекающихся (3-Ё)-цепей меньше минимального количе- 
ства разделяющих вершин. 

Обозначение. А — наименьшее количество разделяющих вершин гра- 
фа С. 

Лемма. Если вынуть любое ребро х, то минимальное число разделя- 
ющих вершин в С — х уменьшится и будет равно В — 1. 
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Доказательство. Число рёбер в графе С минимально для нарушения 
теоремы. Поэтому при изъятии любого ребра теорема начнёт выпол- 
няться. Число цепей от изъятия ребра не увеличится. Но при этом 
должно сравняться число цепей и число разделяющих вершин (в С 
веритин больше цепей). А значит, должно уменьшиться число разделя- 
ющих вершин. 

Таким образом, в графе С’ — т будет не более й — 1 разделяющей 
вершины. Докажем, что в этом графе будет не менее й—1 разделяющей 
вершины. 

Допустим, что удаление ребра х приводит к снижению минимального 
количества разделяющих вершин на 2 или более. Рассмотрим множе- 
ство разделяющих вершин в графе С -— т. Их количество равно В -— 4. 
Прибавим к этому множеству одну из вершин, являющихся концами 
ребра х. Получается набор из й — 1-1 вершины. Удаление этих вер- 
шин приводит к удалению ребра х и к разделению графа С — т. В 
итоге делится и граф С’ тоже. Получается, что для разделения графа 
С’ достаточно только й —1&-1 вершины (где # > 2). Это меньше, чем 
1. А В) мы определяли как минимальное количество разделяющих вер- 
шин графа С. Допущение, что количество разделяющих вершин графа 
С — т меньше й — 1, приводит к противоречию с определением числа, №. 
Следовательно, минимальное количество разделяющих вершин графа 
С — т не меньше й — 1, а значит равно ЙА — 1. Лемма доказана. 

Из графа С можно вынимать разные рёбра т. Для разных вынутых 
рёбер т будут разные наборы разделяющих вершин. 

Обозначение. 5(1) — набор А — 1 разделяющих веригин графа С — т. 

Граф С содержит А разделяющих вершин. Граф С — т содержит 
й — 1 разделяющую вершину. Поэтому если изъять множество 5(7) 
разделяющих вершин из графа С, то останется хотя бы одна неизъятая 
разделяющая вершина. 

Лемма. Каждая (3-®)-цепь в С — 5(5) содержит ребро т. 

Доказательство. Допустим, что в графе С — 5(5) есть (5-Ё)-цепь, не 
содержащая ребро т. Тогда мы можем изъять ребро х и цепь останется 
на месте. Но граф С — х- 5(5) разделён (5(т) — разделяющее мно- 
жество графа С -— 5), и в нём нет (3--цепей. Допущение привело к 
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противоречию. Значит, (5-Ё)-цепей, проходящих мимо ребра 1 не суще- 
ствует, любая (3--цепь в графе С’ -— 5(5) содержит ребро х. Лемма 
доказана. 

Обозначение. и и ® — вершины ребра т. 

Лемма. Вершины и и ® не принадлежат множеству вершин 5(5): 

04 5(т). 

Доказательство. Допустим обратное: какая-то вершина и или % вхо- 
дит в множество 5(7). Тогда, если удалить из графа С’ множество 5(57), 
то удалится и ребро х. Получится граф С — х, из которого изъяли мно- 
жество 5(5), а значит, граф разделится. Таким образом, для разделе- 
ния графа, С' оказалось достаточно удаления А — 1 вершин из множества 
5'(т), хотя мы условились, что минимальное количество разделяющих 
вершин графа С равно й. Допущение, что какая-то вершина при ребре 
т входит в множество 5(5), приводит к противоречию с минимально- 
стью количества й разделяющих вершин. Значит, вершины и и % не 
входят в множество 5(5). Лемма доказана. 

Лемма. В графе С нет вершин, смежных одновременно и с $, исй 
(смежность возможна только с одной из этих вершин). 

Доказательство. Пойдём от обратного: пусть есть вершина, смежная 
одновременно и с 3, исф. Назовём эту вершину 1. 

Подлемма. Удалим вершину 1. Тогда минимальное количество раз- 
деляющих вершин в графе С — и равно Йй — 1. 

Доказательство. В графе С — и не меньше й — 1 разделяющей верши- 
ны (если бы было меньше, то прибавление к разделяющему множеству 
вершин графа С — и вершины % дало бы разделяющее множество вер- 
шин графа С с количеством менее № вершин, что невозможно). 

При удалении вершины и удаляется некоторое ребро, а мы уже дока- 
зали, что при удалении ребра количество разделяющих вершин умень- 
пгается и становится не более А — 1. Следовательно, после удаления 
вершины и в графе С — и разделяющих вершин не больше Й — 1. 

В итоге, количество разделяющих вершин в графе С — и не меньше 
и не больше числа й — 1. А значит, равно Й — 1. Подлемма доказана. 

Граф а — ш меньше минимального, для которого теорема нарушает- 
ся. Следовательно, в графе С — и теорема выполняется, и минимальное 
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количество разделяющих вершин (й — 1) равно максимальному коли- 
честву непересекающихся (3-)-цепей. Таким образом, в графе С — м 
имеется № — 1 непересекающаяся (3-#)-цепь. 

Возвратим вершину 1 в граф С’ — ш. Вершина и смежна с верши- 
нами $ и фа значит, через неё проходит (3-Ё-цепь 5%. Эта цепь не 
пересекается с В —1 (5-Ё-цепями графа С — в, ведь в графе С — ш 
вершины и не было, и его (5--цепи вершины и не содержат. В итоге 
в С' имеется № непересекающихся цепей. Хотя мы определяли граф С 
таким, что в нём количество непересекающихся (3$-Ё)-цепей меньше В. 

Допущение существования вершины, смежной и с 3, ис & приводит 
к противоречию. Следовательно, в графе С нет вершин, смежных од- 
новременно с з ис. Лемма доказана. 

Лемма. Любой набор И’, содержащий Р вершин и разделяющий $ и 
$, является смежным с $ или с (набор смежен, если каждый элемент 
набора смежен). 

Доказательство. 

Обозначения. 

5-ИЙ/-цепь — это цепь, соединяющая 3 и \,; Е И,, и не содержащая 
других 1; Е И’. 

И’-Е цепь — это цепь, соединяющая и; Е И” и ® и не содержащая 
других ; Е И'. 

Р. — набор всех (3-И/)-цепей. 

Р; — набор всех (И/-№-цепей. 

Подлемма. Любая (5-Ё)-цепь содержит вершину из ИУ. 

Доказательство. Допустим, что существует некоторая (5-Ё)-цепь, не 
содержащая вершины из И’. Тогда если мы удалим множество вершин 
И’ из графа С’, то гипотетическая цепь не разорвётся, ведь её вершины 
не удалялись. Следовательно, вершины $ и не будут разделены. До- 
пущение приводит к противоречию. Все (3-#)-цепи содержат вершины 
из множества И’. Подлемма доказана. 

Подлемма. Любая (3-Ё)-цепь начинается с цепи из Ру, а заканчивается 
цепью из Р». 

Доказательство. Любая (3--цепь содержит вершину из множества, 
И’. Начинается (3--цепь с вершины $. При движении от точки $ по 
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(5-К)-цепи мы однажды попадём на точку из множества И’. Кусок цепи 
от точки $ до первой попавшейся точки из И’ является, по определению, 
(5-И/)-цепью из множества, Ё». 

Ситуация с точкой # симметричная, доказывается аналогично. Под- 
лемма доказана. 

Подлемма. Общие вершины цепей из Р, и Р, принадлежат набору И’. 
Но не более. 

Доказательство. Допустим, что это не так: существует вершина а не 
из набора И’, которая принадлежит одновременно одной из цепей из 
Р. и одной из Р,. Тогда цепь из Р., начинающаяся в точке $, попадает 
в точку а прежде, чем попадёт в конечную для себя точку из И’. А 
в точке а начинается участок цепи из Р‚, заканчивающийся в точке 
$. То есть, мы можем пройти от точки 3 через вершину а к точке &, 
минуя вершины из множества И. Получается, что существует (5-Ё)- 
цепь, которая не содержит разделяющую вершину из И’. Хотя выше 
мы установили, что любая ($--цепь должна содержать вершину из 
У’. Допущение наличия общей вершины вне множества И’ приводит 
к противоречию. Следовательно, общие вершины цепей Р; и Р; могут 
быть лишь в наборе И’ и не более. Подлемма доказана. 

Перейдём к непосредственному доказательству того, что множество 
разделяющих вершин смежно с одной из разделяемых вершин $ или &. 

Допустим, что лемма неверна: множество И’ не является смежным 
ни с одной из вершин $ и &. В графе С через А вершин разделяющего 
множества, И’ проходит Й — 1 непересекающихся цепей. Возможны два 
варианта: 

1) Хотя бы у одного из наборов Р; и Р, ограниченная проходимость 
(то есть, в одном из наборов Р»; и Р; есть только № — 1 непересекающаяся 
цепь). 

2) Ни у одного из наборов Р; и Р; по отдельности нет ограничений 
по проходимости. 

Рассмотрим первый случай. В этом случае граф С’ можно перестро- 
ить в другой граф. Допустим, набор Р, обладает ограниченной прохо- 
димостью. Сохраним этот набор. А набор Р; переделаем: заменим в нём 
цепи от точек из И’ к точке $ на рёбра из точек из И’ к точке . В наборе 
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Р; все цепи не могут состоять из одного ребра, потому что тогда мно- 
жество И’ окажется смежным с точкой ф а мы в допущении указали 
обратное. Значит, в наборе Р; имеются цепи, содержащие более одного 
ребра. Если мы все эти цепи заменим на рёбра, то в полученном графе 
количество рёбер уменьшится. В нём также будет минимум й разделя- 
ющих точек, и также будет максимум й — 1 непересекающихся (5-Ё)- 
цепей, потому что набор Р, обладает ограниченной проходимостью. В 
итоге мы получили новый граф, в котором нарушается теорема, но он 
меньше графа (С. Но мы выбирали граф С минимальным, для кото- 
рого нарушается теорема. Получается, что первый случай приводит к 
противоречию, а значит его не может быть. (Случай противоречивости 
наличия ограниченной проиходимости набора Р, доказывается симмет- 
рично). 

Рассмотрим второй случай. В этом случае и в наборе Р., и в наборе РЁ» 
имеется Й непересекающихся цепей от точек $ и к точкам из множества 
У’. В непересекающихся цепей из набора Р. соединяются в точках И” 
с № непересекающимися цепями из набора Р,. Получается, что есть й 
непересекающихся (35-)-цепей. Хотя в графе С может быть максимум 
й — 1 непересекающихся (5-Ё)-цепей. Второй вариант противоречив. 

В итоге оба варианта приводят к противоречию. Следовательно, до- 
пущение несмежности множества И7 с одной из вершин $ и #& приводит 
к противоречию в любом случае. Значит множество И’ смежно с одной 
из вершин 3$ или $. Лемма доказана. 

Любой набор разделяющих вершин односторонне смежен. С другой 
стороны, двусторонней смежности быть не может. Используя эти фак- 
ты, закончим доказательство основной теоремы. 

Среди (5-Ё)-цепей существует кратчайшая. 

Обозначение. Р = {5, и1, и2,...,# — кратчайшая (3-№-цепь. 

Не так давно в этом доказательстве мы занимались удалением ребра 
т. Займёмся этим ещё раз. В качестве х выберем ребро ил: 

ЕЕ, 

Точка и1 смежна с точкой 8. Так как двусторонняя смежность с точ- 
ками $ и ё невозможна, точка ил не может быть смежной с точкой ф. То 
есть, ребра ил в графе С не может существовать: 
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АИ Е (т. 

Следовательно, точка 2 не является точкой #: 

$42 — | 

Удалённому ребру 5 соответствует множество вершин 5(5), разделя- 
ющее граф С — т. Конкретнее, обозначим множество 5 (7) следующим 
образом: 

а 

Добавим к множеству 5(7) вершину ил. Обозначим получившееся 
множество буквой И': 

И’ = 5(51) Ц {1}. 

Множество И’ состоит из № точек. Удаление точек множества И’ при- 
водит к удалению ребра 1 и к удалению разделяющего множества 5(7) 
графа С — т. В итоге множество точек И7 разделяет точки $ и &, то есть 
является разделяющим множеством. Для него выполняется лемма, что 
И’ должно быть смежно с одной точкой $ или &. 

Одна из вершин множества И’ является вершиной и1. Вершина 1 
смежна с вершиной 3. Следовательно, все вершины множества И’ смеж- 
ны с вершиной 3, в том числе вершины множества 5(1) = {14,... 01}: 

5%; Е С для любого индекса 4. 

Теперь составим другое разделяющее множество И”. Прибавим к 
множеству 5(%) вершину и: 

И! = 9(2) 4}. 

Разделяющее множество ИЙ/”' тоже смежно с одной из вершин 8 или 
$. Так как все вершины из 5(7) смежны с $, то множество И/” смежно 
с 8. Любая вершина множества И/”, в том числе вершина ‘и2, смежна с 
вершиной 5: 

52 Е С. 

Благодаря ребру $и2 мы можем заменить цепь Р = {5,41,и2,...,й} 
на цепь 

ЕН 

Цепь Р’ является (3--цепью. Она короче, чем цепь Р. Но мы выби- 
рали цепь Р в качестве кратчайшей (5-#)-цепи. Получается противоре- 
чие. Допущение существования графов, нарушающих теорему Менгера, 
приводит к противоречию. Следовательно, таких графов не существует 
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и теорема верна. Теорема доказана. 


66.4 п-связность и соединение вершин цепями 


Теорема. Пусть С - граф. Тогда следующие два свойства графа, С эк- 
вивалентны: 

1) граф С п-связен, 

2) любые две вершины графа С можно соединить и, непересекающи- 
мися простыми цепями. 

Доказательство. Докажем следование 1) = 2). 

Пусть граф п-связен. Это означает, что чтобы сделать граф несвяз- 
ным или тривиальным, нужно удалить не менее п, вершин. 

Возьмём в графе С две произвольные вершины $ и 

3% ЕС. 

Чтобы разделить эти вершины, то есть сделать так, чтобы эти вер- 
шины принадлежали разным компонентам связности, нужно удалить 
не менее п, вершин. Таким образом, для вершин $ и # должно быть не 
менее 7 разделяющих вершин. Теорема Менгера гласит, что минималь- 
ное количество разделяющих вершин равно максимальному количеству 
непересекающихся простых цепей между разделяемыми вершинами. В 
нашем случае вершины $ и # разделяемые, и между ними должно прохо- 
дить й непересекающихся простых цепей. В этом случае второе условие 
теоремы выполняется. 

Рассмотрим отдельно случай графа С с п- 1 вершиной. В таком гра- 
фе удаление я вершин делает его тривиальным, то есть, состоящим из 
одной точки. Такой граф тоже может быть п-связным. Надо убедиться, 
что этот случай не нарушает доказываемую теорему. 

Лемма. п-связный граф С с п+ 1 вершиной является полным графом 
(все веритины соединены рёбрами). 

Доказательство. В связи с п-связностью, чтобы отделить вершину 
графа С от остальных, нужно удалить не менее п, вершин. Если удалить 
п — 1 вершину, должна остаться одна компонента графа, состоящая из 
двух вершин. Этими вершинами является наша вершина, которую мы 
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захотели отделить, и та вершина, которую мы ещё не удалили. Так как 
компонента связна, эти вершины соединены ребром. 

Вторую вершину мы можем выбирать произвольно. И произвольная 
вершина графа будет соединена ребром с нашей отделяемой верши- 
ной. Получается, что выбранная нами отделяемая вершина, соединена 
со всеми вершинами графа. И такая ситуация касается любой верши- 
ны графа С. Таким образом, все вершины графа С’ соединены друг с 
другом. Лемма, доказана. 

Возьмём в полном графе Ки-1 (это обозначение полного графа с п-{ 1 
вершиной) любые две вершины $ и #: 

5 уе Кипа. 

В графе А»„-1 имеется ещё п — 1 вершин. Эти вершины связаны одно- 
временно с $ и в, и образуют цепи вида 3%й. Эти цепи не пересекаются 
друг с другом, и их количество равно п — 1. К этим цепям можно ещё 
добавить ребро 5 которое тоже является простой цепью. Это ребро 
дополняет п — 1 цепей до количества п цепей. Таким образом, в гра- 
фе С между любыми двумя вершинами имеется п, непересекающихся 
простых цепей. 

В итоге второе условие теоремы выполняется для всех п-связных гра- 
фов. 

Следование 1) = 2) доказано. 

Докажем следование 2) = 1). 

Пусть в графе С между любыми двумя вершинами проходит п непе- 
ресекающихся цепей. Докажем, что граф С п-связен, то есть, чтобы 
граф С’ сделать несвязным или тривиальным, нужно удалить не менее 
п вершин. 

Между любыми двумя вершинами в С проходят п непересекающихся 
цепей. Поэтому чтобы отделить вершины друг от друга, нужно разре- 
зать не менее п, цепей, а для этого нужно удалить не менее п, вершин. 

Чтобы сделать граф тривиальным, нужно отделить от вершины все 
исходящие из неё рёбра. Но из любой вершины должно исходить не ме- 
нее п, рёбер, принадлежащих цепям, соединяющим с другой вершиной. 
Значит, нужно удалить не менее 7, рёбер, соединённых с одной верши- 
ной. Чтобы их удалить, нужно удалить вершины, являющиеся концами 
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этих рёбер (кроме вершины, которую мы хотим оставить). 

В итоге, чтобы сделать граф несвязным или тривиальным, нужно 
удалить не менее и вершин. Следовательно, граф С’ п-связен. Первое 
условие теоремы выполняется. 

Следование 2) = 1) доказано. 

Мы доказали теорему в обе стороны. Теорема доказана. 


66.5 п-связность и два непересекающихся 
множества вершин 


Определение. п-связный граф С’ — это граф, у которого вершинная 
связность не меньше п: 

х(С) > п. 

Теорема. Пусть граф С имеет не менее 2п, вершин. С’ п-связен тогда, 
и только тогда, когда для любых двух непересекающихся множеств \1 
и \>, в каждом из которых по 7% вершин, существует 7% соединяющих их 
непересекающихся цепей. 

Заметим, что в этой теореме указанные п непересекающихся цепей 
совсем не имеют общих вершин, в том числе и общих концевых вершин! 

Доказательство. Докажем сначала в одну сторону. Пусть граф С п- 
связен. Рассмотрим два произвольных непересекающихся множества 
вершин И! и \> с п вершинами в каждом. Добавим к графу две вер- 
шины 1 И 442. Соединим 1 со всеми вершинами из Ут, а ил со всеми 
вершинами из У. Получившийся граф назовём С". 

Лемма. Граф С" п-связен. 

Доказательство. Мы условились считать, что граф С п-связен. То 
есть, чтобы его разделить, нужно удалить не менее п-вершин. Чтобы 
отделить добавленную вершину ил или и от остального графа, нужно 
удалить не менее 7 веритин (ведь ил и 2 связаны рёбрами с п верши- 
нами). 

Удалим из графа С" п-1 вершину. Подграф С' от этого не разделится. 
Добавленные вершины не отделятся. В итоге получится, что неразде- 
лённый кусок графа С присоединён к добавленным вершинами. А вся 
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эта конструкция связна. То есть, с помощью удаления п — 1 вершин 
граф С" не удаётся разделить, для разделения нужно удалять не менее 
п вершин. Поэтому он п-связен. Лемма, доказана. 

п-связность для графа С можно интерпретировать как то, что мини- 
мальное количество разделяющих вершин не меньше п. В том числе, 
чтобы отделить вершины 41 и 2, потребуется удаление не меньше п 
вершин. По теореме Менгера, количество разделяющих ил и и вершин 
равно количеству непересекающихся цепей между ними. Таким обра- 
зом, между вершинами ил и > можно провести п непересекающихся 
цепей. При этом эти цепи обязательно должны проходить через мно- 
жества вершин \1 и \, потому что любое ребро, выходящее из вершин 
1 И 2, имеет конец в множествах И и \№. Раз п цепей не пересека- 
ются, и в каждом множестве \1 и \> по п вершин, то для каждой цепи 
приходится по одной вершине из каждого множества \1 и \№. То есть, 
множества И и \> соединяются й непересекающимися цепями (в том 
числе, не пересекаются внутри этих множеств). 

Для произвольных множеств И1 и \> из п вершин мы нашли п непе- 
ресекающихся цепей, соединяющих эти множества. В одну сторону тео- 
рема, доказана. 

Докажем теперь в другую сторону. Пусть любые два непересекаю- 
щихся множества У! и \ вершин по п вершин в каждом можно соеди- 
нить п, непересекающимися цепями. Докажем, что граф С п-связен. 

Допустим, что это не так: граф С не является п-связным, и суще- 
ствует п — 1 вершин, разделяющих граф С. 

Обозначения. 

© — это множество п — 1 разделяющих вершин. 

Ст, 42 - подграфы, на которые разделяется граф С после удаления 
множества вершин 5. 

У! — множество вершин графа С1. 

У) — множество вершин графа (5. 

После удаления множества 5 из графа С, тривиальный граф полу- 
читься не может, потому что, по условию теоремы, в графе С не менее 
2п, вершин. Поэтому каждое из множеств У и У) содержит хотя бы 
одну вершину, то есть 
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> М> 

Сумма всех вершин, включая изъятые, должна равняться количеству 
вершин графа, (С; в виде формулы это записывается так: 

+ М1 + [51 = [| > 29. 

Лемма. Существует такое разбиение множества 5 на два непересе- 
кающихся подмножества 61 и 55 (одно из них может быть пустым), 
что 

ИИ] | >пи |5 52| > Й: 

Доказательство. Всего в графе С не меньше 2и, вершин, и их доста- 
точно, чтобы образовать два множества из п вершин. В множествах 
У’, И, 5 содержатся все вершины графа. Вершины множества 5’ мож- 
но распределить между множествами \' и У) так, чтобы дополнить их 
до множеств с п вершинами. 

Проблема может возникнуть лишь в случае, если одно из множеств 
У! или У) вбирает в себя слишком много вершин графа С’, так что на 
дополнение соседа до нужного уровня не хватит вершин. Но даже в 
таком случае в дефицитном множестве имеется хотя бы одна вершина. 
А в множестве 5 имеется п, — 1 вершина. Этого уже достаточно, чтобы 
при объединении получить п вершин. 

В итоге в любом случае можно дополнить множества, У! и У. верши- 
нами из множества 5 так, чтобы в новых множествах У/ Ц 51 и УЦ 52 
было не меньше я вершин. Лемма доказана. 

Рассмотрим два непересекающихся множества УГ Ц 51 и Ц 5, ко- 
торые имеют не менее 7% вершин в каждом: 

ИН! п; | Ы 52] 2 

Выберем в каждом из этих множеств подмножества вершин И и У>, 
состоящие ровно из п элементов. Так как множества У Ц 51 и У Ц 55 
не пересекаются, то и множества У! и \> не пересекаются. Мы получа- 
ем два непересекающихся множества, в каждом из которых п вершин. 
Эти два множества соединяются 7 непересекающимися цепями. Чтобы 
разъединить два множества вершин, нужно из каждой цепи вынуть не 
менее одной вершины. 'То есть, нужно удалить не менее п, вершин, что- 
бы разделить два множества. Но в разделяющем множестве 5 п — 1 
вершин, чего недостаточно для разделения. Мы пришли к противоре- 
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чию. Допущение отсутствия п-связности приводит к противоречию. А 
значит, свойство п-связности у графа С’ имеется. В другую сторону 
доказано. Теорема, доказана. 
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ГЛАВА 67 
Обходы графов 


67.1 Эйлеровы графы 


Определения. 

Эйлеров цикл — это замкнутая цепь без повторяющихся рёбер (вер- 
шины могут повторяться), содержащая все веригины и все рёбра графа. 

Эйлеров граф — это граф, содержащий эйлеров цикл. 

Теорема. Пусть С — связный конечный граф. Тогда следующие утвер- 
ждения эквивалентны: 

1) С — эйлеров граф; 

2) каждая вершина графа, С' имеет чётную степень; 

3) множество рёбер графа С’ можно разбить на непересекающиеся 
подмножества, являющиеся простыми циклами. 

Доказательство. Докажем следование 1) = 2). 

Пусть ТГ — эйлеров цикл в а. По определению, эйлеров цикл прохо- 
дит все вершины и рёбра графа С. Причём рёбра при прохождении не 
повторяются. Пройдёмся по эйлерову циклу и во время шествия осу- 
ществим подсчёт степеней вершин (количества смежных с вершиной 
рёбер) следующим образом: каждый раз, проходя через вершину, допи- 
шем ей количество смежных с ней рёбер, которые мы прошли. То есть, 
каждый проход через вершину добавит к её подсчитываемой степени 
двойку, потому что, проходя через вершину, мы проходили через два 
ребра: на входе и на выходе. Таким образом, каждое прохождение вер- 
шины вносит 2 в степень этой вершины. Когда мы закончим обход, к 
каждой вершине прибавится число, кратное двум. (При этом стартовой 
вершине в начале пути придётся приписать единицу, но зато мы на этой 
же вершине закончим, и к ней ещё единица прибавится. 'Так что старт 
и конец вместе добавят двойку.) Это означает, что степень каждой вер- 
шины кратна двум, то есть чётна. Следование 1) = 2) доказано. 

Докажем следование 2) = 3). 
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Пусть каждая вершина имеет чётную степень. Докажем, что множе- 
ство рёбер можно разбить на, непересекающиеся подмножества, являю- 
щиеся простыми циклами. 

Степень любой вершины графа С не меньше 2, потому что иначе в 
графе будет вершина степени 0, а сам граф будет несвязен (вершина, 
изолирована), что противоречит условию. То есть, в вершину можно 
войти по ребру и выйти по другому ребру, так что путь будет частью 
цепи, в которой не повторяются рёбра. 

Возьмём какую-нибудь вершину и начнём двигаться от неё по рёб- 
рам. Граф С конечен, и по нему нельзя вечно двигаться без повторе- 
ния вершин. То есть, однажды в движении по пути какая-то вершина 
повторится. Участок пути, начинающийся и заканчивающийся в этой 
повторяющейся вершине, является циклом. Чтобы получить простой 
цикл, нужно заканчивать движение в первой попавшейся повторяющей- 
ся вершине. В получившемся цикле нет других повторяющихся вершин, 
поэтому он прост. Таким образом, в графе С существует простой цикл. 

Удалим все рёбра найденного простого цикла. В простом цикле у 
каждой вершины имеется два смежных ребра. Таким образом, когда 
мы удалили из графа С все рёбра найденного цикла, степень вершин, 
участвовавших в цикле, понизилась на двойку. В итоге в новом графе 
по-прежнему каждая вершина имеет чётную степень. А значит, мы сно- 
ва можем продолжить процедуру поиска простого цикла и удаления его 
рёбер из графа. В итоге, удаляя один цикл за другим, мы лишим граф 
рёбер. То есть, все рёбра будут принадлежать вынутым циклам. При 
этом циклы, рассматриваемые как подмножества рёбер, не пересекают- 
ся, ведь мы их вынимали последовательно — ребро, вынутое из одного 
цикла, не может оказаться в следующих. Получается, что множество 
рёбер графа С’ можно разбить на непересекающиеся подмножества, яв- 
ляющиеся простыми циклами. Следование 2) => 3) доказано. 

Докажем следование 3) = 1). 

Пусть множество рёбер графа С’ можно разбить на непересекающиеся 
подмножества, являющиеся простыми циклами. Докажем, что граф а 
эйлеров. 

Если граф С состоит только из одного простого цикла, то очевидно, 
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что а — эйлеров граф. 

Лемма. Если два цикла имеют общую вершину, но не имеют общих 
рёбер, то их можно объединить в один цикл. 

Доказательство. Станем на общую вершину и начнём с неё путь по 
одному из циклов. Пройдём путь по циклу полностью, в результате 
чего окажемся в этой же общей вершине. Теперь пройдём из неё путь 
по второму циклу, в результате чего вернёмся в эту же вершину. В 
итоге мы проделали путь по обоим циклам, пройдя все их рёбра, причём 
рёбра не повторялись, потому что у циклов нет общих рёбер по условию 
леммы. Так как в нашем пути не было повторяющихся рёбер и мы 
вернулись в исходную точку, этот путь является циклом. То есть, нам 
удалось объединить два цикла в один. Лемма доказана. 

Пусть граф С разбит на более чем один простой цикл. Если бы меж- 
ду циклами не было общих точек, то граф оказался бы несвязен. Но 
граф связен по условию теоремы, и поэтому каждый цикл имеет об- 
щую точку с каким-нибудь другим циклом. 

Напоминаю, что разные простые циклы в разбиении не имеют общих 
рёбер. Возьмём два цикла, которые имеют общую точку, и объединим 
их в один цикл. Получившийся цикл не имеет общих рёбер с другими 
циклами. И в то же время он имеет общую точку с каким-то другим 
циклом, иначе граф С был бы несвязен. Таким образом, мы можем 
прибавлять к объединённому циклу всё новые и новые простые циклы, 
пока простых циклов не останется. В итоге мы получим цикл, который 
является объединением всех простых циклов из разбиения, а значит 
содержит все рёбра графа С. Полученный цикл является эйлеровым 
циклом. 

Мы нашли в графе С эйлеров цикл. Следовательно, граф С эйлеров. 
Следование 3) = 1) доказано. 

Мы доказали по кругу следования 1) = 2) = 3) = 1). Отсюда все 
три условия эквивалентны. Теорема доказана. 


67.2 Гамильтонов граф 


Определения. 
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Гамильтонов цикл — это простой цикл, содержащий все вершины 
графа. (В простом цикле вершины и рёбра не повторяются). 

Гамильтонов граф — это граф, обладающий гамильтоновым циклом. 

Теорема. Каждый гамильтонов граф двусвязен. 

Доказательство. Пусть С — гамильтонов граф. Тогда в нём суще- 
ствует простой цикл, содержащий все вершины. В простом цикле, по 
определению, нет повторяющихся вершин. Если из графа С удалить од- 
ну вершину, то гамильтонов цикл разорвётся, но останется связным. То 
есть, любые две вершины в нём соединяет цепь. Получается, что одной 
удалённой вершины недостаточно, чтобы сделать граф С несвязным. 
Нужно удалять не меньше двух вершин. Значит, гамильтонов граф С 
двусвязен. Теорема доказана. 

Определение. А» — полный граф с п вершинами — это граф, в кото- 
ром все вершины смежные, то есть соединены ребром. 

Теорема. Любой полный граф гамильтонов. 

Доказательство. По определению, в полном графе все вершины со- 
единены друг с другом рёбрами. Расположим все вершины полного гра- 
фа на окружности. Внутри окружности между вершинами протянем 
рёбра. Дуги окружности между соседними точками будем считать рёб- 
рами графа. Таким образом, окружность с точками является простым 
циклом, содержащим все точки графа. Получается, что в полном графе 
существует гамильтонов цикл. А значит, любой полный граф гамиль- 
тонов. Теорема доказана. 


67.3 Гэта-граф 


Определение. Тэта-граф — это блок (двусвязный граф), содержащий 
только вершины степени 2 и две несмежные вершины степени 3. 

Теорема. Тэта-граф состоит из двух вершин степени 3 и трёх непере- 
секающихся простых цепей, соединяющих эти вершины, причём длина 
каждой из этих пепей не меньше 2. 

Доказательство. 

Лемма. В тэта-графе движение по цепочке, начатое из вершины сте- 


пени 2, должно наткнуться на вершину степени 3. 
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Доказательство. Возьмём произвольную вершину степени 2 и нач- 
нём движение по цепочке от неё. Допустим, что при таком движении 
вершина степени 3 никогда не попадётся. Движение по цепочке без по- 
вторения вершин не может быть вечным, потому что мы рассматриваем 
только конечные графы. Значит некоторая вершина степени 2 повто- 
рится. Участок цепи между двумя появлениями повторяющейся вер- 
шины является циклом. В этом цикле все вершины имеют степень 2, 
и к ним не могут быть прикреплены сторонние цепочки, потому что 
иначе к вершине будет прикреплено более двух рёбер. Следовательно, 
мы нашли цепь, отделённую от остального графа. Но тэта-граф являет- 
ся блоком, а значит связен. Получается противоречие. Допущение, что 
при движении от вершины степени 2 не может встретиться вершина 
степени 3, приводит к противоречию. Поэтому движение по цепочке от 
вершины степени 2 должно наткнуться на вершину степени 3. Лемма 
доказана. 

Возьмём любую вершину степени 2, и начнём движение в обе сторо- 
ны от неё. В этом движении мы наткнёмся на вершины степени 3, в 
которых движение можно закончить. Таким образом, каждая верши- 
на степени 2 принадлежит цепи, имеющей на своих концах вершины 
степени 3. 

По определению тэта-графа, вершины степени 3 несмежны. То есть, 
вершины степени 3 не могут соединяться ребром и должны соединяться 
только цепью длины не меньше 2. 

Две вершины степени 3 не может соединять лишь одна цепь. Потому 
что в противном случае удалением из цепи одной точки можно сделать 
граф несвязным. 'То есть, эта цепь содержит точку сочленения, а тэта- 
граф является блоком и не может содержать точек сочленения. 

Таким образом, две вершины степени 3 должны соединяться мини- 
мум двумя цепями. Получается, что в каждой вершине степени три 
занято цепями 2 ребра, и остаётся место ещё для одного ребра. К од- 
ному месту нельзя прикрепить два конца цепи, следовательно, один 
конец цепи крепится к одной вершине степени 3, а другой конец к дру- 
гой вершине степени 3. Получается, что две точки степени 3 соединяют 
три цепочки длины не меньше 2. 
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В двух разных цепях от вершины степени 3 к вершине степени 3 не 
может быть пересечений (имеется в виду пересечение средних вершин, 
а не начальных и конечных). Потому что все средние вершины имеют 
степень 2, и если в какой-то вершине пересекается две цепочки, то к 
общей вершине будет прикреплено более двух рёбер. 

В итоге в тэта-графе две вершины степени 3 соединяются тремя непе- 
ресекающимися простыми цепями, каждая из которых имеет длину не 
меньше 2. Теорема доказана. 


67.4 Негамильтонов граф содержит тэта-подграф 


Теорема. Каждый негамильтонов двусвязный граф содержит тэта-под- 
граф. 

Доказательство. Пусть а — произвольный негамильтонов двусвяз- 
ный граф. 

Лемма. В двусвязном графе есть простой цикл. 

Доказательство. В параграфе «п-связность и соединение вершин це- 
пями» доказана, теорема, о том, что п-связность эквивалентна, тому, что 
любые две вершины в графе соединены п непересекающимися просты- 
ми цепями. В нашем случае граф двусвязен, и любые две его вершины 
соединены двумя непересекающимися простыми цепями. 

Две вершины, соединённые двумя непересекающимися простыми це- 
пями, образуют простой цикл. Значит, простой цикл в двусвязном гра- 
фе есть. Лемма доказана. 

Лемма. В графе С любой простой цикл должен содержать вершину 
степени не меньше 3. 

Доказательство. Допустим, что в графе С имеется простой цикл, все 
вершины которого имеют степень меньше трёх. То есть, все вершины 
цикла имеют степень 2. В таком случае к циклу не может быть присо- 
единено ни одно ребро, потому что это повысило бы степень вершины, 
и она стала бы больше двойки. Получается, что цикл изолирован от 
остального графа. Но граф С’ связен, а значит, кроме цикла никаких 
компонент больше быть не может. Простой цикл, очевидно, является 


гамильтоновым графом. Но мы определили граф С’ как негамильто- 
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нов. Получилось противоречие. Допущение, что в С имеется простой 
цикл со степенями вершин не больше двойки, приводит к противоре- 
чию. Следовательно, в любом простом цикле графа С имеется вершина 
со степенью не меньше тройки. Лемма доказана. 

Лемма. В любом простом цикле графа С из любой вершины степени 
не меньше 3 выходит внешняя к циклу цепь, которая приходит к другой 
вершине этого же цикла. 

Доказательство. Рассмотрим простой цикл в С. Возьмём в нём про- 
извольную вершину и степени не меньше тройки. Это значит, что к 
вершине и присоединено не меньше трёх рёбер. Два из них принадле- 
жат циклу (ведь каждую вершину в цикле должно связывать два ребра, 
с соседними вершинами из цикла). Третье ребро выходит вне цикла. То 
есть, в цикле из любой вершины степени не меньше 3 начинается внеш- 
няя к циклу цепь. 

Допустим, что лемма неверна, и в цикле графа С" существует вершина, 
степени не меньше 3, при которой никакая выходящая внешняя к циклу 
цепь не приходит к другой вершине этого же цикла. В таком случае мы 
можем разделить точки цикла и точки цепи, удалив соединяющую их 
вершину степени не меньше 3. Граф С разделится на две несвязанные 
компоненты с помощью удаления всего лишь одной точки. Но граф 
С двусвязен, и его нельзя разделить одной точкой. Получилось про- 
тиворечие. Допущение, что лемма неверна, приводит к противоречию. 
Лемма доказана. 

Из любой цепи можно выделить простую цепь. Поэтому, раз к любому 
циклу в графе С присоединена внешняя цепь, то можно утверждать, 
что к любому циклу графа С' присоединена внешняя простая цепь. 

Если внешняя цепь пересекается в нескольких точках с циклом, то 
можно выбрать часть цепи между ближайшими пересечениями. Такая 
внешняя цепь будет соединена, с циклом только своими концами, но не 
средними вершинами. 

Лемма. Если внешняя к простому циклу простая цепь соединяет две 
его смежные вершины (и больше никаких пересечений цепи и цикла 
нет), то цикл можно раштирить до простого цикла, содержащего все 
вершины первоначального цикла и цепи. 
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Доказательство. Пусть две смежные вершины и и %® простого цикла 
соединяются внешней к циклу простой цепью. Возьмём вершину и и 
начнём с неё обходить весь цикл, заканчивая путь в смежной вершине %. 
Дальше, вместо того, чтобы пройти по последнему ребру ®и цикла (он 
связывает две смежные вершины), свернём на присоединённую цепь, 
и пройдём весь путь по цепи, начиная от вершины %® и до смежной 
вершины и, с которой мы начали весь путь. 

Цикл и цепь простые, не пересекаются друг с другом кроме как в 
концах цепи, поэтому никакая вершина в нашем пути не повторялась, 
кроме первой и последней. При этом мы прошли все вершины цикла 
и цепи. Таким образом, мы нашли простой цикл, который содержит 
все вершины исходного цикла и присоединённой к нему цепи. Лемма 
доказана. 

Будем и дальше расширять исходный простой цикл, пока это воз- 
можно. Нам не удастся расширять бесконечно, потому что мы изучаем 
конечные графы. Значит, на каком-то этапе процесс расширения оста- 
новится, дальнейшее расширение простого цикла станет невозможным. 
Полученный цикл тоже будет простым, и поэтому для него работает 
правило, установленное выше, что какие-то две его вершины соединя- 
ются внешней к циклу цепью. Это не могут быть смежные вершины, 
потому что тогда цикл можно было бы расширить. 

Получается, что в графе С’ существует простой цикл, две несмеж- 
ные вершины которого соединены внешней к циклу простой цепью. 
Рассмотрим этот подграф. Две его точки, к которым присоединяется 
внешняя к циклу цепь, имеют степень три. Все остальные точки цикла 
и внешней к нему цепи, имеют степень 2. Получается, что этот подграф 
удовлетворяет определению тэта-графа. 

Мы смогли найти тэта-подграф в произвольном двусвязном нега- 
мильтоновом графе. Значит, в любом двусвязном негамильтоновом гра- 
фе тэта-подграф существует. Теорема, доказана. 

Теорема. Наличие тэта-подграфа не является достаточным призна- 
ком негамильтоновости. Существуют Гамильтоновы графы с тэта-под- 
графом. 

Доказательство. Возьмём произвольный тэта-подграф. Соединим все 
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его вершины рёбрами, получаем полный граф. Полный граф Гамиль- 
тонов, и при этом у него имеется тэта-подграф. Значит, гамильтоновы 
графы с тэта-подграфами существуют. А наличие тэта-подграфа, не яв- 
ляется достаточным признаком негамильтоновости. Теорема, доказана. 


67.5 Критерий гамильтоновости через число 
вершин 


Определение. К„ — полный граф с п вершинами — это граф, в котором 
все вершины смежные, то есть любые две вершины соединены рёбром. 

Теорема. Пусть 

С — граф, 

С имеет р > 3 вершин, 

выполняется условие: если число п удовлетворяет неравенствам 1 < 
п < (р- 1)/2, то число вершин со степенями, не превосходящими п, 
меньше чем п, 

выполняется условие: если число вершин р нечётно, то число вершин 
степени (р — 1)/2 не превосходит (р — 1)/2. 

Тогда С’ — гамильтонов граф. 

Доказательство. 

Лемма. Для полных графов теорема выполняется. 

Доказательство. В параграфе «Гамильтонов граф» доказана теорема, 
что полный граф гамильтонов. 

Полный граф будет гамильтоновым вне зависимости от того, удо- 
влетворяет он условию теоремы, или нет. Но для нас важно, что если 
вдруг полный граф удовлетворяет условию теоремы, то выполняется 
утверждение теоремы: граф гамильтонов. Таким образом, для полных 
графов теорема выполняется. Лемма доказана. 

Рассмотрим множество всех графов количеством вершин р > 3. Мы 
знаем, что полный граф с р вершинами является гамильтоновым, и по- 
этому удовлетворяет теореме. Следовательно, если существует не удо- 
влетворяющий теореме граф, то он должен содержать строго меньше 
рёбер, чем у полного графа. Выберем среди всех графов с р верши- 
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нами максимальный граф, не удовлетворяющий теореме. Максималь- 
ность этого графа означает максимальное количество рёбер. Если доба- 
вить хоть одно ребро к максимальному графу, то в новом графе теорема 
начнёт выполняться. 

Обозначение. С -— максимальный граф с р вершинами, не удовлетво- 
ряющий теореме. 

То есть, С’ удовлетворяет условию теоремы, но не удовлетворяет след- 
ствию, то есть не является гамильтоновым. 

Лемма. При добавлении любого нового ребра к графу С, он стано- 
вится гамильтоновым. 

Доказательство. В условии теоремы формулируется ограничение на 
количество вершин с достаточно малыми степенями (рассматривают- 
ся вершины, степени которых не болыше какого-то числа). При этом 
ограничение зависит от количества вершин и не зависит от количества 
рёбер. Если увеличить степени некоторых вершин, то ограничение не 
поменяется, зато вершин с достаточно маленькими степенями станет 
меньше. Новое количество вершин с малыми степенями тем более будет 
удовлетворять ограничению. В итоге, если до изменения граф удовле- 
творял условию, то после изменения он тем более будет удовлетворять. 

Добавление любого ребра приводит к увеличению (уж точно не к 
уменьшению) степеней веритин. А значит, если граф удовлетворял усло- 
вию теоремы, то и при добавлении ребра тоже будет удовлетворять. 

Но мы выбрали С’ максимальным среди тех, которые не удовлетво- 
ряют теореме. Значит добавление любого ребра, к нему даёт граф, ко- 
торый удовлетворяет теореме. Раз новый граф удовлетворяет условию 
теоремы, то он удовлетворяет и следствию теоремы, то есть, является 
гамильтоновым графом. В итоге, если к графу С добавить любое ребро, 
получится гамильтонов граф. Лемма доказана. 

Определения. 

Остовная цепь — цепь, содержащая все вершины графа. 

Остовный цикл — это цикл, содержащий все вершины графа. 

(Гамильтонов цикл — это простой остовный цикл.) 

Лемма. Любые две несмежные вершины графа С’ соединяются про- 
стой остовной цепью. 
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Доказательство. Возьмём любые две несмежные вершины и и ® графа 
С. Добавим между ними ребро и. Полученный новый граф гамильто- 
нов. Значит, в нём есть гамильтонов цикл, то есть простой остовной 
ЦИКЛ. 

Допустим, что добавленое ребро ‘их не принадлежит к простому остов- 
ному циклу. Тогда если это ребро убрать, гамильтонов цикл останется. 
Но при убирании ребра мы возвращаемся к графу С. Мы ввели граф 
С негамильтоновым, и в нём не может быть гамильтоновых циклов. 
Допущение, что добавленое ребро не принадлежит простому остовно- 
му циклу, приводит к противоречию, а значит добавленное ребро всё 
же принадлежит к простому остовному циклу. 

Когда мы уберём добавленное ребро их, то остовной цикл превра- 
тится в остовную цепь между вершинами и и %. Мы получили простую 
остовную цепь между произвольными вершинами и и %, возможность 
чего указана в лемме. Лемма доказана. 

Лемма. Пусть %1 и ®, — две несмежные вершины графа С, степень 
®1 равна п: 

Чет = п. 

Тогда количество несмежных с %, вершин > п. 

Доказательство. Ранее мы установили, что в графе С между любы- 
ми двумя несмежными вершинами существует остовная простая цепь. 
Значит существует простая остовная цепь %1%2...%,, соединяющая %1 и 
Я 

Степень п вершины %1 означает, что вершина %1 смежна с други- 
ми п вершинами. Причём все вершины графа находятся в остовной 
цепи %1%2...%,. Поэтому, чтобы подчеркнуть принадлежность к цепи 
0102...%,, смежные с 1 вершины можно обозначить так: 

7 ,..., О смежны с 11. 

При этом определим обозначения таким образом, чтобы индексы 11, #2, 

.., т находились в порядке возрастания: 

а 

Здесь счёт начинается с двойки, потому что вершина, 02 смежна с %1 
внутри остовной цепи %1%2...%,. То есть, %2 принадлежит множеству 
смежных с %1 вершин, и для неё должен быть соответствующий индекс 


Тат 


АЙ 

Подлемма. Рассмотрим случай, когда в графе С не меньше четырёх 
вершин: р > 4. В этом случае вершина ®› не может быть смежна ни с 
одной вершиной вида 1,1 (то есть несмежна с любой вершиной, нахо- 
дящейся в остовной цепи на один пункт ранее вершины %:,, смежной с 
1). 

Доказательство. Допустим, что подлемма неверна: вершина %, смеж- 
на с некоторой вершиной %#—1. 

Составим новую цепь на основе старой остовной цепи 1102...рис 
учётом известных нам связей между вершинами. 

Возьмём начальный участок остовной цепи вплоть до вершины 1,1: 

ТО И; —1. 

В допущении мы условились считать, что вершина и; —1 смежна с 
вершиной %,. То есть, ребро и; —10› существует, и мы можем добавить 
его к нашей новой цепи: 

192 .. - И; —1Ър. 

Далее, начиная от вершины %,, мы можем двигаться по остовной це- 
пи в обратном направлении. Остановимся на вершине %;,. Пройденный 
участок цепи добавим к нашей создаваемой цепи: 

ТО. И; -ТОрУр-1 Е и. 

Вершина %, относится к множеству вершин, смежных с вершиной 
1, поэтому из вершины %, мы можем шагнуть по ребру к вершине 11. 
Добавим ребро 1+1 к нашей цепи: 

Ты И; -ТОрУр-1 а 0: т. 

В новой цепи мы начали с элемента %1 и закончили элементом 11. 
Значит, наша новая цепь является циклом. 

В построенном цикле задействованы все вершины. Действительно: 
в цикле есть цепи 1112... И %,...р-1®р (последняя цепь В ЦИК- 
ле перевёрнута) — в этих цепях имеются все вершины остовной цепи 
%102...р, а значит все вершины графа. 

Но при этом в построенном цикле нет повторяющихся вершин, поми- 
мо начальной и конечной. Действительно, ведь мы всего лишь отрезали 
кусок %;,...%р—10р остовной цепи, перевернули его, прикрепили другим 
концом к месту разреза, а отрезанный конец прикрепили к начальной 
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вершине 11, чтобы замкнуть цикл. В итоге никаких новых вершин в 
процессе перестройки мы не вводили (кроме начальной вершины, кото- 
рую поставили также и в конце). 

Получается, что построенная нами цепь является простым циклом, 
содержащим все вершины графа. То есть, мы получили гамильтонов 
цикл в графе (. Но граф С мы вводили негамильтоновым, в нём не 
может быть гамильтонова цикла. Мы пришли к противоречию. Допу- 
щение, что вершина %› смежна с какой-нибудь вершиной вида 1—1, 
приводит к противоречию. Следовательно, вершина %, не смежна ни с 
какой вершиной вида %;,_1. Подлемма доказана. 

Займёмся подсчётом вершин некоторых типов. Рассмотрим сначала 
случай, когда количество вершин в графе С не меньше четырёх: р > 4. 

Мы условились, что вершина, 1 смежна с п вершинами %® , %#,,...,%,. 
С каждой такой вершиной 1, смежна предшествующая в остовной цепи 
вершина, 1 (кстати, вершине %; предшествует вершина $1, потому 
что 11 = 2). Каждая вершина %;,_1 несмежна вершине %›. Получается, 
что у вершины %, имеется не меньше 7 несмежных с ней вершин. А это 
и было заявлено в лемме, которую мы доказываем. 

Мы доказали лемму для случая количества вершин р > 4. А общая 
теорема формулируется для количества вершин 7 > 3. Осталось дока- 
зать лемму для случая р =3. 

Рассмотрим случай р = 3. В этом случае у вершины %1 степень й 
может принимать значения 0, 1, 2. Случай п = 2 отбросим сразу, пото- 
му что в таком случае вершина, ®1 будет смежна, со всеми остальными 
вершинами графа, в том числе с вершиной %,, а в лемме указано, что 
вершины %1 и %, несмежны. 

В случае, когда у вершины %1 степень п = 0, нужно доказать, что 
количество несмежных с %, вершин не меньше нуля. Здесь ситуация 
очевидна, и в доказательстве не нуждается. 

В случае, когда у вершины %1 степень п = 1, нужно доказать, что 
количество несмежных с %, вершин не меньше 1. По условию леммы, 
вершины %1 и %, несмежны. Значит, у вершины %, действительно не 
меньше одной несмежной вершины. 

В игоге лемма выполняется для всех чисел р > 3, то есть выполняется 
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для любых допустимых количеств вершин графа С. Лемма доказана. 

Лемма. Всякая вершина, степень которой не меньше (р-—1)/2, смежна 
с каждой вершиной со степенью, большей чем (р — 1)/2. (р — число 
вершин графа С.) 

Доказательство. Допустим, что лемма неверна: в графе С существу- 
ют две несмежные вершины, степень одной из которых не меньше (р — 
1) /2, а степень другой стого больше (р — 1)/2. Обозначим эти вершины 
соответственно %1 И %,: 

Чери: > (р-1)/2, 4ез%, > (р-1)/2, ребро злу, & С. 

В предыдущей лемме мы доказали, что количество несмежных с %» 
вершин не меньше количества смежных с 1 вершин. То есть, и, несмеж- 
но не менее чем с (р — 1)/2 вершин. 

Мы условились считать, что с вершиной %, смежно более (р — 1)/2 
вершин. В итоге имеем не менее (р—1)/2 несмежных вершин и более (р— 
1)/2 смежных вершин. В общей сумме в рассмотрении задействовано 
более 

(р- 1)/2+ (р- 1/2 =р- 1 вершин. 

Но мы в рассмотрении не учитывали саму вершину %›. Ведь мы рас- 
сматривали только смежные и несмежные вершины, а они внешние по 
отношении к %,. Всего количество рассмотренных вершин оказывает- 
ся больше р, то есть больше, чем вершин в графе С. Эта ситуация 
является противоречием. Допущение, что существует пара несмежных 
вершин %1 и %,, для которых Чего: > (р-—1)/2, дез, > (р-1)/2, приво- 
дит к противоречию. Значит, вершины с такими степенями обязательно 
смежны. Лемма доказана. 

Лемма. Все вершины степени 4еоо > р/2 смежны друг с другом. 

Доказательство. В лемме выше мы доказали, что между вершиной со 
степенью не меньше (р -— 1)/2 и вершиной со степенью больше (р— 1)/2 
обязательно есть ребро. Число р/2 > (р- 1)/2. Раз все вершины имеют 
степень не меньше р/2, значит все они имеют степень строго болыше 
(р-1)/2. Поэтому, по доказанной выше лемме, все вершины со степенью 
Чего > р/2 смежны друг с другом. Лемма доказана. 

Лемма. В С' существует веритина со степенью аеэу < р/2. 

Доказательство. Допустим, что все вершины имеют степень 4есо > 
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р/2. В таком случае, в соответствии с доказанной выше леммой, все 
вершины графа С смежны. То есть, граф С является полным графом, 
а, полный граф гамильтонов. Но мы вводили граф С негамильтоновым. 
Получилось противоречие. Допущение, что все вершины имеют степень 
не меньше р/2, приводит к противоречию. Следовательно, существует 
вершина со степенью меньше р/2. Лемма доказана. 

Раз в С' есть вершина % с 4ее < р/2, значит множество таких вершин 
со степенями < р/2 непусто. В множестве таких вершин выберем вер- 
шину с максимальной степенью. Обозначим эту вершину 11. Степень 
этой вершины обозначим т: 

еси = т. 

Так как мы выбирали вершину 1 среди вершин со степенями < р/2, 
то степень 7% вершины 11 тоже меньше р/2: 

И. 

Лемма. Количество вершин, степень которых не превосходит числа 
т, не больше самого числа т. 

Доказательство. Вспомним, что мы вводили граф С как не удовле- 
творяющий теореме. То есть, граф С' удовлетворяет условию теоремы, 
но при этом не является гамильтоновым. Таким образом, мы можем 
пользоваться условием теоремы и всеми ограничениями, которые нало- 
жены в нём на граф С. Напомню ограничения, наложенные на граф С 
в условии теоремы: 

если число 7 удовлетворяет неравенствам 1 < п < (р-1)/2, то число 
вершин со степенями, не превосходящими п, меньше чем п, 

если число вершин р нечётно, то число вершин степени (р — 1)/2 не 
превосходит (р — 1)/2. 

Рассмотрим случай чётных чисел р. Тогда число р/2 является целым. 
Мы знаем, что число т < р/2. И при этом т целое. Следовательно, 
т < р/2—1. Число р/2 —1 = (р-2)/2 сторого меньше числа (р — 1)/2. 
Из двух неравенств 

т <р/2-1, р/2-1<(ф-1)/2 

следует наравенство 

т < (р- 1)/2. 

Число т подходит под ограничение, указанное в условии теоремы. 
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Поэтому, в соответствии с условием теоремы, мы можем утверждать, 
что число вершин со степенями, не превосходящими число т, меньше 
т. 

Рассмотрим случай нечётных чисел р. В этом случае число р/2 не 
является целым, а число (р — 1)/2 — это ближайшее целое число к 
числу р/2. Раз т < р/2, то т < (р- 1)/2. 

В соответствии с условием теоремы, если число т = (р — 1)/2, то 
количество вершин со степенью не выше (р — 1)/2 = т не превосходит 
числа (р — 1)/2 = т. 

Если число т < (р - 1)/2, то, в соответствии с условием теоремы, 
количество вершин со степенями, не превосходящими т, меньше, чем 
т. 

В итоге в любом случае количество вершин, степень которых не пре- 
восходит числа т, не больше самого числа т. Лемма доказана. 

Лемма. В графе С' существует вершина %, со степенью > р/2, несмеж- 
ная с %1. 

Доказательство. Разделим все вершины графа Сна две группы. В 
первой группе будут вершины со степенями < р/2, во второй группе 
вершины со степенями > р/2. 

Обозначения. 

№: — количество вершин первой группы (вершины со степенями < 
р/2). 

№ — количество вершин второй группы (вершины со степенями > 
р/2). 

Мы определили число т как максимальную степень вершины среди 
вершин, степень которых < р/2. То есть т — максимальная степень 
вершины среди вершин первой группы. Если вершина имеет степень 
> т, то эта вершина не может принадлежать первой группе, она при- 
надлежит второй группе со степенями > р/2. 

Всего в графе С р вершин: 

М: + № = р. 

Из них не больше т вершин имеют степень не больше т < р/2. То 


есть, не больше т вершин принадлежат первой группе: 
М < 7%. 
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Число т меньше половины числа всех вершин: т < р/2. Следо- 
вательно, раз в первой группе не больше т вершин, значит в первой 
группе меньше половины вершин: 

М < а. 

А во второй группе количество вершин больше половины от общего 
числа: 

№ > р/2. 

Так как половина числа вершин — это больше, чем т, то во второй 
группе количество вершин больше, чем т: 

№ > т. 

То есть, количество веритин со степенью > р/2 строго болыше числа 
т. 

Число т также является степенью вершины %1. То есть, количество 
вершин, смежных с вершиной %1, равно 7. Вершин, степень которых 
> р/2, болыше числа т. Поэтому вершина %1 не может быть смеж- 
ной со всеми вершинами со степенью > р/2. Хотя бы одна вершина со 
степенью > р/2 несмежна с вершиной 11. Обозначим эту вершину %,. 
Мы доказали существование веритины со степенью > р/2, несмежной с 
вершиной %1, о чём и было заявлено в лемме. Лемма, доказана. 

Итак, мы имеем две несмежные вершины %1 и %,. У вершины %1 сте- 
пень равна т < р/2, у вершины %, степень не меньше р/?2: 

Чел = т < р/2, ев» > р/2. 

В одной из лемм мы установили, что раз вершина %1 смежна с т 
вершинами, то вершина %, несмежна не меньше чем с т вершинами. 
Таким образом, с вершиной %, смежно > р/2 вершин, несмежно > т 
вершин. Всего в рассмотрении участвует (включая саму вершину %,) 
> р/2 + т + 1 вершин. Всего в графе С р вершин, поэтому число 
р/2 + т + 1 не должно превосходить р: 

р/2+т-+1<р. 

Вычтем из обеих частей неравенства, число р/2 - 1: 

т < р/2-1=(р-2)/2 

Вернёмся к условию теоремы (напомню, граф С удовлетворяет усло- 
вию теоремы). Мы уже пользовались им для установления ограниче- 
ний на число вершин, связанное с числом 7. Теперь, пользуясь этим 
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же условием, мы можем установить ещё более сильное ограничение на 
число вершин. До этого мы доказали, что число вершин со степенью не 
больше т не больше этого же числа т. Усилением ограничения будет 
то, что количество вершин со степенью не больше т, строго меньше т. 
Это ограничение следует из утверждения в условии теоремы: 

если число 7 удовлетворяет неравенствам 1 < п < (р-1)/2, то число 
вершин со степенями, не превосходящими п, меньше чем п. 

В нашем случае мы уже доказали, что число т удовлетворяет нера- 
венству 

т < (р-2)/2 < (р- 1/2. 

Значит, количество вершин со степенями, не превосходящими т, стро- 
го меньше числа т. 

Вернёмся ещё раз к факту, что вершина %, несмежна не менее чем 
с т вершинами. Другими словами, множество несмежных с %®, вершин 
содержит не менее тт вершин. В этом множестве не могут находиться 
только вершины со степенями < р/2, потому что таких вершин < т. 
Значит, в этом множестве несмежных с %› вершин должна быть хотя 
бы одна вершина степени > р/2. 

Мы пришли к тому, что вершина © степени > р/2 несмежна с дру- 
гой вершиной степени > р/2. Но в одной из лемм мы доказывали, что 
все элементы со степенями > р/2 смежны друг с другом. Допущение 
нарушения теоремы приводит к противоречию с одной из доказанной 
лемм. Следовательно, теорема выполняется. Теорема, доказана. 


Е 


ГЛАВА 68 


Планарные графы 


Определение. Планарный граф — это граф, который можно уложить 
на плоскости без пересечения рёбер и без наложения друг на друга 
вершин. 

Утверждение. Планарный граф можно уложить на сфере без пересе- 
чения рёбер и без наложения друг на друга вершин. 

Доказательство. Мы изучаем конечные графы. А конечный граф, 
уложенный на плоскости, будет занимать конечную площадь. Выре- 
жем из плоскости круг, в котором лежит граф. Наклеим этот круг на 
достаточно большую сферу. При наложении круга на сферу, он может 
в некоторых частях растягиваться, а в некоторых частях сжиматься. 
Этот круг можно представлять как резину, на которую нанесён рисунок 
графа. При растяжении резины рёбра нарисованного графа не начнут 
пересекаться, вершины не наложатся. В итоге мы получаем укладку 
графа планарного графа на сфере без пересечений и без наложения 
вершин. Утверждение доказано. 


68.1 Подграф планарного графа планарен 


Теорема. Подграф планарного графа планарен. 

Доказательство. Уложим планарный граф на плоскости. Чтобы полу- 
чить подграф графа, можно стереть лишние рёбра и вершины, не при- 
надлежащие подграфу. Очевидно, что при стирании оставшийся граф 
будет лежать на плоскости без пересечения рёбер и накладывания вер- 
шин. То есть, оставшийся подграф является планарным. Таким обра- 
зом можно получить любой подграф планарного графа. А значит, все 
подграфы планарного графа планарны. Теорема доказана. 

Следствие. Граф, содержащий непланарный подграф, является непла- 
нарным. 

Доказательство. Если это не так, то получится, что у планарного 
графа есть непланарный подграф, а, по предыдущей теореме, такое 
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невозможно. Поэтому следствие выполняется. Следствие доказано. 


68.2 Стягивание сохраняет планарность 


Определение. Стягивание — это устранение ребра графа с помощью 
сокращения его длины вплоть до слияния его концов. 

Теорема. Стягивание рёбер планарного графа сохраняет планарность. 

Доказательство. Обопрёмся в доказательстве на очевидность в вооб- 
ражении. А именно, представим в воображении произвольное ребро, к 
левому и правому концу которого прикреплены другие рёбра. То есть, 
из двух концов ребра выходят лучи других рёбер. Так как граф плана- 
рен, никаких пересечений быть не должно. 

В небольшой окрестности ребра должно быть пустое пространство. 
Это ребро с пустым пространством можно окружить трубкой. 

Теперь представим, что все рёбра являются растягивающимися нит- 
ками. И будем уменьшать длину основного ребра, так что прикреплён- 
ные к концам ребра нитки будут подтягиваться, заходя внутрь труб- 
ки. Они могут деформироваться и растягиваться, но при этом могут 
это делать без пересечений. Представив такую картину в воображении, 
можно увидеть, что длину основного ребра можно сократить до ну- 
ля, добившись слияния вершин, и при этом подтянутые рёбра не будут 
пересекаться. Теорема доказана. 

Следствие. Если граф С’ можно стянуть к непланарному графу, то а 
является непланарным. 

Доказательство. Если это не так, что получится, что планарный граф 
можно стянуть к непланарному, а, по теореме выше, это невозможно. 
Значит следствие выполняется. Следствие доказано. 


68.3 Протаскивание через сферу 


Теорема. В планарном графе любую внутреннюю грань можно сделать 
внешней. 
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Доказательство. Уложим планарный граф на сфере. Выберем произ- 
вольную внутреннюю грань графа. Отметим внутри этой грани точку, 
которую будем считать северным полюсом. Протащим граф через сфе- 
ру от северного полюса к южному. И сделаем так, чтобы граф лежал 
целиком в южном полушарии. Внутренняя грань, которая содержала 
северный полюс, до сих пор содержит северный полюс, но теперь лежит 
ниже экватора. И поэтому эту грань можно считать внешней, а контур 
грани окружает всё, что находится южнее, то есть, окружает весь граф. 
Таким образом, мы сделали произвольную внутреннюю грань внешней, 
при этом бывшая внешняя стала одной из внутренних. Теорема дока- 
зана. 


68.4 Теорема Эйлера: У — В +ЁЕ = 2 


Теорема Эйлера. Пусть 

С — произвольный связный планарный граф, 

граф С уложен на сфере, 

У — количество вершин, 

Е — количество рёбер, 

Е — количество граней. 

Тогда выполняется равенство У —- Ё+ Е =2. 

Доказательство. Доказывать будем по индукции. Рассмотрим одну 
вершину. Вершина одна: У = 1, рёбер ноль: Ё = 0, грань одна (вся 
сфера): Ё'= 1. Равенство 2 =И - Е+ ЕЁ =1-—0-+1= 2 выполняется. 

Теперь будем наращивать граф, связывая вершины рёбрами (но что- 
бы без пересечений!), а также добавлять вершины, но их обязательно 
надо связывать рёбрами с основным графом, чтобы не получилось вер- 
шины, отделённой от остального графа, (ведь граф связен). Допустим, 
что для построенного графа равенство выполняется. 

Добавим новую вершину (внутри грани) и соединим ребром с основ- 
ным графом. Вершин станет на одну больше, рёбер на одно больше, а 
количество граней не изменится. Равенство У — Ё + Е = 2 от удовле- 
творяется, потому что добавка вершины сокращается с добавкой ребра. 
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Соединим две вершины ребром. Одна грань разделится на две. То 
есть, граней станет на одну больше, рёбер на одно больше, количество 
вершин не изменится. Равенство У — ЕР = 2 удовлетворяется, потому 
что добавка ребра сокращается с добавкой грани. 

С помощью этих операций можно построить любой связный планар- 
ный граф. И на любом этапе построения для него будет выполняться 
равенство. То есть, для любых планарных связных графов на сфере 
равенство выполняется. Теорема, доказана. 


68.5 Граф, в котором все грани п-рёберны 


Обозначения. 

У — количество вершин графа. 

Е — количество рёбер графа. 

Е — количество граней графа (граф рассматривается уложенным на 
сфере). 

Теорема. Пусть планарном графе все грани п-рёберны. Тогда коли- 


п 


5 от количества Ё` граней: 


чество Ё рёбер графа равно 

Е = Е. 

Доказательство. Посчитаем количество рёбер следующим способом. 

Первый этап. Зайдём в каждую грань и посчитаем количество смеж- 
ных с ней рёбер. С каждой гранью смежно 7% ребер. Просуммируем 
количество рёбер для всех граней. Получаем число, в п раз больше 
числа граней. То есть, получаем число в. 

Второй этап. Каждому ребру смежны две грани. Поэтому, когда мы 
суммировали все рёбра вокруг всех граней, то каждое ребро повтори- 
лось в подсчётах два раза. То есть, число пЁ’`в два раза завыптает 
количество рёбер. Поэтому эту сумму мы должны разделить на, два, и 
получим количество рёбер. Таким образом, количество рёбер равно 5 
от количества, граней. Теорема доказана. 

Теорема. Пусть в планарном графе все грани п-рёберны. Тогда коли- 
чество рёбер в графе равно "5 (У — 2): 

Е = —5(У —2). 


п—-2 
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Доказательство. В предыдущей теореме мы нашли соотношение меж- 
ду количеством граней и количеством рёбер: 

Е=5>Е= ЗЕ 

Также нам известна формула Эйлера для планарных графов: 

у =а. 

Подставим выражение ЁР’ = 2Е в формулу Эйлера: 

У-Е+ЧЁЕ=2. 

Домножим обе части равенства на п: 

пу —-пЕ ЗЕ = 2п. 

Занесём коэффициенты при Ё под общую скобку: 

пу — (п-2)Е =. 

Выразим количество Ё рёбер: 

ро о, 


П- п—2 
Это и есть формула для количества, рёбер в планарном графе с п- 





рёберными гранями, о которой заявлено в теореме. Теорема доказана. 


68.6 Ограничения на количество рёбер в гранях и 
следствия из них 


Обозначения. 

У — количество вершин графа. 

Е — количество рёбер графа. 

Е — количество граней графа (граф рассматривается уложенным на 
сфере). 

Теорема. Пусть планарном графе все грани имеют количество рёбер, 
заключённое между числами т и п: 

т < количество рёбер в грани < п. 

т, 7 


Тогда количество Ё рёбер графа заключено между числами 5’ и 5, 


умноженными на количество РЁ граней: 
ПРЕ < ТР. 
> 
Доказательство. В параграфе «Граф, в котором все грани п-рёберны» 
доказана теорема о том, что если в графе все грани п-рёберны, то ко- 
.. ве т 
личество рёбер равно Ё = 5Р. 
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Очевидно, что если количество граней не изменится, а количество 
рёбер у каждой грани увеличится, то количество рёбер от этого увели- 
чится. Поэтому, если количество рёбер у каждой грани > т, то общее 
количество рёбер В > 5Р. 

Аналогично, если уменьшить количество рёбер в каждой грани, то 
общее количество рёбер уменьшится. Поэтому, если количество рёбер у 
каждой грани < п, то общее количество рёбер В < 5Р. 

Объединим два полученных неравенства в одну систему неравенств: 

оо оЙ. 

Это и есть та система неравенств, которую нужно было доказать. 
Теорема доказана. 

Теорема. Пусть планарном графе все грани имеют количество рёбер, 
заключённое между числами т и п: 

т < количество рёбер в грани < п. 

Тогда количество рёбер в графе заключено между числами "5 (У —2) 


и "(У — 2): 
а 


Доказательство. В предыдущей теореме мы доказали неравенство 
для количества граней и количества рёбер: 

оо, 

Из неравенства 5.Ё`< Ё можно получить неравенство РЁ < ЗЕ 

Из неравенства Ё < 5Ё можно получить неравенство Е < Р. 

Объединим эти неравенства в одну систему: 

Е <Е<-Е. 

Также нам известна формула Эйлера для планарных графов: 

Е 

Выразим из этого равенства, число РЁ: 

= А-У+2. 

Подставим выражение для К в систему неравенств Е Не. 2Е 

Е <Е-У+2 < 2Е. 

Вычтем из всех частей неравенств число Ё - 2: 

Е-Е-2<-У<ЕЕ-Е-2. 

Занесём в левой и в правой части системы неравенств числа под об- 
щий знаменатель: 
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2-п)Е-—2 2—т)Е-2 
(2—п) п ег (2—т) ВЕ 
п, И — т, 
Умножим все части неравенства на —1, при этом меняется знак нера- 


венства на противоположный: 
иен и аи, 


Поменяем местами левую и правую части неравенства, чтобы они 


были упорядочены по возрастанию: 
(т—2) Е-+2т (п ри, 
Е < у > Бис ВЕБ 


2) Е-+2 
Из неравенства (и) бои, < У получаем неравенство Е < наи = 
т 
И а 
п-2) Е-+ 2% пит _ п 
— неравенства У < ^^^ получаем неравенство 5“ = —“5(У — 
2) < Е. 


Объединим полученные неравенства в систему неравенств: 


ИЕ Ме И, 
Это и есть та система неравенств, которую нужно было доказать. 


Теорема доказана. 


68.7 Графы Аз и Азз непланарны 


Определение. К„ — это полный граф с п вершинами. То есть, все п 
вершин соединены рёбрами друг с другом. 

Теорема. Граф Аь непланарный. 

Доказательство. Количество вершин графа равно 5. То есть, У =5. 

Найдём количество рёбер. Из каждой вершины выходит четыре реб- 
ра к четырём остальным вершинам. Если посчитать выходящие рёбра 
из всех вершин, то из каждой вершины выходит четыре ребра, всего 
вершин 5, сумма равна 20. Но у каждого ребра две вершины, а зна- 
чит, при суммировании каждое ребро повторялось два раза. Поэтому 
20 надо разделить на 2. Получаем 10 рёбер. 

В любом планарном графе количество рёбер у одной грани должно 
быть не меньше трёх. В параграфе «Ограничения на количество рёбер в 
гранях и следствия из них» доказана теорема о том, что если ‚У каждой 
грани количество рёбер > т, то общее количество рёбер < —“5(У — 2). 
Мы рассматриваем случай, когда количество рёбер у в. грани > 3. 
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Следовательно, общее количество рёбер < (У -2) =ЗУ - 6. 

Проверим неравенство № < ЗУ — 6 для графа К5. Количество У 
вершин равно 5, отсюда 

В = 0 = 15—00. 

Количество рёбер мы подсчитали выше, оно равно 10. Получается 
неравенство 

109. 

Это неравенство неверно. Таким образом, для графа К не выпол- 
няется неравенство для планарных графов. Следовательно граф А 
непланарен. 'Георема доказана. 

Определения. 

Двудольный граф — это граф, в котором множество вершин разби- 
вается на два непересекающихся подмножества, вершины внутри каж- 
дого подмножества не соединены друг с другом. Могут быть соединены 
только вершины одного множества с вершинами другого. 

Граф К»,п — это полный двудольный граф, два образующих подмно- 
жества вершин которого имеют соответственно количество вершин т 
и п. Все вершины из одного подмножества, соединены со всеми верши- 
нами из другого подмножества. 

Лемма. В Кзз нет треугольников. 

Доказательство. Назовём два, образующих двудольный граф множе- 
ства вершин верхним и нижним. Из верхней вершины выходит ребро к 
нижней. Из нижней к верхней. Чтобы получился треугольник, придётся 
соединить две верхние вершины (или две нижние). Но они не соедине- 
ны по определению двудольного графа. А значит, треугольников в нём 
нет. Лемма доказана. 

Теорема. Азз — непланарный граф. 

Доказательство. Количество вершин в графе Азз равно У = 3-3 = 6. 

Из каждой вершины одного множества, выходит три ребра к друго- 
му множеству. В одном образующем множестве три вершины. Раз из 
каждой из трёх вершин выходит три ребра, то всего выходит 9 рёбер. 
Таким образом, количество рёбер Ё = 9. 

Так как в графе Кзз нет треугольников, то каждая грань имеет стро- 
го больше трёх рёбер. Другими словами, каждая грань имеет > 4 рёбер. 


1285 


В параграфе «Ограничения на, количество рёбер в гранях и следствия 
из них» доказана теорема о том, что если у каждой грани количество 
(У — 2). Мы рассматрива- 


рёбер > т, то общее количество рёбер < “5 


ем случай, когда количество рёбер у каждой грани > 4. Следовательно, 
общее количество рёбер < 5(У — 2) =2(У —2) =2У — 4. 

Проверим выполнение неравенства Ё < 2У — 4 для графа Кзз. 

Так как количество вершин У = 6, то 2" —4 = 2ж6—4 = 12—4=8. 
Количество рёбер Е = 9. Получается 

О. 8. 

Это неравенство неверно. Таким образом, граф Азз не содержит тре- 
угольников, и при этом для него не выполняется неравенство для пла- 
нарного графа без треугольников. Следовательно, граф Кзз неплана- 
рен. Теорема доказана. 


68.8 Максимальный планарный граф 


Определение. Максимальный планарный граф — это планарный граф, 
к которому нельзя добавить ребро так, чтобы планарность сохранилась. 

Теорема. У максимального планарного графа все грани треугольны 
(кроме случая, когда количество вершин У < 2). 

Доказательство. Допустим, теорема неверна: в некотором максималь- 
но планарном графе имеется грань с более, чем тремя вершинами. Эту 
грань окружает цикл 10%1%2...%„00. Так как в цикле больше трёх вер- 
шин, то среди них можно найти несмежные. Эти две несмежные верши- 
ны можно соединить ребром, проведённым внутри грани. Внутри грани 
пустота, поэтому ребро проходит без пересечений. То есть, новый граф 
по-прежнему лежит на плоскости без пересечений. Получается, что до- 
бавление нового ребра сохраняет планарность. Значит, рассматривае- 
мый граф не является максимальным планарным графом. Противоре- 
чие. Допущение, что в максимальном планарном графе имеется грань с 
более, чем тремя вершинами, приводит к противоречию. Следователь- 
но, в максимальном планарном графе все грани имеют три вершины 
(за исключением случая, когда количество вершин У < 2). Теорема 
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Обозначения. 

У — количество вершин графа. 

Е — количество рёбер графа. 

Е — количество граней графа (включая внешнюю грань графа). 

Утверждение. В максимальном планарном графе выполняются ра- 
венства, 

Е=ЪР, В ЗИ 6. 

Доказательство. В параграфе «Граф, в котором все грани п-рёберны» 
доказаны теоремы о том, что если все грани графа, имеют п, рёбер, то 
выполняются соотношения 


Е=5Р, Е= У —2). 

В максимальном планарном графе все грани имеют три ребра: п = 3. 
Подставим это значение в процитированные соотношения: 

Е=зР, Е=З(У-2) =ЗУ-6. 

Утверждение доказано. 

Теорема. У максимального планарного графа все вершины имеют 
степень > 3 (кроме случая, когда количество вершин У < 3). 

Доказательство. Допустим, теорема неверна: в некотором максималь- 
ном планарном графе имеется вершина степени 2 (общее количество 
вершин У > 4). Обозначим эту вершину 9%. Степень 2 означает, что 
вершина ® инцидентна двум рёбрам и смежна двум вершинам. Обозна- 
чим их 1 И 12. Таким образом, имеется цепь 12. 

Лемма. Вершины 11 и > смежны. 

Доказательство. Допустим, это не так: вершины 1 и (2 несмежны. 

Так как к вершине у больше ничего не крепится, то в пространстве 
вблизи цепи 12 находится пустота. Через эту пустоту мы можем про- 
вести ребро 12. При этом полученный граф останется планарным. Но 
мы рассматриваем максимальный планарный граф, к максимальному 
планарному графу нельзя добавить ребро с сохранением планарности. 
Допущение, что вершины 11 и (> несмежны, приводит к противоречию 
с максимальностью планарного графа. Следовательно, и1 и и2 смежны. 
Лемма доказана. 

Так как вершины 1 и и> смежны, то имеется грань, отделённая цик- 
лом 1021 от других граней. Нам нужно было это замечание, чтобы 
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утверждать, что цепь (102 является границей двух граней, а не одной. 

Любая грань окружена циклом. Цепь ии» является границей двух 
граней. Каждая из этих двух граней окружена циклом, который со- 
держит в себе цепь 102. В максимальном планарном графе все гра- 
ни треугольны. Каждый цикл, окружающий грань, должен содержать 
три вершины. В цепи и10и>2 уже имеются три вершины. Поэтому лю- 
бой цикл вокруг грани, содержащий эту цепь, должен состоять лишь 
из этих вершин. Этим циклом может быть только цикл 102. 

Получается, что обе грани, границей которых является цепь 102, 
ограничиваются одним и тем же циклом. То есть, во внутреннем про- 
странстве цикла треугольная грань, и во внешнем пространстве цикла 
треугольная грань. Очевидно, наш граф является треугольником. 

Но мы рассматриваем случай, когда количество вершин не меньше 
четырёх. Треугольник содержит всего лишь три вершины. Значит, на- 
личие в максимальном планарном графе вершины степени 2 возможно 
только в треугольнике. В максимальном планарном графе с количе- 
ством вершин У’ > 4 вершин степени 2 быть не может. 'Георема дока- 
зана. 


68.9 Наличие четырёх вершин со степенями < 5 


Теорема. Пусть С’ — планарный граф, количество вершин которого У > 
4. Тогда в С есть хотя бы 4 вершины со степенями < 5. 

Доказательство. В параграфе «Ограничения на количество рёбер в 
гранях и следствия из них» доказана теорема о том, что если количе- 
ство рёбер в гранях > т, то количество рёбер 

Пе И =) 

Самое маленькое число рёбер, которое может содержать грань — это 
3. Таким образом, в любом планарном графе в каждой грани не менее 
трёх рёбер. Подставим число т = 3 в процитированную формулу: 

Е < (У -2) ЕЗ\ - 6. 

В параграфе «Сумма степеней вершин равна удвоенному числу рё- 
бер» доказана теорема, соответствующая названию. То есть, чтобы под- 
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считать количество рёбер Е графа, нужно сложить степени всех вер- 
шин и поделить на 2. 

Лемма. В планарном графе есть одна вершина, степени < 5. 

Доказательство. Допустим, такой вершины в некотором планарном 
графе нет. Все вершины имеют степень > 6. Просуммируем степени 
вершин, поделим на 2 и получаем, что количество рёбер 

в 26/2 =ЗиИ. 

И в то же время выше мы установили неравенство Ё < ЗУ - 6. 
Объединим эти неравенства: 

ЗУ < Е ЗЗУ - 6. 

Вычтем из обеих частей неравенства ЗУ < ЗУ - 6 число ЗУ: 

0 < —6. 

Данное неравенство неверно. Допущение отсутствия в планарном гра- 
фе вершин степени < 5 приводит к неверному неравенству. Следова- 
тельно, в планарном графе есть вершина, степени < 5. Лемма доказана. 

Лемма. В планарном графе есть две вершины степени < 5. 

Доказательство. Допустим, в некотором планарном графе нет двух 
вершин со степенями < 5. Имеется только одна вершина, со степенью 
< 5. Все остальные вершины имеют степень > 6. 

Просуммируем степени вершин. У нас есть У — 1 вершина со степе- 
нями > 6. Сумма их степеней > 6(У — 1). И ещё одна вершина степени 
а < 5. Общая сумма степеней > 6У — б+ а. Поделим на 2 и получаем, 
что количество рёбер 

Е >ЗУ —-З-+а/?2. 

И в то же время выше мы установили неравенство Ё < ЗУ - 6. 
Объединим эти неравенства: 

ЗУ —3+а/2 < Е ЗЗУ - 6. 

Вычтем из обеих частей неравенства ЗУ — 3 + а/2 < ЗУ - 6 число 
ЗИ - 3: 

аи/2 < -3. 

Степень а вершины неотрицательна, поэтому данное неравенство не- 
верно. Допущение отсутствия в планарном графе двух вершин степени 
< 5 приводит к неверному неравенству. Следовательно, в планарном 
графе есть две вершины степени < 5. Лемма доказана. 
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Лемма. В планарном графе есть три вершины степени < 5. 

Доказательство. Допустим, в некотором планарном графе нет трёх 
вершин со степенями < 5. Имеется только две вершины со степенью 
< 5. Все остальные вершины имеют степень > 6. 

Просуммируем степени вершин. У нас есть У — 2 вершины со степе- 
нями > 6. Сумма их степеней > 6(У - 2). И ещё две вершины степени 
< 5. Сумму степеней этих двух вершин обозначим »`. Общая сумма 
степеней > 6У - 12+ >`. Поделим на 2 и получаем, что количество 
рёбер 

Е> ЗУ - 6+», /2. 

И в то же время выше мы установили неравенство Ё < ЗУ - 6. 
Объединим эти неравенства: 

ЗУ —6+,`/2< Е <ЗУ - 6. 

Вычтем из обеих частей неравенства ЗУ —6- У /2 < ЗУ - 6 число 
ЗИ —6: 

о. 

Сумма > ‚ двух вершин может быть равна нулю только при условии, 
если эти две вершины изолированы. Но тогда остальная часть графа 
будет тоже планарной, и при этом в ней нет совсем вершин степени < 5. 
Но в прошлых леммах мы установили, что это невозможно. Допущение 
отсутствия в планарном графе трёх вершин степени < 5 приводит к 
противоречию с предыдущими леммами. Следовательно, в планарном 
графе есть три вершины степени < 5. Лемма доказана. 

Осталось доказать основное утверждение теоремы: в планарном гра- 
фе (количество вершин У > 4) имеются четыре вершины со степенями 
а. 

Допустим, теорема неверна: в некотором планарном графе с количе- 
ством вершин У’ > 4 нет четырёх вершин со степенями < 5. Имеется 
только три вершины со степенью < 5. Все остальные вершины имеют 
степень > 6. 

Среди таких графов, нарушающих теорему, выберем граф с наимень- 
шим числом вершин. Обозначим этот граф С. 

Лемма. Граф С должен иметь количество вершин У’ > 6. 

Доказательство. В графе С по условию теоремы должно быть коли- 
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чество вершин У > 4. Среди них три вершины имеют степени < 5. 
Значит, хотя бы одна вершина должна иметь степень > 6. То есть, вер- 
шина смежна с шестью вершинами. 'Так что количество вершин в графе 
С не меньше шести. Лемма доказана. 

Просуммируем степени вершин. У нас есть У — 3 вершины со степе- 
нями > 6. Сумма их степеней > 6(У — 3). И ещё три вершины степени 
< 5. Сумму степеней этих трёх вершин обозначим »`. Общая сумма 
степеней > 6У - 18+ »`. Поделим на 2 и получаем, что количество 
рёбер 

Е>ЗУ- 9+», /2. 

И в то же время выше мы установили неравенство Ё < ЗУ - 6. 
Объединим эти неравенства: 

ЗУ 9+, `/2< Е <ЗУ - 6. 

Вычтем из обеих частей неравенства ЗУ — 9- У /2 < ЗУ - 6 число 
ЗИ — 9: 

о 

Умножим обе части неравенства, на 2: 

э_. 

Таким образом, сумма степеней трёх вершин со степенями < 5 долж- 
на быть < 6. 

Лемма. В графе С’ никакая вершина из трёх со степенями < 5 не 
является изолированной. 

Доказательство. Допустим, что какая-то вершина из трёх со степеня- 
ми < 5 является изолированной. Тогда её можно удалить и оставшаяся 
часть графа является планарной. Но в оставшейся планарной части 
графа имеется только две вершины со степенями < 5, что невозможно 
по доказанной выше лемме. Допущение наличия изолированной верши- 
ны среди трёх со степенями < 5 приводит к противоречию с доказанной 
выше леммой. Следовательно, среди трёх вершин со степенями < 5 изо- 
лированных нет. Лемма доказана. 

Таким образом, среди вершин со степенью < 5 степень каждой вер- 
шины не меньше единицы. 

Лемма. В графе С нет висячих веритин (вершин степени 1). 

Доказательство. Допустим, это не так: в графе С имеется висячая 
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вершина. 

Висячая вершина крепится лишь к одной вершине, потому что при 
висячей вершине есть лишь одно ребро. Поэтому, после удаления вися- 
чей вершины, у ровно одной из вершин степень уменьшится на единицу. 

Удалим висячую вершину. Одна из трёх вершин степени < 5 исчезла. 
Граф после удаления остаётся планарным. Выше в лемме мы устано- 
вили, что в планарном графе должны присутствовать три вершины 
степени < 5. Значит, та единственная вершина, которая понизила свою 
степень на единицу, должна, обрести степень < 5. То есть, в ряду вер- 
шин со степенями < 5 должно быть пополнение после удаления. 

Но пополнение будет состоять только из одной вершины. Так что, 
как было в графе С 3 вершины со степенями < 5, так и после удаления 
останется столько же вершин. 

Теорема формулируется для графов с количеством вершин У > 4. 
Выше в лемме установлено, что граф С’ должен иметь > 6 вершин. 
Если удалим одну вершину, получится > 5 вершин. То есть, условие 
теоремы «У > 4» распространяется на граф С с удалённой вершиной. 

Новый граф по-прежнему будет нарушать теорему (он имеет > 4 вер- 
шин, но только три из них имеют степень < 5), но теперь он будет иметь 
вершин меньше, чем в графе С. То есть, будет меньше минимального 
графа, нарушающего теорему. Противоречие. 

Допущение наличия висячей вершины в графе С приводит к проти- 
воречию с его минимальностью. Значит, в графе (С висячих вершин нет. 
Лемма доказана. 

Таким образом, среди вершин со степенью < 5 степень каждой вер- 
шины не меньше двойки. 

Возможны два случая: 

1) граф С является максимальным планарным графом, 

2) граф С не является максимальным планарным графом. 

Рассмотрим случай 1: граф С является максимальным планарным 
графом. 

В параграфе «Максимальный планарный граф» доказана теорема о 
том, что если максимальный планарный граф имеет > 4 вершин, то у 
него нет вершин степени 2. В нашем случае граф С имеет количество 
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вершин У > 4. Следовательно, в нём нет вершин степени 2. Все верши- 
ны имеют степень > 3. В том числе три вершины степени < 5. Сумма 
степеней этих трёх вершин > 9: 

-. 

Выше мы установили неравенство > ` < 6. Это неравенство противо- 
речит неравенству выше. Случай 1 противоречив. 

Рассмотрим случай 2: граф С не является максимальным планар- 
ным графом. Добавим к графу С рёбер, чтобы получить максималь- 
ный планарный граф. Обозначим этот граф С". При добавлении рёбер 
количество вершин не меняется. Следовательно, количество вершин в 
графах С' и С" одинаково. 

Обозначения. 

У’ — количество вершин графа С". 

ЕЁ’ — количество рёбер графа С". 

Равенство вершин графов С’ и С” можно записать следующим обра- 
зом: 

иыУ. 

В параграфе «Максимальный планарный граф» доказано утвержде- 
ние о том, что количество рёбер в максимальном планарном графе полд- 
чиняется соотношению: 


Е =ЗУ'— 6. 
В графе С рёбер меньше, чем в С": 
Е< Е’. 


Заменим в этом неравенстве Е” на равное ему выражение ЗУ” — 6 = 
ЗИ — 6: 

ЕЁ < ЗУ — 6. 

Просуммируем степени вершин графа (С. У нас есть У — 3 вершины 
со степенями > 6. Сумма их степеней > 6(У — 3). И ещё три вершины 
степени < 5. Сумму степеней этих трёх вершин обозначим > `. Общая 
сумма степеней > 6бУ—18- `. Поделим на 2 и получаем, что количество 
рёбер 

Е > ЗУ - 9+», /2. 

И в то же время выше мы установили неравенство Ё < ЗУ - 6. 
Объединим эти неравенства: 
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ЗУ —9+»`/2< Е <ЗУ - 6. 

Вычтем из обеих частей неравенства ЗУ — 9+ У ` /2 < ЗУ - 6 число 
ЗУ — 9: 

в 

Умножим обе части неравенства на 2: 

ео. 

Выше мы установили, что в графе С’ три вершины со степенью < 5 
имеют степень > 2. Сумма степеней этих вершин 

в 

Это неравенство противоречит неравенству выше. Второй случай про- 
тиворечив. 

Допущение отсутствия в планарном графе четырёх вершин со степе- 
нями < 5 приводит к противоречию во всех случаях. Следовательно, в 
планарном графе есть четыре вершины степени < 5. Теорема доказана. 
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ГЛАВА 69 


Теорема Понтрягина-Куратовского 


Теорема. Граф планарен тогда и только тогда, когда в нём отсутствует 
подграф, который можно стянуть к графу Аь или Азз. 
Доказательство. 


69.1 Доказательство в одну сторону 


Докажем, что в планарном графе отсутствует подграф, который можно 
стянуть к графу Аь или Кзз. 

В параграфе «Графы А5 и Кзз непланарны» доказана теорема, со- 
ответствующая названию. 

В параграфе «Стягивание сохраняет планарность» доказано след- 
ствие о том, что если граф можно стянуть к непланарному графу, то 
этот граф непланарен. 'Гаким образом, если граф стягивается к графу 
Кь или Изз, то этот граф непланарен. 

В параграфе «Подграф планарного графа планарен» доказана теоре- 
ма, соответствующая названию. То есть, в планарном графе не может 
быть непланарных подграфов. Поэтому не может быть графов, которые 
можно стянуть к графу Аъ или Изз. 

В одну сторону теорема доказана, докажем в другую. 


69.2 Начало доказательства в другую сторону 


То есть, докажем, что если в графе нет подграфа, который можно стя- 
нуть к графу Азз или К, то граф планарен. 

Допустим, теорема неверна: существует непланарный граф, в кото- 
ром нет подграфа, стягиваемого к графу Азз или А5. Среди графов, не 
удовлетворяющих теореме, возьмём сначала графы с наименьшим чис- 
лом вершин, а среди этих графов возьмём граф с наименьшим числом 
рёбер. Обозначим этот граф (С. 
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Далее мы будем изучать свойства и строение графа (С, в результате 
чего придём к выводу, что такой граф невозможен. 


69.3 Свойства графа (т 


Лемма. Если из графа С’ удалить любую вершину или любое ребро, то 
получится планарный граф. 

Доказательство. При удалении любой вершины или любого ребра из 
графа С’, граф становится меньше минимального нарушающего теоре- 
му и поэтому начинает удовлетворять теореме. При удалении вершины 
или ребра не может появиться новых подграфов, поэтому так как С 
не содержит подграфов, стягиваемых к Азз или Аь, то после удаления 
вершины или ребра, он не будет их содержать. 

В итоге после удаления вершины или ребра граф удовлетворяет тео- 
реме и не содержит подграфов, стягиваемых к Азз или Кь, а значит, 
планарен. Таким образом, после удаления из С’ вершины или ребра 
граф становится планарным. Лемма доказана. 

Определение. Собственный подграф — это подграф, не совпадающий 
со всем графом. 

Лемма. Любой собственный подграф графа С планарен. 

Доказательство. Раз в графе С' нет подграфов, стягиваемых к Азз 
или к Аь, то и в любом его подграфе таких подграфов не будет. 

Собственный подграф меньше самого графа, С, то есть, меньше мини- 
мального, для которого теорема не выполняется. Следовательно, в соб- 
ственном подграфе графа С’ теорема выполняется. Раз в собственном 
подграфе нет подграфов, стягиваемых к Азз или к ИАь, то собственный 
подграф планарен. Лемма доказана. 

Лемма. Граф С связен. 

Доказательство. Допустим граф С несвязен. Тогда С состоит из ком- 
понент связности, каждая из которых является собственным подгра- 
фом. Каждый собственный подграф планарен. Таким образом, граф С 
является совокупностью планарных компонент. 

Совокупность планарных компонент можно уложить на плоскости. 


Значит, совокупность планарных компонент является планарным гра- 
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фом. Но мы вводили граф С непланарным. Противоречие. Допущение 
несвязности графа, С’ приводит к противоречию с его непланарностью. 
Следовательно, граф С связен. Лемма доказана. 

Лемма. Граф С является блоком. 

Доказательство. Допустим это не так: граф С' не является блоком. 

По определению, блок не содержит точек сочленения. Раз С не яв- 
ляется блоком, значит в нём есть точка, сочленения. 

Разобьём граф С на п подграфов, соединённых точкой сочленения. 
Каждый такой подграф является собственным и поэтому планарный. 
Таким образом, граф С состоит из п планарных графов Ст, С2,..., Си, 
соединённых в некоторой общей точке (в точке сочленения). 

Общая точка находится внутри некоторой грани графа С';. В пара- 
графе «Протаскивание через сферу» доказана теорема о том, что в 
планарном графе любую внутреннюю грань можно сделать внешней. 
Сделаем грани графов Ст, С5,..., Сп, содержащих точку сочленения, 
внешними. Получается, что п, планарных графов Ст, С,..., С» соеди- 
нены друг с другом внешней точкой. Совокупность планарных графов 
можно представлять мягкой структурой, которую можно деформиро- 
вать. Можно представлять их сделанными из ниток. Их участки можно 
сжимать, сохраняя планарность. 

Сожмём внешние участки, содержащие вершину и так, чтобы вер- 
шина 1 была на конце палки. Эти концы палок можно соединить друг 
с другом, как бы много их ни было. 

Получается, что такую систему графов можно уложить на плоскости, 
а значит граф С является планарным. Противоречие. 

Допущение, что граф С не является блоком, приводит к противо- 
речию с непланарностью графа С. Значит, граф С’ является блоком. 
Лемма доказана. 

Лемма. Граф С не содержит мостов. 

Доказательство. В параграфе «В блоке нет мостов» доказана теорема 
о том, что если блок содержит не менее трёх вершин, то в нём нет 
мостов. 

Граф С' содержит не менее трёх вершин, потому что он непланарен, 
а, графы с одной или с двумя вершинами планарны. И при этом граф 
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С является блоком. Следовательно, в С нет мостов. Лемма доказана. 

Определения. 

ес — степень вершины % — количество рёбер, инцидентных вершине 
$. 

9(С') — минимальная степень вершины среди всех вершин графа (@. 

Лемма. 0(С’) > 3. То есть, каждой вершине графа (С инцидентно не 
менее трёх рёбер. 

Доказательство. Рассмотрим случай вершины степени 0 (изолирован- 
ная вершина). Удаление такой вершины очевидно не может изменить 
непланарности. Но всё же граф становится меныше минимального и 
должен стать планарным. Случай вершины степени 0 противоречив. 

В случае вершины степени 1 (висячая вершина), удаление ребра при 
этой вершине не должно отразиться на непланарности, хотя граф ста- 
новится меньше минимального. Этот случай тоже противоречив. 

Допустим, что есть вершина, с ровно двумя выходящими рёбрами. То- 
гда эти два ребра можно заменить одним, стерев вершину. Очевидно, 
такая процедура не поможет уложить непланарный граф на плоскости 
без пересечений. То есть, непланарный граф не превратится в планар- 
ный. И подграфов, которые можно стянуть к К5 или Кзз от этого не 
появится. Но число вершин будет меньше минимального, от чего граф 
должен стать планарным. Получается противоречие. 

Допущение наличия вершины степени 2 приводит к противоречию. 
Значит, таких вершин нет, все вершины имеют степень не меньше 3. 
Лемма доказана. 


69.4 Введение графа ГР 


Обозначения. 

750 = 400 — произвольно выбранное ребро графа С. 

Е = С - 10 — планарный граф, полученный из С’ удалением ребра 
20. 

Лемма. Граф Р связный. 

Доказательство. В леммах выше мы доказали, что граф С связный 


и в нём нет мостов. По определению, удаление моста приводит к уве- 
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личению компонент связности. Раз в С нет мостов, то удаление любого 
ребра не увеличивает количество компонент связности. Так как граф 
С связен, то есть, имеет лишь одну компоненту связности, то удаление 
любого его ребра даёт граф, состоящий из одной компоненты связности. 
То есть, даёт связный граф. 

Граф Е получен из графа С удалением одного ребра. Следовательно, 
граф Ё`связный. Лемма доказана. 

Лемма. Вершины 140 и %9 не являются точками сочленения графа РГ. 

Доказательство. Допустим, это не так: вершина 0 или % является 
точкой сочленения. Пусть это будет 0, для вершины %0 доказательство 
аналогично. 

Если удалить из графа С вершину ‘0, то удалится ребро х = 0%. 
Удаление ребра х из графа С’ даёт граф Г. Таким образом, удаление 
вершины 0 из графа С даёт тот же результат, что удаление вершины 
ио из графа К. Раз в графе Ё вершина 0 является точкой сочлене- 
ния, то её удаление увеличивает число компонент связности. Граф Р 
становится несвязным. Получается, что удаление из графа С’ точки 0 
делает его несвязным. Это значит, что вершина 0 является точкой со- 
членения графа (С. Но граф С является блоком, и в нём не должно 
быть точек сочленения. Получилось противоречие. 

Допущение, что вершина ‘0 (или 10) является точкой сочленения гра- 
фа Р, приводит к противоречию. Следовательно, вершины %0 и 10 не 
являются точками сочленения. Лемма доказана. 


69.5 Существование цикла: блоки 


Лемма. В графе К есть простой цикл, содержащий вершины 14 И %0. 

Доказательство. Предположим, что в графе Ё’ нет простого цикла, 
содержащего вершины 14 и %%. 

Подлемма. Граф Е не является блоком. 

Доказательство. В параграфе «Блок и цикл между вершинами» до- 
казана теорема о том, что если связный граф с не менее чем тремя 
вершинами является блоком, то любые две его вершины содержатся в 


общем для них простом цикле. 
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Выше мы установили, что граф Ё связный. 

Граф С состоит не менее, чем из трёх вершин, потому что любые 
графы с одной или с двумя вершинами планарны. Удаление ребра не 
уменьшает количества вершин. Граф ЕЁ получен из графа С удалением 
одного ребра. Следовательно, граф Е содержит не менее трёх вершин. 

Таким образом, граф Е подходит под условие процитированной тео- 
ремы. Но при этом в Р имеются две вершины 10 и %0, которые не на- 
ходятся в общем для них простом цикле. Следовательно, граф Е не 
может быть блоком. Подлемма доказана. 

По определению, блок не содержит точек сочленения. Раз граф Е не 
является блоком, значит в нём есть точка сочленения. 

Обозначение. 4 — точка сочленения графа РГ. 

Подлемма. Вершины 140 и %9 находятся в разных блоках графа КГ. 

Доказательство. Допустим это не так: вершины 10 и %9 находятся в 
одном блоке графа Е. Этот блок уже содержит две вершины 140 и %0. 
При этом ребро иофо удалено из графа С. То есть, вершины 10 и 10 
несмежны внутри блока. Блок должен быть связным. Если он состоит 
только из вершин 10 и 10, то он не может быть связным. Значит, в 
блоке должна быть ещё какая-нибудь вершина. Таким образом, в блоке, 
содержащем вершины \0 и %0, не меньше трёх вершин. 

В параграфе «Блок и цикл между вершинами» доказана теорема, о 
том, что если связный граф с не менее чем тремя вершинами явля- 
ется блоком, то любые две его вершины содержатся в общем для них 
простом цикле. 

Раз вершины 40 и %0 содержатся в блоке, в котором не меньше трёх 
вершин, то вершины 10 и %0 должны находиться в общем для них про- 
стом цикле. Но мы находимся внутри леммы, основное допущение ко- 
торой говорит о том, что вершины 110 и %%9 не находятся в общем для 
них простом цикле. Таким образом, допущение неистинности подлем- 
мы приводит к противоречию с основным допущением леммы. Значит, 
подлемма верна: вершины 10 и 0 находятся в разных блоках графа РЁ’. 
Подлемма доказана. 

Произведём достройку графа Г. А именно, соединим точку сочле- 
нения и с вершиной 10 и с вершиной %9. Назовём полученный граф 
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В. 

Обозначение. Ри = Р`- ид + 00. 

Подлемма. В графе Ро - х нет точек сочленения. 

Доказательство. Напомню, что если добавить к графу Е ребро т = 
000, то получится граф С. 

Так как граф Ро является графом К с двумя добавленными рёбра- 
ми, то если к ВК добавить ребро х = 0%, то мы получим граф С с 
двумя добавленными рёбрами. В графе С нет точек сочленения. Если 
добавить дополнительные рёбра, то точки сочленения не появятся (ес- 
ли удаление любой точки С сохраняло связность, то когда рёбер стало 
больше, связность тем более будет сохраняться). 

Таким образом, граф Ро-х не содержит точек сочленения. Подлемма 
доказана. 

Подлемма. В графе Ро вершина и является единственной точкой со- 
членения. 

Доказательство. Допустим обратное: в графе Ро есть ещё точка, со- 
членения и’, отличная от точки 40. 

Выше мы установили, что в графе К точки 140 и %%5 не являются точ- 
ками сочленения. Если к графу добавить пару рёбер, то ид и 0 точками 
сочленения не станут (если удаление ‘о или 5 не разделяло граф, то 
когда рёбер стало больше, они разделить тем более не смогут). 

Таким образом, вершина ’ не совпадает с вершинами 0 или 15. 

Если удалить вершину №’, то граф Ру перестанет быть связным, рас- 
падётся на компоненты связности. Граф Ро- х не имеет точек сочлене- 
ния. Поэтому если удалить из Рот вершину %', то граф не распадётся. 

Таким образом, если удалить из Ву вершину и’, то граф распадётся. 
Если же к графу В — и’ добавить ребро х = и0%0, то граф снова 
воссоединится. То есть, для воссоединения графа Ру — ш’ достаточно 
соединить вершины 110 и %0. Их необязательно соединять ребром, можно 
соединить цепью. 

В графе Ро имеются рёбра ом и 0. 'Таким образом, в Ро имеется 
цепь 10и%0, соединяющая вершины 14 и %0. 

Вершина и” не совпадает ни с одной из вершин 0, 1,10, поэтому 
удаление и” сохраняет цепь 07%. 
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В итоге, после удаления вершины и’ граф № распался, но имеется 
цепь 0/00, соединяющая вершины %и10 и %0, так что граф Ву —ш’ должен 
оставаться связным. Получается противоречие. 

Допущение, что в графе Ро имеется точка, сочленения помимо 1, при- 
водит к противоречию. Следовательно, кроме вершины и в графе ЕР 
больше нет точек сочленения. Точка сочленения и в графе Рщ един- 
ственна. Подлемма доказана. 

Подлемма. При удалении из графа Ро точки сочленения 1, он распа- 
дается ровно на, две компоненты. 

Доказательство. По определению точки сочленения, при её удалении 
количество компонент графа увеличивается. Граф Ро связен, то есть 
имеет одну компоненту. После удаления точки сочленения и количе- 
ство компонент должно увеличиться и стать не меньше двух. 

Граф Ро - т не имеет точек сочленения. Удаление из графа Ро + т 
вершины 1 оставляет граф связным. Поэтому если мы добавим к графу 
Во — и ребро т, то граф станет связным. 

Ребро имеет два конца и поэтому может соединить не более двух 
компонент. "Таким образом, в графе Ро — и не может быть более двух 
компонент, потому что иначе какая-то компонента не восстановит со- 
единение с помощью ребра, т. 

В итоге число компонент в графе Ро — ш должно быть не меньше 
двух и не больше двух, а значит, оно равно двум. Подлемма доказана. 

Подлемма. В графе Ро ровно два блока. 

Доказательство. В параграфе «Единственная точка сочленения» до- 
казана теорема о том, что если точка сочленения единственна, то ко- 
личество блоков равно количеству компонент, на, которые распадается 
граф при удалении точки сочленения. 

Выше в подлеммах мы установили, в графе Ро точка, сочленения 
единственна, а её удаление разделяет граф Рщ ровно на две компоненты. 
Следовательно, в графе № ровно два блока. Подлемма доказана. 

Выше мы установили, что вершины 10 и %0 не являются точками 
сочленения и находятся в разных блоках графа Ро. 

Обозначение. ВБ1, В5 — два блока графа Ро. При этом нумерация та- 
кая, что 
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10 Е В1!, щЕ Во. 

Подлемма. В блоках В1 и Въ выполняется теорема. 

Доказательство. Из графа С мы получили Е с помощью удаления 
ребра. Из Р мы получили № с помощью добавления двух рёбер. Во 
всех этих процедурах количество вершин не менялось. Следовательно, 
количество вершин в графе Ру равно количеству вершин в графе (=. 

Блоки Б1 и В имеют меньшее количество вершин, чем в Ро, а значит 
ив С. Но С — это граф с минимальным количеством вершин, для 
которого теорема не выполняется. Значит, в блоках Б1 и Во теорема 
выполняется. Подлемма доказана. 


69.6 Существование цикла: случаи 


Возможны два случая: 
1) оба блока В: и Вь планарны, 
2) хотя бы один из блоков В: и Во непланарен. 
Рассмотрим случай 1: блоки В1 и В> планарны. 





Мы определили блоки В1 и Вэ так, что вершина 0 содержится в 
Б1, вершина 0 содержится в Б>. Вершины 0 и %0 соединены с точкой 
сочленения % (мы так определяли граф Ро). Вершина и находится в 
обоих блоках. Таким образом, в блоке В1 имеется ребро и, а в блоке 
Бо имеется ребро 0%. 

Каждая вершина находится в какой-то грани своего блока. В пара- 
графе «Протаскивание через сферу» доказана теорема о том, что в 
планарном графе любую внутреннюю грань можно сделать внешней. 
Сделаем внешней грань блока В1, в которой находится ребро иош. Ана- 
логично сделаем внешней грань в Бо с ребром 0. 

Теперь мы имеем два планарных блока, у которых вершины 140, 90, № 
являются внешними. Точка и у блоков общая. То есть, два уложен- 
ных на плоскости графа соединены во внешней точке и. Снаружи этой 
системы находится плоскость без каких-либо препятствий. В этой плос- 
кости мы можем протянуть линию между любыми двумя вшеними вер- 
шинами системы. Соединим линией (ребром) вершины 4 и 10, которые 


как раз являются внешними. Этим мы вернули в граф ребро т = ‘0%, 
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которое когда-то забрали из графа (С. Получившийся граф Ед + т яв- 
ляется планарным. 

Вспомним историю формирования графа Ро + т. Мы вынули ребро т 
из графа С, получили Р. Добавили два ребра к РЁ, получили Ю. Вер- 
нули ребро т, получили Ро т. Таким образом, граф Ри - т отличается 
от графа С тем, что в нём есть два дополнительных ребра. Все рёбра 
графа С’ имеются в графе Ру + т. Это значит, что граф С является 
подграфом в Ро +7. 

В параграфе «Подграф планарного графа планарен» доказана теоре- 
ма, соответствующая названию. Граф № + х планарный. С — подграф 
в В - т. Следовательно, С’ планарен. Но мы определяли С как непла- 
нарный граф. Мы пришли к противоречию. Случай 1 противоречив. 

Рассмотрим случай 2: хотя бы один из блоков Б1 и Б> непланарен. 

Будем считать, что непланарен блок В1. Для блока Во доказательство 
аналогичное с зеркальной симметрией. 

Выше в подлемме мы установили, что блок В1 подчиняется теореме. 
Раз В: непланарен, значит в нём содержится подграф, стягиваемый к 
графу ИКзз или К.. 

Подлемма. Ребро иош содержится в подграфе, стягиваемом к графу 
Кзз ИЛИ КБ. 

Доказательство. Рассмотрим историю возникновения блока В1. Из а 
вынули ребро т, получили граф Р'.. К РЁ добавили рёбра имо и 0, по- 
лучили Ро. В1 — это блок в графе Ро. Добавленное ребро мои находится 
в блоке Б1. Все остальные рёбра В\1 находятся также в графе РЁ’. Таким 
образом, граф В1 — чош является подграфом в Е. 

Граф Р является планарным, потому что получен из графа С удале- 
нием ребра (С' — это минимальный непланарный граф, не удовлетворя- 
ющий теореме). Подграф планарного графа, планарен. Следовательно, 
граф В: — чош планарен. 

Раз В: — чош планарен, то он не содержит подграфов, стягиваемых 
к графу Азз или Аь. Получается, что удаление из графа Б1 ребра чо 
рушит подграф, стягиваемый к графу Кзз или К. Это значит, что 
ребро ‘ош содержится в подграфе, стягиваемом к графу Изз или К.. 
Подлемма доказана. 
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Напоминание определения. Стягивание — это устранение ребра гра- 
фа с помощью сокращения его длины вплоть до слияния его концов. 

Подлемма. Если в графе, стягиваемом к графу Кзз или К, заменить 
любое ребро на простую цепь, то получится граф, стягиваемый к графу 
Кзз ИЛИ КБ. 

Доказательство. Любую простую цепь можно стянуть к одному реб- 
ру, стягивая все рёбра, цепи, кроме одного. Поэтому в графе, стягивае- 
мому к графу Азз или А, можно заменить любое ребро простой цепью. 
Ведь мы можем стягиванием заменить эту цепь обратно на ребро. Так 
что после замены ребра на простую цепь получается граф, стягиваемый 
к графу Азз или Аь. Подлемма доказана. 

В графе № нет ребра, х = ио%о, но мы можем его добавить и получить 
граф Ро + т. 

Напомню, точка 0 принадлежит подграфу ВБ1, а точка 0 подграфу 
Бо. По ребру т = и мы можем перейти из точки 0 Е В1 в подграф 
Бо. В подграфе Вэ содержится как %0, так и \. 

Во является блоком в Ро. В блоке нет мостов, поэтому удаление лю- 
бого его ребра оставляет граф связным. 'Таким образом, граф Бо — 0 
является связным. Поэтому между любыми двумя точками графа В› — 
0 имеется простая цепь. Между вершинами 0 и и имеется простая 
цепь %0...№. Объединив её с ребром т = и0%0, получаем цепь 00...11. 
Эта, цепь тоже является простой (вершина 110 находится в другом блоке 
и не может повторяться среди вершин %0,...,1). 

Таким образом, ребро иди соединяет вершины 140 и , и цепь 000... 
соединяет те же самые вершины. То есть, мы можем заменить ребро 
0 цепью 1/0%0...1. 

При этом все рёбра этой цепи находятся вне подграфа В1. А именно, 
ребро 1х = 0% находится вне В1, рёбра цепи 10... и находятся в блоке 
Бо, который имеет с блоком Б1 только одну общую вершину и ни одного 
общего ребра. То есть, все рёбра цепи 0... находятся вне В1. 

Подграф, стягиваемый к графу Кзз или К, находится в Ву. Поэто- 
му в цепи 110%0... и не содержится ни одного ребра из этого подграфа. 
(Нам нужно было сделать это замечание, чтобы показать, что заме- 
на ребра на цепь не приведёт к перемешиванию рёбер подграфа, что 
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создало бы трудную ситуацию.) 

В подграфе В\ всё рёбра, кроме о, содержатся в графе С. В цепи 
000...Ш не содержится ребро хиш (мы строили эту цепь при отсут- 
ствии ребра 0 в графе Во — 10), поэтому все рёбра цепи ‘100... и 
находятся в графе (=. 

Когда в подграфе, стягиваемом к графу Кзз или К5, заменили реб- 
ро ‘ош на цепь 110%0...1, то мы получили граф, стягиваемый к графу 
Кзз или Кь, но при этом все рёбра этого графа принадлежат графу 
С. Получается, что в графе С имеется подграф, стягиваемый к графу 
Кзз или К. Но это противоречит тому, как мы определили граф С (С 
должен быть непланарным и при этом не содержит подграфа, стяги- 
ваемого к графу Изз или К). Мы пришли к противоречию. Случай 2 
противоречив. 

Все случаи приводят к противоречию. А значит, допущение, что нет 
простого цикла, содержащего вершины 140 и %0, приводит к противоре- 
чию. Следовательно, в графе РЁ существует цикл, содержащий вершины 
0 И 0. Лемма доказана. 


69./ Разделение точек цикла 


Продолжаем изучать граф Е (Граф С с вынутым ребром 0%0). 

Обозначения. 

й — простой цикл, содержащий 0 и 9. Цикл считаем ориентирован- 
ным (имеющим направление). 

Ром, ®] — ориентированная простая цепь, идущая от 0 к %0 по циклу 
й (вершины 140 и 0 в неё включаются). 

Ро(ио, 50) — подцепь цепи 20[и0, 50| без веритин о, 0 (если вершины 
несмежные). 

Граф К планарен. У него есть укладка. Рассмотрим цикл 1 в этой 
укладке. Относительно этого цикла есть внешняя и внутренняя части 
графа. Нам они интересны с точки зрения разделения вершин 10 и 
0. Ведь по условию, если вернуть ребро исх (соединить веритины ‘0 
и 0), то граф перестанет быть планарным. Это значит, что внутри 


цикла, и вовне цикла невозможно провести ребро иоуо без пересечения 
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с какой-то частью графа. То есть, внешняя и внутренняя части графа 
разделяют эти вершины, создавая барьер для проведения ребра между 
ними. Давайте точнее сформулируем соответствующие определения. 

Цикл Д разделяет всю плоскость на две части: внешнюю и внутрен- 
НЮЮ. 

Определения. 

Внешняя часть графа ЁР’— это связный подграф графа РЁ вне цикла 
Ё и присоединённый к циклу . 

Внутренняя часть графа Ё — это связный подграф графа Ё внутри 
цикла и присоединённый к циклу ПД. 

Обратите внимание, что внешних и внутренних частей может быть 
много. Они считаются не соединёнными друг с другом, а соединёнными 
только с циклом #. 

Пусть ци 0 — две несмежные вершины цикла. 

Определения. 

Мы говорим, что внешняя часть графа разделяет точки и и %, если 
эта внешняя часть не даёт возможности соединить точки и и ® ребром 
без пересечений по внешней части плоскости относительно цикла 7. 

Мы говорим, что внутренняя часть графа разделяет точки и и %, 
если эта внутренняя часть не даёт возможности соединить точки и и 
® ребром без пересечений по внутренней части плоскости относительно 
цикла #. 

Лемма. Пусть и и ® — две несмежные вершины цикла й. Внутрен- 
няя часть разделяет вершины и и % тогда и только тогда, когда, эта 
внутренняя часть соединяет цепи (и, 0) и И (о, и). 

Доказательство. Будем представлять, что вершины и и % находятся 
соответственно в северной и в южной частях цикла. 

Докажем сначала в одну сторону. Пусть внутренняя часть соединяет 
цепи (и, и) и 2(, и). Эту часть можно представить в виде перегород- 
ки, идущей вдоль экватора. Эта перегородка отделяет северную часть 
от южной. В северной части лежит вершина и, в южной %. Эти вершины 
невозможно соединить, не пересекая перегородку. 

В одну сторону доказано, докажем в другую. 

Пусть внутренняя часть разделяет вершины и и %. Допустим, что она 
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не соединяет цепи (и, 0) и 2 (и, и). Тогда она должна прикрепляться 
лишь к одной из цепей (и, 0) и (5, и), или ещё к самим вершинам 
и или ®. В общем, внутренняя часть соединяет только вершины цепи 
Ё[и,ч] (в эту цепь входят вершины и и 9). Цепи Й(%, и) внутренняя 
часть не касается. 

Так как между цепью Й(и,%) и внутренней частью соединений нет, 
то между ними должен быть зазор, который тянется как минимум от 
вершины и до вершины %. Через этот зазор можно протянуть ребро 
от ику без пересечений. Получается, что внутренняя часть не разде- 
ляет вершины и и %, хотя мы предполагали обратное. Допущение, что 
внутренняя часть не соединяет цепи (и, 0) и 2 (, и), приводит к про- 
тиворечию. Следовательно, разделяющая внутренняя часть соединяет 
цепи (и, 0) и Д(ч, и). 

Мы доказали лемму в обе стороны. Лемма доказана. 

Лемма. Пусть и и ® — две несмежные вершины цикла й. Внешняя 
часть разделяет вершины и и % тогда и только тогда, когда эта внешняя 
часть соединяет цепи (и, 0) и (о, и). 

Доказательство. Планарный граф РЁ можно рассматривать уложен- 
ным на сфере. Тогда цикл И разделяет сферу на два полушария. Внут- 
ренняя часть цикла и внешняя — это два полушария. Рассуждения в 
обоих полушариях аналогичны. Поэтому доказательство предыдущей 
леммы мы можем считать доказательством этой леммы. Лемма дока- 
зана. 

Определение. Назовём внешнюю (или внутреннюю часть) (и-и)-раз- 
деляющей, если она соединяет цепи (и, 0) и (5, и). 

Лемма. Любая внешняя или внутренняя часть соединена не менее 
чем с двумя вершинами цикла 7. 

Доказательство. Допустим, это не так: некоторая внешняя или внут- 
ренняя часть соединена ровно с одной вершиной цикла 7. Обозначим 
эту вершину и. Если удалить вершину 1, то эта внешнаяя или внут- 
ренняя часть отделится от графа ГР. Граф РЁ станет несвязным. Таким 
образом, вершина и является точкой сочленения графа РЁ’. 

Напомню, что граф Е получен из графа С удалением ребра х = 0%. 

Вершины 10 и % лежат на цикле И. Рассматриваемая внешняя или 
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внутренняя часть графа имеет с циклом { только одну общую точку: 
и. То есть, в этой внешней или внутренней части графа нет точек 0 
и 0. Поэтому, если мы соединим вершины %0 и %9 ребром т = 0%, то 
внешняя часть не получит дополнительных соединений с циклом. То 
есть, после добавления ребра х вершина, и остаётся точкой сочленения, 
а, после её удаления граф становится несвязным. 

Когда мы вернули в граф Е ребро т, мы получили граф С. В пара- 
графе «Свойства графа С» установлена, лемма о том, что С’ является 
блоком. В блоке не может быть точек сочленения. Хотя вершина и при- 
надлежит С’ и является точкой сочленения. Мы пришли к противоре- 
чию. Допущение, что внешняя или внутренняя часть графа соединена 
ровно с одной вершиной цикла /, приводит к противоречию. Следова- 
тельно, внешняя или внутренняя часть графа должна быть соединена 
не менее чем с двумя точками цикла й. Лемма доказана. 

Выше мы доказали, что в графе РЁ имеется простой цикл, содержа- 
щий вершины \10 и %0. При этом таких циклов может быть много. И мы 
имеем право выбирать, какой из этих циклов считать основополагаю- 
щим циклом 7. Также мы можем выбирать укладку планарного графа 
Е на плоскости (уложить на плоскости можно разными способами). 

Выберем такую укладку и такой цикл Й, содержащий 10 и %0, чтобы 
при нём было наибольшее число внутренних вершин. 

Так как число внутренних вершин максимально, то никакую внеш- 
нюю часть невозможно переложить во внутрь. Также нельзя выбрать 
цикл, содержащий 10 и 19, и при этом чтобы он охватывал цикл #. 

Лемма. Любая внешняя часть соединена с циклом Й ровно в двух 
точках. Одна точка соединения находится на дуге 7 (0, 0), а другая 
на противоположной дуте 7 (50, ио). С точками д и %0 соединения быть 
не может. 

Доказательство. Не существует внешней части, которая соединяла 
бы в двух точках одну из дуг 7 (и0, 0) или 7 (59, чо). Потому что иначе 
цикл можно было бы расширить за, счёт прохождения участка пути по 
внешней части. И внутренняя часть стала бы больше максимальной. 
(Если внешняя часть соединяет эти дуги по отдельности, то с её помо- 
щью нельзя расширить цикл, так как в расширенный цикл не войдёт 
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точка 0 или %0, хотя должна по определению цикла.) 

Соединять точки ид или 00 с внешней частью тоже нельзя. Иначе 
цикл можно расширить с сохранением в нём точек 40 и %9. 

Любая внешнаяя часть соединяется с циклом не более, чем в двух 
точках. Иначе две точки из множества точек обязательно оказались бы 
на одной из дуг (0, 50) или 7 (99, чо), что невозможно. Лемма дока- 
зана. 

Следствия леммы. Каждая внешняя часть разделяет мо и %0. Все 
части, соединяющиеся лишь с одной из дуг 7 (ид, 509) или 7 (59, чо), могут 
быть только внутренними. 

Лемма. Существует такая пара внешней и внутренней частей, что 
внутренняя часть является одновременно (0-0)-разделяющей и (и1- 
ит )-разделяющей. Где 1 и %1 — точки соединения внешней части соот- 
ветственно с дугами 2 (10,50) и 2(%0, 40). 

Доказательство. Предположим, что лемма неверна: ни одна внутрен- 
няя разделяющая часть не разделяет точки соединения внешней. 

Упорядочим внутренние (10-%%0)-разделяющие части. Разделяющие 
части не могут пересекать друг друга, (по определению планарного гра- 
фа). Поэтому они располагаются слоями от точки 140 к точке %0. 

Обозначение. П, [5,..., [, — внутренние (%0-%0)-разделяющие части. 
Порядок идёт от вершины *10 к %0 (вкладыванию внешней части внутрь 
может помешать одноцепочечная, то есть боковая внутренняя часть). 

Точки соединения внешних частей могут располагаться лишь между 
слоями внутренних частей, иначе одна из внутренних будет разделять 
внешнюю. Друг друга внешние части пересекать не могут, поэтому они 
тоже располагаются слоями. 

Внутренние разделяющие части можно перетащить вовне (между со- 
ответствующими слоями), так как всё равно, соединяется внутренняя 
часть внутри цикла, или вне его, в грани между внешними слоями (там 
есть место, куда уложиться). Боковых частей во внешней части цикла 
нет, они не мешают укладке внутренних частей во вне. Перетащить во 
вне можно все (140-10 )-разделяющие внутренние части. Внутри откры- 
вается путь для ребра т = 0%. 

То есть, мы можем вернуть ребро х в граф РЁ без пересечений, с 
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сохранением планарности. Получается, что граф С' планарен, хотя мы 
вводили его непланарным. Допущение неверности леммы приводит к 
противоречию. Лемма доказана. 


69.8 Разбор вариантов 


Завершим доказательство теоремы. Докажем тем, что найдём в графе 
С’ подграф, который можно стянуть к Азз или К. Напоминаю, мы до- 
говаривались, что граф С’ — минимальный граф, для которого теорема 
нарушается: он непланарный, но в нём не содержится подграф, кото- 
рый можно стянуть к Азз или Кь. Если мы такой подграф найдём, 
значит допущение о нарушении теоремы приводит к противоречию, и 
теорема никогда не нарушается. 





00 


Рис. 69.1: Расположение внешней части и ребра 1 = и0%0 


В графе С есть ребро ид, которое мы изымали, чтобы получить 
граф Г. На рисунке оно обозначено пунктирной линией (между верхней 
и нижней вершинами). Обязательно существует хотя бы одна внешняя 
часть (иначе ребро ‘иоФи можно было бы провести без пересечений). 
Эта внешняя часть соединяется с циклом 7 в точках 1 и 1 (слева и 
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справа). 

В этой внешней части можно выделить цепь от вершины 1 к вер- 
шине 91 и стянуть её к ребру. Мы имеем право стягивать, потому что в 
условии теоремы говорится о подграфах, которых можно стянуть к Азз 
или Аь. Таким образом, если после стягиваний мы обнаружим подграф 
Кзз или Къ, значит мы нашли искомое противоречие (ведь в графе С 
при стягивании не должно появляться графов Азз или К$. 

Выше в лемме мы доказали, что существует внутренняя часть, одно- 
временно разделяющая вершины \0, 9 и вершины 11 %1. Эту внутрен- 
нюю часть мы будем максимально просто записывать, благодаря то- 
му, что в ней можно выделить цепь, которую можно стянуть до одного 
ребра. Нам нужно перечислить все возможные варианты расположения 
внутренней части и показать, что в каждый из этих вариантов даёт нам 
подграф, стягиваемый к Азз или Кь (или возникает ещё какое-нибудь 
противоречие). 

Возможны пять случаев: 

0) внутренняя часть не соединена с вершинами 140, %0, ил, 1, 

1) внутренняя часть соединена с одной из вершин 49, %0, и1, ®1. 


3 
4 
Рассмотрим случай 0: внутренняя часть не соединяется с разделяе- 


2) внутренняя часть соединена с двумя из вершин %0, 00, и1, 1. 
) внутренняя часть соединена с тремя из вершин 140, 10, 1, 1. 


внутренняя часть соединена со всеми вершинами \0, 10, Чт, 51. 


мыми точками. 

У нас есть северная, южная, западная и восточная вершины. Между 
ними имеется четыре дуги. К каким-то из этих дуг должна присоеди- 
няться внутренняя часть. 

Соединения только северных дуг или только южных дуг недостаточ- 
но, так как это не разделит западную и восточную вершины. 

Аналогично соединения только западных дуг, или только восточных 
дуг недостаточно, потому что это не разделит северную и южную вер- 
ШИНЫ. 

То есть, недостаточно исключительно вертикальных и горизонталь- 
ных соединений. Обязательно должно присутствовать соединение по 
диагонали. Таким образом, через внутреннюю часть проходит цепь по 
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Рис. 69.2: Случай 0 


диагонали, и эту цепь можно стянуть, оставив одно ребро. 

Оно проведено на рисунке «Случай 0» по диагонали. (Кстати, диа- 
гоналей две, но мы выбрали лишь одну из них, ибо другой выбор да- 
бт зеркально симметричный рисунок, который по сути не отличается 
от первого.) Внутренняя часть может иметь и другие дополнительные 
соединения, но нам они не нужны. Для нас главное, что диагональное 
соединение обязательно присутствует, для дальнейшего доказательства 
этого достаточно. 

На рисунке мы видим шесть вершин. Некоторые мы обозначили чёр- 
ными, а некоторые белыми. То есть, мы имеем два множества вершин: 
три чёрные вершины и три белых. Обратите внимание, что каждая чёр- 
ная вершина соединяется рёбрами со всеми белыми, а каждая белая со 
всеми чёрными. А значит, это двудольный граф Кзз. В этом варианте 
нашли подграф ИКзз, которого не должно быть в С. Случай 0 противо- 
речив. 

Рассмотрим случай 1: внутренняя часть соединяется с одной из раз- 
деляемых вершин. 

Этот случай разбивается на два случая: 

1.1) внутренняя часть соединена с одной из вершин 140 и %5, 
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1.2) внутренняя часть соединена с одной из вершин 1 и %1. 

Рассмотрим случай 1.1: внутренняя часть соединена с одной из вер- 
шин 10 И 0. 

Так как вершины 10 и %0 симметрично расположены, то без разницы, 
к какой из них присоединять внутреннюю часть: логический результат 
должен быть одинаковым. Будем присоединять к вершине о — северная 
вершина. 

Чтобы разделить вершины 11 и %1, нам нужно протянуть ребро из 
вершины 440 за экватор и1®1. Если мы состыкуемся с юго-западной дугой 
между вершинами 11 и 10, то восточная часть будет свободна для бес- 
препятственного проведения ребра ио. Значит, нам неизбежно нуж- 
но добавить ещё одно соединение внутренней части с восточной дугой 
между вершинами. 

Если мы состыкуемся с северо-восточной дугой, то мы получим диа- 
гональное соединение, как и в случае 0. Такое соединение приводит к 
противоречию. Значит, нам надо стыковаться с юго-восточной дугой. 
Результат соединений указан на рисунке «Случай 1.1». 
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Рис. 69.3: Случай 1.1 


На этом рисунке некоторые вершины закрасили чёрным, некоторые 


белым, а одну вершину чёрным квадратом. Участок цикла и0%1 ча- 
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стично стёрт, потому что это ребро отсутствует в подграфе, который 
мы обнаружим. Другое ребро на дуге рядом с вершиной и1 помечено 
стрелочками, которые означают, что это ребро мы стягиваем. После 
стягивания квадратная вершина и1 сольётся с соседней чёрной верши- 
НОЙ. 

В итоге у нас остаётся три чёрных и три белых вершины. Глядя на 
рисунок, можно убедиться, что каждая чёрная вершина соединена со 
всеми белыми, а каждая белая со всеми чёрными. То есть, мы имеем 
подграф Кзз. В графе С' никакой подграф нельзя стянуть к подграфу 
Кзз. Но в случае 1.1 нам удалось стянуть к этому подграфу. Следова- 
тельно, случай 1.1 противоречив. 

Рассмотрим случай 1.2: внутренняя часть соединена с одной из вер- 
ШИН 11 И %1. 

Ситуация с парой вершин 1 и 1 симметрична ситуации с парой 
вершин 0 и 0 (достаточно повернуть граф на 90 градусов; то, что 
одна пара соединена внешним ребром, а другая внутренним, можно 
не обращать внимания, потому что для нас важно, что эти вершины 
соединены, и больше ничего). 

Раз этот случай аналогичен со случаем 1.1, то он противоречив. 

Внутри случая 1 при всех его вариантах мы приходим к противоре- 
чию. Значит, случай 1 невозможен. 

Рассмотрим случай 2: внутренняя часть соединена с двумя из вершин 
и0, 00, Ил, 1. 

Внутри этого случая возможны три варианта: 

2.1) внутренняя часть соединена с вершинами 440%0 (север-юг), 

2.2) внутренняя часть соединена с вершинами 11 (запад-восток), 

2.3) внутренняя часть соединена с непротивоположными вершинами 
(одна полярная, другая экваториальная). 

Рассмотрим случай 2.1: внутренняя часть соединена с вершинами 
иооо (север-юг). 

В этом случае вершины 1 и ®1 удалось разделить, но вершины 10 и 
0 ещё не разделены. Вертикальная линия и0%0 разделила окружность 
на западное и восточное полушария. Соединить вершины 10 и %0 лини- 
ей можно как внутри западного полушария, так и внутри восточного. 
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Отсюда, чтобы разделить вершины 140 и %0, нам нужно перегородить и 
западное, и восточное полушария. 

Если мы соединим дуги по диагонали, что получим уже рассмотрен- 
ный случай 0 (в нашем случае есть все соединения, которые есть и в 
нулевом случае), который противоречив. Если соединим обе дуги в се- 
верном полушарии, или обе дуги в южном, то придём к случаю 1.1, аон 
противоречив. В итоге у нас нет непротиворечивых вариантов. Случай 
2.1 противоречив. 

Рассмотрим случай 2.2: внутренняя часть соединена с вершинами 
илот (запад-восток). 

Для нас экватор и меридиан, соединяющий полюса, симметричны. 
Экватор можно поменять на меридиан повторотом на 90 градусов. 'Та- 
ким образом, случай 2.2 принципиально не отличается от случая 2.1, а 
значит противоречив. 

Рассмотрим случай 2.3: внутренняя часть соединена с непротивопо- 
ложными вершинами (одна полярная, другая экваториальная). 

Возможны четыре варианта выбора непротивоположной пары вер- 
шин, все из которых симметричны (можно из одного варианта получить 
остальные последовательными поворотами на 90 градусов). Выберем из 
них один вариант: соединение с вершинами ‘ид и и (север и запад). 

Такое соединение пока никаких вершин из четвёрки \0, 00, ил, 1 не 
разделяет. Нам нужно добавить соединений с дугами так, чтобы раз- 
делить вершины. 

Северо-западная дуга отделена, от остальных дуг. Внутри северо-за- 
падной области невозможно провести никаких соединений между раз- 
деляемыми вершинами. Так что в северо-западной области ничего раз- 
делять не нужно, эту дугу можно отбросить как бесполезную. Имеет 
смысл рассматривать соединения с оставшимися тремя дугами. 

Если соединить внутреннюю часть с северо-восточной дугой, то через 
южное полушарие можно соединить вершины 1 и %1. Если соединить 
внутреннюю часть с юго-западной дугой, то через восточное полуша- 
рие можно соединить полярные вершины. Таким образом, эти две диа- 
гональные дуги по отдельности бесполезны, разделение можно произ- 
вести только если соединить их одновременно, но этот случай сводится 
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к случаю 0, а он противоречив. 

В итоге нам не обойтись без соединения с юго-восточной дугой. Од- 
ного соединения с этой дугой достаточно, чтобы разделить полярные 
и экваториальные вершины. Поэтому, если мы провели соединение с 
юго-восточной дугой, о других соединениях можно уже не думать, мы 
получили, что нам нужно. Получившийся граф изображён на рисунке 
«Случай 2.3». 
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Рис. 69.4: Случай 2.3 


На этом рисунке дуга, между вершинами 110 и 1 затёрта, чтобы выде- 
лить искомый подграф. Все три чёрные вершины соединены со всеми 
тремя белыми. Следовательно, это граф Изз (здесь для нахождения 
подграфа даже стягивать рёбра не пришлось). В графе С такого под- 
графа быть не может. Случай 2.3 противоречив. 

Все варианты внутри случая 2 оказались забракованными. Случай 2 
невозможен. 

Рассмотрим случай 3: внутренняя часть соединена с тремя из вершин 
и0, 00, Ил, 1. 

Остаётся несоединённой одна вершина. Так как все вершины для нас 
симметричны, то неважно, какую вершину оставить несоединённый, 


результат должен быть принципиально тот же. Оставим несоединённой 
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восточную вершину. 

В восточном полушарии свободно пространство для беспрепятствен- 
ного соединения вершин 10 и 0. Северная и южная части восточной 
дуги симметричны, без разницы, какую соединять. Соединим южную. 
Результат изображён на рисунке «Случай 3». 
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00 
Рис. 69.5: Случай 3 


Из рисунка видно, что этот случай такой же, как и случай 2.3, только 
добавлено ещё одно ребро (к вершине 15). Случай 3, как и случай 2.3, 
противоречив. 

Рассмотрим случай 4: внутренняя часть соединена со всеми верши- 
нами \0, 10, Чт, %1. 
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Рис. 69.6: Случай 4 


В этом графе 5 вершин, каждая вершина соединена со всеми осталь- 
ными. Следовательно, это полный граф К5. В графе С не может быть 
подграфа К. Случай 4 противоречив. 

В итоге к противоречиям приводят все возможные случаи. Допуще- 
ние, что что существует непланарный граф, в котором нет подграфов, 
стягиваемых к Азз или Кь, приводит к противоречию. Следователь- 
но, такого непланарного графа не существует. А значит, если в графе 
нет подграфов, стягиваемых к ИАзз или Къ, то этот граф планарный. В 
другую сторону теорема доказана. 

Мы доказали теорему в обе стороны. Теорема доказана. 
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ГЛАВА 70 


Канонические классы 


Материал этой главы взят из статьи 

В. В. Лозин, Канонические разбиения графов и их применение для 
кодирования графов, Сиб. журн. исслед. опер., 1994, том 1, номер 3, 
49—59 


10.1 Определение канонического класса 


Определения. 

М№(%) — окрестность вершины ® — множество всех вершин, смежных 
с вершиной %. 

р — дополнение к множеству вершин О — множество всех вершин 
графа, не принадлежащих множеству Л). 

Канонический класс — это множество вершин И такое, что выполня- 
ются два условия: 

1) множество И непусто и содержит не все вершины графа, 

2) для любой о вершины из дополнения 0, множество И содержится 
целиком либо в окрестности точки %, либо в дополнении к окрестности: 


ИС М№() или ОС М(у). 


10.2 Компонента несвязного графа является 
каноническим классом 


Определения. 

Связный граф — это граф, любые две вершины которого соединены 
простой цепью. 

Несвязный граф — граф, не являющийся связным. 

Компонента связности — максимальный связный подграф. 

Теорема. Компонента связности (точнее, множество её веритин) несвяз- 


ного графа является каноническим классом. 
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Доказательство. Пусть А — компонента связности несвязного гра- 
фа, (| — множество вершин компоненты К. Проверим определяющие 
условия канонического класса для множества 0. 

1) Докажем, что множество И не содержит все вершины графа. 

По определению, компонента связности — это максимальный связ- 
ный подграф. По условию теоремы, мы рассматриваем несвязный под- 
граф. Если компонента связности будет содержать все вершины, то она 
совпадёт со всем графом, и граф окажется связным в противоречие с 
условием теоремы. Следовательно, компонента, связности не совпада- 
ет со всем графом, не обладает всеми его вершинами. Первое условие 
доказано. 

2) Докажем, что для любой вершины % из дополнения 0, множество 
(С содержится целиком либо в окрестности точки ®, либо в дополнении 
к окрестности: 

ПС М() или ОСМ(. 

Пусть © — произвольная вершина из дополнения 0. Раз ® находит- 
ся в дополнении к (, то она находится вне компоненты связности К. 
А значит, никакая цепь не связывает вершину % ни с какой вершиной 
из множества О. Если вершина ® связана ребром с какой-нибудь вер- 
шиной и, то вершина и не может находиться в множестве (. М№(%) — 
это множество всех смежных с ® вершин. Следовательно, в множестве 
№ (и) нет ни одной вершины из множества И: 

№) ПИ = ©. 

Это значит, что множество И находится целиком в дополнении к 
окрестности М№(о): 


ИС М№(ч). 

Второе условие доказано. 

Мы доказали оба определяющих канонический класс условия для 
множества, вершин 0 из компоненты связности К’. Следовательно, мно- 
жество вершин И является каноническим классом. Теорема доказана. 

Теорема. Рассмотрим непустое множество компонент связности, кото- 
рое не содержит все компоненты связности графа. Подграф, состоящий 
из этих компонент связности, является канонический классом. 

Доказательство. Пусть К — подграф, удовлетворяющий условию тео- 
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ремы. Пусть И — множество вершин подграфа А’. Проверим определя- 
ющие условия канонического класса для множества (. 

1) Докажем, что множество И непусто и не содержит все вершины 
графа. 

По условию теоремы, подграф А непуст. Поэтому множество вершин 
С непусто. Граф К состоит не из всех компонент связности, поэтому 
имеются компоненты связности вне подграфа, К’, а значит имеются вер- 
шины вне множества (0. То есть, множество И не совпадает со всем 
множеством вершин. Первое условие доказано. 

2) Докажем, что для любой вершины % из дополнения 0, множество 
(С содержится целиком либо в окрестности точки %, либо в дополнении 
к окрестности: 

ИС М№() или ОСМ(у). 

Пусть © — произвольная вершина из дополнения (0. Эта точка лежит 
в некоторой компоненте графа вне подграфа К. Значит, никакая цепь 
не связывает вершину % ни с какой вершиной из множества (С. Если 
вершина % связана, ребром с какой-нибудь вершиной и, то вершина и не 
может находиться в множестве 0. №(%) — это множество всех смежных 
с о вершин. Следовательно, в множестве М№() нет ни одной вершины 
из множества 0: 

№) ПО = ©. 

Это значит, что множество И находится целиком в дополнении к 
окрестности М№(о): 

ИС М№(ч). 


Второе условие доказано. 





Мы доказали оба определяющих канонический класс условия для 
множества вершин Ц из компоненты связности А’. Следовательно, мно- 
жество вершин И является каноническим классом. 'Георема, доказана. 


(0.3 Вершина является каноническим классом 


Теорема. Если в графе больше одной вершины, то каждая его вершина 
является каноническим классом. 
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Доказательство. Пусть множество (О состоит из одной вершины и 
(в графе больше одной вершины). Проверим определяющие условия 
канонического класса для множества (0. 

1) Множество И не содержит всех вершин графа, потому что И со- 
стоит из одной вершины, а граф содержит больше одной. 

2) Докажем, что для любой вершины % из дополнения 0, множество 
(С содержится целиком либо в окрестности точки ®, либо в дополнении 
к окрестности: 

ПС М() или ОСМ(. 

Пусть © — произвольная вершина из дополнения 0. Рассмотрим ок- 
рестность М№(%) вершины %. Любая вершина графа принадлежит либо 





множеству М(), либо его дополнению №(%). Множество И состоит из 
одной вершины и. Следовательно, И полностью включается в множе- 





ство №() или в множество М№(%): 


ИС М() или ОС М(у). 

Второе условие доказано. 

Мы доказали оба определяющих канонический класс условия для 
множества, вершин (, состоящего из одной вершины и. Следователь- 
но, каждая вершина графа, (если граф имеет больше одной вершины) 
является каноническим классом. Теорема, доказана. 


10.4 Пересечение канонических классов является 
каноническим классом 


Теорема. Пусть (Л и (> — пересекающиеся канонические классы: 
ЛПО) = ©. 
Тогда пересечение (Л Г 05 является каноническим классом. 
Доказательство. Проверим определяющие условия канонического 
класса для множества От ГП (5. 
1) Несовпадение со всем множеством вершин. 
Пересечение множеств находится внутри каждого члена пересечения: 
ЛС. 


Множество ( является каноническим классом по условию теоремы. 
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Следовательно, оно не совпадает со всем множеством вершин графа. 
А значит, любое его подмножество не совпадает со всем множеством 
вершин графа. В том числе подмножество (1 П (5 не совпадает со всем 
множеством вершин графа. Первое условие доказано. 

2) Докажем, что для любой вершины % из дополнения (Л П 05, мно- 
жество Ил П 05 содержится целиком либо в окрестности точки %, либо 
в дополнении к окрестности: 

ДПО с М№(5) ИЛИ ДПО. с М(). 

Возьмём в дополнении Ол П 05 произвольную вершину %. 'Так как % 
не принадлежит пересечению множеств (Л П (25, то она не может при- 
надлежать одновременно множествам (71 и (0. 'То есть, хотя бы одному 
из множеств (Л и 05 вершина % не принадлежит: 

ое (1 или 00. 

Рассмотрим случай, когда о @ (1 (случай о @ 05 симметричен и 
рассматривается аналогично). По условию теоремы, множество (Л яв- 
ляется каноническим классом. При этом вершина ® принадлежит до- 
полнению к (Л: 

ие Пт 

Следовательно, множество От целиком находится либо в окрестности 
вершины %, либо в дополнении к окрестности: 

ЛС М(5) или ШС М(. 


Когда множество (1 включается в множество №(%) или в М№(о), то 











любая внутренность в (1 включается в №(9) или в №(%). Пересечение 
множеств (71 П 05 находится внутри множества (Л. Следовательно, пер- 





сечение (Л П 02 включается в М№М(%) или в М№(0): 

ПОС М№(5) ИЛИ ОО. ао 

Этим мы доказали второе условие канонического класса для множе- 
ства (Л п (5. 

Мы доказали оба определяющих канонический класс условия для 





множества вершин (1 ПО. Следовательно, множество (Л ПП (5 является 
каноническим классом. Теорема доказана. 
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10.5 Когда объединение канонических классов 
является каноническим классом 


Теорема. Пусть От, (> — такие канонические классы, что и они пересе- 
каются, и их дополнения тоже: 

65 =: 9, ПО. + ©. 

Тогда их объединение (1 Ц 05 является каноническим классом. 

Доказательство. Проверим определяющие условия канонического 
класса для множества От Ц (0. 

1) Несовпадение со всем множеством вершин. 

По условию теоремы, пересечение дополнений И! П Оо непусто. То 
есть, имеются вершины, которые принадлежат одновременно множе- 
ствам От и О. Это то же самое, что есть вершины, которые не принад- 
лежат одновременно множествам О1 и (2. Значит, эти вершины не мо- 
гут входить в объединение (1 (5. 'Таким образом, объединение (1 4 (05 
содержит не все вершины графа. Первое условие доказано. 

2) Докажем, что для любой вершины % из дополнения (Л Ц (5, мно- 
жество Ол Ц 05 содержится целиком либо в окрестности точки %, либо 
в дополнении к окрестности: 

ДыО5 С М№(5) ИЛИ оО. с М(). 

Возьмём в дополнении (Л Ц (5 произвольную вершину %: 

Е ЛО О0. 

В теории множеств в параграфе «Дополнение к подмножеству» до- 
казаны теоремы о том, что дополнение меняет местами объединение и 
пересечение: 

оО = (1 пП0.. 

Таким образом, 

Е 0 п Ро 

Раз вершина ® принадлежит пересечению множеств (1 П О, то она 





принадлежит каждому члену пересечения: 

= РР Е о 

По условию теоремы, множества (1 и > являются каноническими 
классами. Поэтому из принадлежности вершины % их дополнениям сле- 
дуют включения: 


1525 


Л С М№(5) или (1 © М№(5), 

(5 © №(5) или (2 © М№(ъ). 

Здесь возможны четыре комбинации пар включений: 

соответствующие комбинации: (1 © №(и) и 02 © №(%), 1 С №(5) и 
(о а № (и), 

перекрёстные комбинации: (1 © М№(и) и 05 © №5), М С 
(7 С № (о). 


Лемма. Из соответствующих комбинаций включений следует выпол- 

















= 


(о) и 


нение второго условия канонических классов для объединения (Л Ц 00. 
Доказательство. В первой соответствующей комбинации (1 © №(%) 
и 0> С №(%) множества (Л и 05 включаются в одно и то же множество 
М№ (о). Следовательно, их объединение тоже включается в М№(0): 
ДО. С № (о). 
Во второй соответствующей комбинации (1 С № (о) и 02 С № (о) 
множества (1 и 05 включаются в одно и то же множество М№(%). Сле- 








довательно, их объединение тоже включается в №(): 
(7 ® (> ` а № (о). 


Таким образом, при соответствующих комбинациях включений име- 





ется следующее включение: 

05 © №(5) ИЛИ оО. с М(). 

Это означает, что при соответствующих комбинациях включений мно- 
жество (Л Ч [05 удовлетворяет второму условию канонического класса. 
Лемма доказана. 

Лемма. Перекрёстные комбинации включений невозможны. 

Доказательство. Рассмотрим первую перекрёстную комбинацию вклю- 
чений: 

ЛС М(0) и (> © №(5). 

Здесь первое множество (Л целиком включается в М(о), а второе мно- 
жество (5 целиком включается в его дополнение №(%). В множестве и 





его дополнении не может быть общих точек. И их внутренности тоже не 
могут иметь общих точек. Так как множества (Л и 02 являются внут- 
ренностями М№(%) и его дополнения, то (Л и (2 не могут иметь общих 
точек, а значит не пересекаются. Но в условии теоремы указано, что 
множества, От и 05 пересекаются. Противоречие. Первая перекрёстная 


1526 


комбинация включений приводит к противоречию с условием теоремы, 
следовательно, она невозможна. 

Из таких же соображений невозможна вторая перекрёстная комби- 
нация включений. Лемма доказана. 

Мы пришли к тому, что из соответствующих комбинаций включений 
следует выполнение второго условия для множества 01 Ч (5, а пере- 
крёстные комбинации невозможны. В итоге второе условие для множе- 
ства (Л Ч 05 выполняется. 

Мы доказали оба определяющих канонический класс условия для 
множества вершин (1 У (2. Следовательно, множество (Л Ц (5 является 
каноническим классом. Теорема доказана. 


10.6 Канонический класс и дополнение к другому 
каноническому классу 


Теорема. Пусть 

[Л и 0> — канонические классы, 

каждый из канонических классов (Л и (5 пересекается с дополнением 
другого: 

ДПО. биб ПО) + ©. 

Тогда пересечение канонического класса с дополнением другого яв- 
ляется каноническим классом: 

ДПО. и 0, ПО. — канонические классы. 

Доказательство. Докажем теорему только для множества (Л П 0. 
Для множества (1 П 05 теорема доказывается аналогично, симметрич- 
НО. 

Проверим определяющие условия канонического класса, для множе- 
ства |йД п (0. 

1) Несовпадение со всем множеством вершин. 

По условию теоремы, множество (Л является каноническим, а значит 
не совпадает со всем множеством вершин графа. Пересечение (Л П 05 
находится внутри множества, (Л, и поэтому тоже не совпадает со всем 
множеством вершин графа. Первое условие доказано. 
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2) Докажем, что для любой вершины % из дополнения (1 П 05, мно- 
жество (1 П О. содержится целиком либо в окрестности точки %, либо 
в дополнении к окрестности: 

по. С М№() ИЛИ ПО. С М(). 

Возьмём в дополнении (1 ПО. произвольную вершину %: 

ЕП (о. 

В теории множеств в параграфе «Дополнение к множеству» доказа- 
ны теоремы о том, что дополнение меняет пересечение и объединение 
местами, а также что дополнение к дополнению множества, равно этому 
множеству: 

(ПО? = 0: 902 = 010 00. 

Таким образом, 

= ( 305. 

Так как вершина ® принадлежит объединению множеств (1 У (5, то 
она принадлежит хотя бы одному множеству из объединения. То есть, 
обязательно один из двух случаев реализуется: 

первый случай: © Е О\1, второй случай: ® Е (0. 

Рассмотрим первый случай: © Е 01. 

По условию теоремы, множество (Л является каноническим классом. 
Поэтому из принадлежности и Е И\! следует, что канонический класс 





(Л находится в окрестности М№(%), или в дополнении к окрестности: 
ЛС М(5) или ШС М(. 


Пересечение (1 П 05 находится внутри множества, (1. Следователь- 





но, внутри чего находится множество (Л, внутри того же находится и 
множество (1 ПО: 

пос М() ИЛИ ПО. с М(). 

Эти включения являются вторым условием канонического класса для 
множества (1 ПО. 

Вывод. В первом случае множество (Л П Ио удовлетворяет второму 
условию канонического класса. 

Рассмотрим второй случай: © Е 02. 

Если вершина ® также содержится в множестве (1, то этот случай 
сводится к первому случаю и второе условие для множества (Л П 05 
выполняется. Поэтому нам остаётся рассмотреть случай, когда ® @ 01. 
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то есть, когда 

Е (7. 

Так как вершина ® принадлежит одновременно множествам (Л и (0, 
то она принадлежит их пересечению: 

Е ПО. 

По условию теоремы, множество (1 П Оо непусто. Следовательно, в 
нём есть некоторая вершина, т: 

Е 0 ПО>. 

Так как х принадлежит пересечению множеств (1 ПО, то х принад- 
лежит каждому множеству из пересечения: 

те 01. хе00. 

По условию теоремы, множество 1 является каноническим классом. 
Так как ф принадлежит дополнению 0, то для него выполняется вто- 
рое условие канонического класса для множества (Л: 


ПС М(т) или МС М5). 

Докажем, что оба этих включения ведут к выполнению второго усло- 
вия для множества, (Л П 05. 

Лемма. Если (1 С №), то (И ПИ С №5). 

Доказательство. Пусть выполняется включение (Л С М№(т). Допу- 
стим, что лемма неверна: множество (ПО. не включается в множество 
№ (и): 

п 5 9 № (о). 

Тогда существует некоторая точка а из множества (Л П 05, которая 
находится вне М№(0): 

аейпоО., а М№(ъ). 

Раз эта точка находится вне множества М№(%), то она находится в 
дополнении к нему: 

ае №(ч). 


В итоге точка а принадлежит одновременно множествам (Л ПИ и 





М№ (о), а значит и их пересечению: 


ае ПОП М(ъ). 
Так как точка а принадлежит пересечению множеств, то она принад- 
лежит каждому множеству ИЗ пересечения 


аЕМ, аЕе0. аЕМ(). 
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Сделаем выводы из этих принадлежностей. 

Касательно а Е 1. По условию леммы, (Л © №(2). Следовательно, 

ае М№(т). 

Раз вершина а находится в окрестности вершины т, значит они смеж- 
ны. Отсюда вершина 1 находится в окрестности а: 

те №(а). 

Касательно а Е 02. По условию теоремы, множество (5 является ка- 
ноническим классом, а значит, для него выполняется второе условие 
канонического класса; так как а принадлежит дополнению О, то мно- 





жество (2 включается в окрестность М(а), или в её дополнение №(а): 
(5 © М№М(а) или (02С М(а). 


Касательно а Е №(). Вершина а находится вне окрестности верши- 








ны %, а значит эти вершины несмежны. Отсюда вершина ® находится 
вне окрестности вершины а, то есть находится в дополнении к окрест- 
ности вершины а: 

ие М(а). 


Вершину © мы выбирали в множестве (71 Г 05. Раз ® принадлежит 





пересечению множеств, то она принадлежит каждому множеству из 
пересечения, в том числе множеству (2: 

ое (05. 

Мы выделяли элемент х из множества 01 П 02. Так как х принад- 
лежит пересечению множеств, то он принадлежит каждому множеству 
из пересечения, в том числе множеству (5: 

Е (05. 

В игоге 9,5 Е 0. 

Но при этом мы установили принадлежности 


Е М(а), тЕМ(а). 


Получается, что один элемент из 05 находится в множестве М№(а), а 





другой находится в его дополнении М№(а). В таком случае множество 
(5 не может включаться полностью в М(а) или в М№(а). Хотя выше мы 
установили, что это так. Противоречие. Допущение нарушения леммы 
приводит к противоречию, следовательно, лемма верна. Лемма, доказа- 


на. 


Лемма. Если (1 С №(х), то 1 ПО С М№(%). 
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Доказательство. Пусть выполняется включение (Л © М№(т). Допу- 
стим, что лемма неверна: множество (ПО. не включается в множество 
№ (и): 

п 0. Я № (о). 


Тогда существует некоторая точка а из множества Ол П 05, которая 











находится вне М№(0): 
аейпоО., а М№(). 


Раз эта точка находится вне множества Л(0), то она находится в 





дополнении к нему: 


аЕ №) = №(). 


В итоге точка а принадлежит одновременно множествам (Л ПИ и 





№ (о), а значит и их пересечению: 

ае Л ПОП М (5). 

Так как точка а принадлежит пересечению множеств, то она принад- 
лежит каждому множеству из пересечения: 

аЕМ, аЕ0. аЕмМ(). 


Сделаем выводы из этих принадлежностей. 





Касательно а Е И1. По условию леммы, (1 © №(2). Следовательно, 


ае М№(т). 

Раз вершина а находится вне окрестности вершины х, значит они 
несмежны. Отсюда вершина х находится вне окрестности а, то есть, 
находится в дополнении к окрестности а: 

те №(а). 


Касательно а Е (2. По условию теоремы, множество 05 является ка- 





ноническим классом, а значит, для него выполняется второе условие 
канонического класса: так как а принадлежит дополнению (Ло, ТО МНо- 





жество (> включается в окрестность М(а), или в её дополнение №(а): 
(2 © №(а) или 02С Ма). 


Касательно а Е №). Вершина а находится в окрестности верши- 





ны 5, а значит эти вершины смежны. Отсюда вершина ® находится в 
окрестности вершины а: 

ие М(а). 

Вершину % мы выбирали в множестве Ол П (2. Раз ® принадлежит 
пересечению множеств, то она принадлежит каждому множеству из 
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пересечения, в том числе множеству 0: 

И (5. 

Мы выделяли элемент х из множества 01 П 02. Так как х принад- 
лежит пересечению множеств, то он принадлежит каждому множеству 
из пересечения, в том числе множеству (5: 

фе (0. 

В игоге 9,5 Е 0. 

Но при этом мы установили включения 


Е М(а), тЕМ(а). 


Получается, что один элемент из 05 находится в множестве М№(а), а 





другой находится в его дополнении М(а). В таком случае множество 
(5 не может включаться полностью в М(а) или в №(а). Хотя выше мы 





установили, что это так. Противоречие. Допущение нарушения леммы 
приводит к противоречию, следовательно, лемма верна. Лемма, доказа- 
на. 

Перед этими двумя леммами мы установили, что должно выполнять- 
ся хотя бы одно из включений 


ПСМ(т) или МС М5). 

В двух леммах мы доказали, что из первого включения следует вклю- 
чение Л ПО. С №5), а из второго следует (Л ПО © №(%). В итоге 
должно выполняться одно из двух включений: 

по. С М№() ИЛИ ей С М(). 

А это есть второе условие канонического класса для множества (Л П 
(о. 

Вывод. Во втором случае множество (1 П 05 удовлетворяет второму 
условию канонического класса. 








В итоге в обоих случаях множество (Л П Оо удовлетворяет второму 
условию канонического класса. Второе условие доказано. 

Мы доказали все определяющие условия канонического класса для 
множества Ил П 05. Следовательно, множество С П 02 является кано- 
ническим классом. Теорема доказана. 
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10. Непересекающиеся канонические классы 


Теорема. Пусть (Л и (> — непересекающиеся канонические классы: 

ПО) = ©. 

Тогда 

либо все вершины множества 1 соединены со всеми вершинами мно- 
жества, (5, 

либо ни одна вершина множества, (Л не соединена, ни с одной верши- 
ной множества, (о. 

Доказательство. Пусть некоторая вершина, х1 из множества 01 соеди- 
нена с некоторой вершиной 12 из множества (2. Докажем, что в таком 
случае все вершины из множества И1 соединены со всеми вершинами 
из множества (4. 

Возьмём в множестве (Л произвольную вершину 1, а в множестве 
(› произвольную вершину 1/5: 

дЕП1, фФЕО0.. 

Докажем, что вершины 1/1 и 12 смежны. 

По условию теоремы, множества (Л и (5 не пересекаются. Значит, раз 
элемент 11 принадлежит множеству И1, то он не может принадлежать 
множеству (2. 

1 @ (5. 

Непринадлежность множеству означает принадлежность его допол- 
нению: 

= (о. 

По условию теоремы, множества (Л и 05 являются каноническими 
классами. Поэтому из принадлежности 71 Е (> следуют включения 


(2 С №51) или (02С М(ту). 

Вершину 12 мы взяли из множества, (15, и при этом вершина то смеж- 
на с вершиной 11, а значит 12 находится в окрестности вершины 21: 

то Е М№(т1). 

Так как элемент 12 множества, (> принадлежит множеству М(71), то 
всё множество (2 включается в множество М№(51): 

(5 (С: М№(х1). 


Вершина, 2 была взята из множества, (2. Из доказанного включения 
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следует принадлежность 

2 Е М№(х1). 

Получается, что произвольная вершина 2 из множества 05 смежна 
с вершиной 11 из множества, (Л. Следовательно, все вершины из мно- 
жества, 05 смежны с вершиной 11 из множества ОТ. 

Ситуация между множествами От и 05 и вершинами 11 и 12 сим- 
метричная, поэтому точно так же доказывается, что все вершины из 
множества От смежны с вершиной 1 в множестве (0. 

Теперь в качестве смежной пары вершин мы можем взять / Е Ли 
то Е 02 (мы уже доказали, что эти вершины смежны). Повторяя рас- 
суждения теоремы, мы придём к тому, что все вершины из множества 
(Л› смежны с вершиной 1/1. В том числе вершина, 12 Е (05 смежна, с 1. 

В итоге мы доказали, что произвольная пара Е Оти 1 Е 02 
вершин смежна. Следовательно, все вершины множества (Л смежны 
со всеми вершинами множества, (0. 

Таким образом, если между непересекающимися каноническими клас- 
сами Ол и 05 есть хотя бы одно ребро, соединяющее их вершины, то все 
вершины множества, От соединены со всеми вершинами множества (0. 

Альтернативой может быть только ситуация, когда между множе- 
ством вершин (1 и множеством вершин (2 нет рёбер. Теорема доказа- 
на. 


10.8 Граф Ту 


Определение. Каноническое разбиение графа С’ — это разбиение мно- 
жества, вершин графа С на непересекающиеся канонические классы. 

(То есть это представление множества вершин графа С’ в виде со- 
вокупности непересекающихся множеств, каждое из которых является 
каноническим классом.) 

Утверждение. Любые два подмножества вершин из канонического 
разбиения либо совсем не соединены никакими рёбрами, либо все вер- 
шины одного множества, соединяются со всеми вершинами другого. 

Доказательство. В параграфе «Непересекающиеся канонические клас- 


сы» доказана, теорема о том, что непересекающиеся канонические клас- 
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сы либо не соединены рёбрами, либо все вершины одного класса со- 
единены со всеми вершинами другого. Подмножества в каноническом 
разбиении являются непересекающимися каноническими классами, по- 
этому они либо не соединены рёбрами, либо все вершины одного под- 
множества, соединены со всеми вершинами другого. Утверждение до- 
казано. 

Определение. Ту/ — граф, порождённый разбиением И/ = {У!,..., И} 
(У; — подмножества в разбиении) — граф из К вершин, в котором 1-я 
вершина соответствует множеству У; из разбиения, две вершины соеди- 
нены ребром тогда, и только тогда, когда два соответствующих подмно- 
жества в разбиении соединены рёбрами. 


10.9 Сохранение канонических классов при переходе 
к Ти/ и обратно 


Теорема. (Сохранение каноничности при переходе от графа Ту/ к графу 


С.) 

Пусть 

С’ — граф, 

И = {И,..., И} — каноническое разбиение множества вершин гра- 
фа 


Пу — граф, порождённый разбиением И’, 

( — канонический класс в графе Туу, 

(] — объединение множеств вершин из разбиения И’, которым соот- 
ветствуют вершины множества 0. 

Тогда 0 является каноническим классом графа (>. 

Доказательство. Проверим определяющие свойства канонического 
класса для множества, вершин (. 

1) Непустота и несовпадение со всем множеством вершин графа (. 

По условию теоремы, множество 0 является каноническим классом 
в графе Ту’, а значит множество 0 непусто и не совпадает со всем 
множеством вершин графа Гуу. 

Раз множество ПИ непусто, то в нём есть вершины графа Гу’. Вер- 
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шины графа Ту являются множествами вершин графа, (х. Множество 
( является объединением множеств вершин из разбиения И’, которым 
соответствуют вершины в 0. Раз в 0 есть вершина, значит в 0 есть 
множество вершин. При этом разбиение И’ является каноническим, то 
есть, состоит из канонических классов. Значит, в И содержится кано- 
нический класс. Канонический класс по своему определению непуст, 
поэтому множество И непусто. 

Раз множество 0 не совпадает со всем множеством вершин графа 
Пу, то в графе Ти/ есть вершины, не находящиеся в множестве (. Вер- 
шины графа Ту являются множествами вершин графа, (х. Множество 
(С является объединением множеств вершин из разбиения И’, которым 
соответствуют вершины в 0. Раз в Ту’ есть вершина, которая не на- 
ходится в 0, в графе С есть множество вершин, которое не находится 
в 0. При этом разбиение И’ является каноническим, то есть, состоит 
из канонических классов. Значит, в графе С' содержится канонический 
класс, не находящийся в 0. Канонический класс по своему определе- 
нию непуст, поэтому в С есть вершина, не находящаяся в множестве (. 
Таким образом, множество вершин ИЦ не совпадает со всем множеством 
вершин графа, (>. 

Мы доказали для множества ( непустоту и несовпадение со всем 
множеством вершин графа С. Первое условие доказано. 

2) Докажем второе условие: для любой вершины ® из дополнения И, 
множество И содержится целиком либо в окрестности точки %, либо в 
дополнении к окрестности: 


ИС М№() или ОС М(у). 

Пусть © — произвольная вершина из дополнения 0. Каждая верши- 
на графа С’ находится в некотором множестве У; из разбиения И’ = 
{Уь,..., Ик. В том числе вершина 9 находится в некотором множестве 
у: 

о ЕИ.. 

Множество И является объединением множеств вершин из разбиения 
И’, которым соответствуют вершины в 0. Раз вершина о не принадле- 
жит множеству (И, то она не может принадлежать множеству, соот- 
ветствующему вершине из множества, 0. Следовательно, множество У; 
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соответствует вершине из дополнения И: 
ИЕ. 
Множество И является каноническим классом. Поэтому раз И; нахо- 


дится в дополнении 0, то выполняется одно из двух включений: 

ОС М(У,) или ОСМ(У). 

Здесь М(\;) — множество вершин графа Ту’, смежные с вершиной \.. 

В параграфе «Непересекающиеся канонические классы» доказана тео- 
рема о том, что между непересекающимися каноническими классами 
либо все вершины одного класса, соединены со всеми вершинами друго- 
го, либо соединений между классами нет совсем. Множества {У1,..., №} 
являются непересекающимися каноническим классами. Следовательно, 
раз все классы из множества. №(\;) соединены с \;, то все вершины мно- 
жества И; соединены со всеми вершинами всех классов из множества 
М№(У)). Таким образом, вершина %, находящаяся внутри \,;, соединена 
со всеми вершинами из объединения канонических классов из М№(У;). 
Со всеми остальными каноническими классами вершина % никак не со- 
единена. Следовательно, объединение канонических классов из М№(У;) 
является окрестностью точки %: 

Чием(м) И) = № (о). 

Из включения (0 С М№(У;) следует то, что объединение множеств, 
соответствующих вершинам из 0 включается в объединение множеств, 
соответствующих вершинам из М(У;): 

ИС Чиеми) И; = № (0). 

Из включения 0 С (У;) следует то, что объединение множеств, 
соответствующих вершинам из 0 включается в объединение множеств, 
соответствующих вершинам из М№(У;): 

#1 с ЧуемИ И; == № (о). 


Так как выполняется одно из двух включений И С М№(\У,) или 0 С 





М(У)), то выполняется одно из двух включений 


ИС М№() или ОСМ(у). 

Этим мы доказали второе определяющее свойство канонического клас- 
са для множества (0. 

Мы доказали оба определяющих свойства, канонического класса для 
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множества (, следовательно, множество 0 является каноническим клас- 
сом. Теорема доказана. 
Теорема. (Обратная предыдущей, сохранение каноничности при пе- 


реходе от графа С к графу Туу.) 


Пусть 

С’ — граф, 

И = {И,..., И} — каноническое разбиение множества вершин гра- 
фа 


Пи — граф, порождённый разбиением И’, 

С — подмножество вершин в графе Туу, 

(] — объединение множеств вершин из разбиения И’, которым соот- 
ветствуют вершины множества 0. 

Если 0 является каноническим классом графа С’ то и 0 является 
каноническим классом графа Туу. 

Доказательство. Пусть (И — канонический класс. Проверим опреде- 
ляющие свойства, канонического класса для множества вершин 0. 

1) Непустота и несовпадение со всем множеством вершин графа (С. 

Мы условились, что множество 0 является каноническим классом в 
графе С, а значит множество 0 непусто и не совпадает со всем множе- 
ством вершин графа С. 

Множество И является объединением множеств вершин из разбиения 
И’, которым соответствуют вершины в (0. Раз множество И непусто, то 
оно является объединением непустого семейства множеств из разбие- 
ния И’. Каждое множество из этого объединения — это вершина из 
множества 0. Так как семейство множеств, из которых составлено И, 
непусто, то и множество 0 непусто. 

Раз множество 0 не совпадает со всем множеством вершин графа (С, 
то в графе С есть вершины, находящиеся вне множества, С. Эти верши- 
ны находятся в некоторых множествах из разбиения И’. Множество 0 
является объединением некоторых множеств из разбиения И. Раз су- 
ществует вершина графа С вне множества, (И, то существует некоторое 
множество из разбиения И’, которое не является членом объединения, 
из которого составлено И. Каждому члену этого объединения соответ- 
ствует вершина множества, 0. Раз есть множество вне объединения, из 
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которого составлено И, значит есть вершина вне множества, 0. Таким 
образом, множество 0 не совпадает со всем множеством вершин графа 
Ту. 

Мы доказали для множества О непустоту и несовпадение со всем 
множеством вершин графа Ту’. Первое условие доказано. 

2) Докажем второе условие: для любой вершины © из дополнения (. 
множество 0 содержится целиком либо в окрестности точки 9, либо в 
дополнении к окрестности: 

ПС М(5) или ОСМ(.. 

Пусть 6 — произвольная вершина из дополнения 0. Эта вершина яв- 
ляется вершиной графа Ту’. Каждая вершина графа ТГу/ является мно- 
жеством из канонического разбиения И” = {\1,..., №№}. Будем считать, 
что вершине © соответствует множество \;: 

ми. 

Множество О является объединением множеств, соответствующих 
вершинам из множества 0. Вершину б мы брали из дополнения 0, 
то есть, множество \; не входит в объединение множеств, из которых 
составляется 0. При этом множества в разбиении И/ = {\,..., Из} не 
пересекаются. Поэтому множество И; не содержит общих точек с мно- 
жествами, из которых составляется (С. Значит, множество И; находится 
полностью вне множества, (О, то есть, находится в дополнении к 0: 

ИСО: 

Возьмём в множестве У; произвольную вершину %. 'Так как У; вклю- 
чается в 0, то вершина © принадлежит 0: 

ЕО. 

Мы условились, что множество 0 является каноническим классом в 
графе С. Поэтому выполняется одно из включений: 

ИС М№() или ОС М(у). 


В параграфе «Непересекающиеся канонические классы» доказана тео- 





рема о том, что между непересекающимися каноническими классами 
либо все вершины одного класса соединены со всеми вершинами друго- 
го, либо соединений между классами нет совсем. Множества {У1,..., №} 
являются непересекающимися каноническим классами. 
Таким образом, если вершина, © Е \; соединена с какой-нибудь вер- 
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шиной из У;, то она соединена со всеми вершинами из У, то есть, У; 
включается в окрестность вершины %: 

Ус М(щ. 

Другими словами, канонический класс У; соединён с каноническим 
классом \;, и поэтому находится в окрестности И;: 

ИЕЛМУ). 

Если же вершина % Е И; не соединена с вершиной из У), то она не 
соединена со всеми вершинами из \;, и значит, множество У; находится 
полностью вне окрестности точки %: 

емо). 


Другими словами, канонический класс У; не соединён с каноническим 





классом У; и находится вне окрестности \;: 


ИЕМИ). 

Если выполняется включение (0 С №(%), то все канонические клас- 
сы, из которых составлено И, находятся в окрестности канонического 
класса, И;: 

ПЕМУ) 


Если выполняется включение И © М№(%), то все канонические классы, 


из которых составлено Й, находятся вне окрестности канонического 
класса \;: 

ОС М(У). 

Из включений 0 © №(%) или 0 С №(%) следуют включения 

ОС М(У,) или ОСМУ). 


Этим мы доказали второе определяющее свойство канонического клас- 





са для множества (0. 

Мы доказали оба определяющих свойства, канонического класса для 
множества 0, следовательно, множество 0 является каноническим клас- 
сом. Теорема доказана. 


10.10 Определение канонической основы 


Определения. 
Тривиальный канонический класс — канонический класс, состоящий 


из одной вершины. 
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Неприводимый граф — граф, у которого каждый канонический класс 
тривиален. 

Каноническая основа графа С’ — это граф Н, удовлетворяющий двум 
условиям: 

1) Н неприводим, 

2) Н изоморфен графу Ту при некотором каноническом разбиении 
У’. 

Теорема. Граф, состоящий из двух несмеженых точек, является ка- 
нонической основой любого несвязного графа. 

Доказательство. Докажем, что две несвязанные точки удовлетворяют 
определяющим условиям канонической основы. 

1) Докажем, что две несвязанные точки являются неприводимым гра- 
фом. 

Для двух несвязанных точек единственное множество, которое со- 
держит более одной точки — это всё множество точек графа. По опре- 
делению, канонический класс не может совпадать со всем множеством 
вершин. Следовательно, две точки графа не могут являться канони- 
ческим классом. Получается, что каноническими классами могут быть 
только отдельные точки графа. Это означает, что граф, состоящий из 
двух несвязанных точек, неприводим. Первое условие доказано. 

2) Докажем, что граф из двух несвязаных точек изоморфен некото- 
рому каноническому разбиению несвязного графа. 

В несвязном графе есть не менее двух компонент. Поэтому мы можем 
разделить граф на две непустые части, в каждой из которых находятся 
целиком компоненты графа. В параграфе «Компонента несвязного гра- 
фа является каноническим классом» доказана теорема о том, что под- 
граф, состоящий из непустого подмножества компонент (и при этом со- 
держит не все компоненты графа), является каноническим классом. Та- 
ким образом, мы разбили несвязный граф на два канонических класса. 
Двум каноническим классам в графе Ту/ соответствует две вершины. 
Так как выбранные канонические классы содержат несвязанные ком- 
поненты, то между этими каноническими классами отсутствуют рёбра. 
Это значит, что две вершины графа Ту/ не связаны ребром. Получа- 
ется, что граф из двух несвязанных точек действительно изоморфен 
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графу Ту при некотором каноническом разбиении графа. Второе усло- 
вие доказано. 

Мы доказали оба определяющих условия канонической основы для 
графа из двух несвязанных точек. Следовательно, граф из двух несвя- 
занных точек является канонической основой несвязного графа. 'Теоре- 
ма доказана. 

Теорема. Единственная каноническая основа неприводимого графа — 
это сам граф. 

Доказательство. По определению, в неприводимом графе канониче- 
скими классами могут быть только отдельные вершины. Следователь- 
но, существует лишь одно каноническое разбиение графа — разбиение 
на канонические классы, состоящие из отдельных вершин. Вершины 
графа Ту’ соответствуют каноническим классам, то есть, вершинам 
неприводимого графа. Вершины в графе Ту/ соединены ребром тогда 
и только тогда, когда соединены рёбрами соответствующие канониче- 
ские классы, то есть когда соединены ребром соответствующие верши- 
ны неприводимого графа. Таким образом, граф Ту’ неприводимого гра- 
фа изоморфен самому неприводимому графу. Так как Ти’ неприводим, 
то он является канонической основой неприводимого графа. И при этом 
единственен, потому что единственно каноническое разбиение. Теорема 
доказана. 


10.11 Все канонические основы графа изоморфны 


Теорема. Любые две канонические основы графа, изоморфны. 

Доказательство. 

Определение. Максимальный канонический класс — это канониче- 
ский класс, который не может содержаться ни в каком другом канони- 
ческом классе. 

Обозначение. К„(С’) — множество всех максимальных канонических 
классов графа, (>. 

Лемма. Множество Кт(С) покрывает всё множество вершин графа 


С. 
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Доказательство. Каждая вершина содержится в некотором канониче- 
ском классе (в частности, сама, вершина является каноническим клас- 
сом). Каждый канонический класс находится в некотором максималь- 
ном каноническом классе. Следовательно, любая вершина графа содер- 
жится в некотором максимальном каноническом классе. Это означает, 
что множество максимальных канонических классов К„(С’) покрывает 
всё множество вершин графа (С. Лемма доказана. 

Возможны два случая: 

1) все максимальные канонические классы не пересекаются, 

2) существуют пересекающиеся максимальные канонические классы. 

Докажем теорему для каждого из этих двух случаев отдельно. 

Случай 1. Все максимальные канонические классы не пересекаются: 

Му П М2 = © для любых М1, МЕ Ки(С). 

В этом случае множество максимальных канонических классов явля- 
ется каноническим разбиением графа, С. 

Лемма. Граф Тк„(<) неприводим. 

Доказательство. Допустим, что граф Тк„(а) не является неприводи- 
мым. Тогда в нём существует разбиение на нетривиальные канониче- 
ские классы, то есть канонические классы, состоящие более чем из одно- 
го элемента. В параграфе «Граф Ту’» доказана теорема о том, что объ- 
единение множеств, соответствующих вершинам канонического класса 
в графе Тк„(<), является каноническим классом. Каждая вершина в 
графе Тк„(с) соответствует максимальному каноническому классу гра- 
фа С. Раз в графе Тк„(с) имеется нетривиальный канонический класс, 
то в графе С имеется канонический класс, являющийся объединени- 
ем нескольких максимальных канонических классов. Объединив более 
чем один максимальный канонический класс в графе С’, мы получаем 
канонический класс больше максимального канонического класса. Про- 
тиворечие. Допущение приводимости графа Тк„(с) приводит к проти- 
воречию с максимальностью канонических классов, соответствующих 
вершинам графа ТГк.(с). Следовательно, граф Тк„(<) неприводим. Лем- 
ма доказана. 

Рассмотрим в графе С произвольное каноническое разбиение, отлич- 
ное от И’. Обозначим его И/'. В отличии от И’, разбиение И/”' может не 
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состоять полностью из максимальных канонических классов. 

Лемма. Любой максимальный канонический класс является объеди- 
нением канонических классов из разбиения И/”'. 

Доказательство. Рассмотрим произвольный максимальный канони- 
ческий класс М. Возьмём в М произвольную вершину %. Разбиение по 
своему определению покрывает всё множество вершин. Следовательно, 
вершина ®% лежит в некотором каноническом классе (Л, из разбиения 
И”: 

ОЕ ЕЙ”.. 

Любой канонический класс находится в некотором максимальном ка- 
ноническом классе. Мы рассматриваем первый случай, когда макси- 
мальные канонические классы не пересекаются. В этом случае если 
множество целиком находится в одном максимальном каноническом 
классе, то ни одной точки этого множества не лежит в другом мак- 
симальном каноническом классе. Таким образом, канонический класс 
(Л, лежит в одном единственном максимальном каноническом классе. И 
этим максимальным каноническим классом может быть только класс 
М, потому что в нём лежит точка © Е 0.: 

СМ. 

Представим максимальный канонический класс М в виде объедине- 
ния его точек: 

ДИ Чем}. 

Мы установили, что каждая точка ® из М лежит в некотором ка- 
ноническом классе (, е И”'. Объединим все включения {0} С (, для 
всех вершин % Е М: 

Чьем{0} С Чем. 

Так как каждое множество (Л, содержится в М, то их объединение 
тоже в Л содержится: 

Чем с М. 

В итоге мы имеем цепочку включений 

М = Чем} Чем 9 М, 

Из которой следует равенство 

Чем Оь = М. 


Действительно, произвольный максимальный канонический класс М 
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является объединением некоторых канонических классов из разбиения 
И”’. Лемма доказана. 

Так как разбиение И”’ отличается от разбиения И’, то некоторый 
максимальный канонический класс из И’ не совпадает с каноническим 
классом из И” и представляется в виде объединения более одного ка- 
нонического класса из И”. 

Каждому каноническому классу из разбиения И’ соответствует вер- 
шина графа Ти”. При этом мы знаем, что некоторый максимальный 
канонический класс М является объединением канонических классов 
из И/’. То есть, классу М соответствует множество вершин М из графа 
При. 

В параграфе «Сохранение канонических классов при переходе к Пу 
и обратно» доказана, теорема, о том, что если объединение канониче- 
ских классов, соответствующих множеству вершин М, является кано- 
ническим классом М, то множество М тоже является каноническим 
классом. 

Таким образом, мы нашли в графе Ти’, канонический класс М, со- 
стоящий более чем из одной вершины. Это значит, что граф Ти” не 
является неприводимым и поэтому не может быть канонической осно- 
ВОЙ. 

Получается, что в первом случае граф Тк„(с) является единственной 
канонической основой графа С’, потому что любое другое разбиение 
не даёт каноническую основу. Единственная каноническая основа изо- 
морфна, сама, себе, и поэтому выполняется условие теоремы о том, что 
все канонические основы графа, С" изоморфны. 

В первом случае теорема выполняется, рассмотрим второй случай. 

Случай 2: некоторые неодинаковые максимальные канонические клас- 
сы пересекаются друг с другом: 

М.П М. = © для некоторых М1, М Е Ки(С). 

Лемма. М.П М9, МП Мо + ©. 

Доказательство. Допустим, что лемма неверна и множества, М: и Мо 
не пересекаются: 

МО М. = ©. 


Тогда никакие вершины из множества ЛМ не находятся вне множе- 
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ства 2. Следовательно, все вершины множества, М1 находятся внутри 
множества /45, что означает включение 

Му С М5. 

М: — это максимальный канонический класс, и он не может нахо- 
диться ни в каком другом каноническом классе. Он может быть только 
равен ему: 

М: = М.. 

Но мы вводили канонические классы М1 и М5 разными. Допущение 
непересечения множеств ЛМ и М. приводит к противоречию. Следова- 
тельно, эти множества пересекаются: 

Мп М. # ©. 

Аналогично с зеркальной симметрией доказывается пересекаемость 
Му п М. = ©. Лемма доказана. 

Следствие леммы. Множество М1 П Мо является каноническим клас- 
сом. 

Доказательство. В параграфе «Канонический класс и дополнение к 
другому каноническому классу» доказана теорема, что если для кано- 
нических классов (Л и 05 выполняются пересекаемости 

ДПО би, ПО + ©, 

то множество (Л ПО является каноническим классом. В нашем слу- 
чае роль множеств (Л и (> играют канонические классы М и М5. 
Таким образом, множество М1 П Мо является каноническим классом. 
Следствие леммы доказано. 

Лемма. М.П М. = ©. 

Доказательство. Допустим, что лемма неверна: множества Му и Мо 
пересекаются: 

М1 М. = ©. 

В параграфе «Когда объединение канонических классов является ка- 
ноническим классом» доказана теорема о том, что если канонические 
классы От и 05 пересекаются, и их дополнения пересекаются, то их 
объединение [Л У 05 является каноническим классом. В нашем слу- 
чае канонические классы М1 и /45 пересекаются и их дополнения тоже 
пересекаются. Следовательно, объединение М1 Ц 5 является канони- 
ческим классом. 
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Объединение разных канонических классов больше каждого из них. 
Но мы определяли канонические классы М1 и М2 максимальными, не 
может быть канонических классов больше максимальных. Допущение 
пересекаемости множеств Му и М> приводит к противоречию, следо- 
вательно, эти множества, не пересекаются: 

Ме Мо = в. 

Лемма доказана. 

Следствие леммы. М2 С М.. 

Доказательство. В лемме установлено, что множество Мо не пересе- 
кается с дополнением множества М1. То есть, никакие точки множества 
Мо не содержатся в дополнении М\. Следовательно, все точки множе- 
ства Мо содержатся в множестве М1, что означает включение 

М2 С М.. 

Следствие леммы доказано. 

Лемма. Множество Мо является каноническим классом. 

Доказательство. Так как множество М2 содержится внутри Му, то 
их пересечение равно множеству Мо: 

МОМ. = М.. 

При этом мы установили, что множество МП Мо является канониче- 
ским классом. Следовательно, множество Мо является каноническим 
классом. Лемма доказана. 

Множество Л и его дополнение Л{> не пересекаются, содержат все 
точки графа С, и при этом являются каноническими классами. Это 
значит, что семейство множеств И/ = { М5, Мо} является каноническим 
разбиением. 

Перейдём к изучению произвольного канонического разбиения. Обо- 
значим его И’. При этом нас интересуют только канонические разби- 
ения, образующие неприводимый граф Ти”, потому что только такого 
рода разбиения образуют каноническую основу. Далее мы докажем, что 
граф Ти”, образованный каноническим разбиением И/', изоморфен гра- 
фу Ти’, образованному разбиением И/ = { М5, М2}. Этим мы докажем, 
что все канонические основы графа С изоморфны друг другу. 

По определению, разбиение множества, покрывает всё множество. То 
есть, каждая вершина из покрываемого множества содержится в каком- 
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то множестве из разбиения. ИЙ/' — это разбиение множества вершин гра- 
фа С. М — это подмножество в множестве вершин графа С. Каждая 
вершина из М5 находится в некотором множестве из разбиения И/”'. Та- 
ким образом, множества из разбиения И” покрывают множество Л45. 
Уберём в покрытии множества /› все множества, не имеющие точек 
ИЗ МЪ. 

Обозначение. И/” — покрытие множества, М5, оставшееся от разбиения 
ИЙ”' после удаления всех множеств, не имеющих точек из Л. 

Возможны два случая: 

2.1) покрытие И”” множества М5 умещается в границах множества 
МЬ, не выходит за его пределы (в покрытии И/” множества Л содер- 
жатся только вершины из Л и никаких других вершин), 

2.2) покрытие И/”” множества М5 выходит за границы множества, Л 
(в покрытии И/”" множества М5 содержатся вершины вне множества 
М.). 

Рассмотрим случай 2.1. 

Покрытие И”” является подсемейством разбиения И/' и поэтому его 
множества, не пересекаются. Раз покрытие И/" содержится внутри мно- 
жества 2, покрывает его, и подмножества в И/”” не пересекаются, то 
И/” является разбиением множества, М5. Остальные множества И/'\И/" 
из разбиения И/”' являются разбиением множества Мо. 

Таким образом, множество 5 — это канонический класс, являющий- 
ся объединением некоторых канонических классов из разбиения И/'. 
Аналогично, множество Л{› — это канонический класс, являющийся 
объединением некоторых канонических классов из разбиения И/' \ И/". 

В параграфе «Сохранение канонических классов при переходе к Туи и 
обратно» доказана теорема, о том, что если объединение канонических 
классов является каноническим классом, то множество вершин графа 
Ту, соответствующих объединению, является каноническим классом. 
В нашем случае, множества вершин, соответствующие подсемействам 
И" и И’' \ И”", являются каноническими классами. 

Мы условились считать, что граф Тим является неприводимым. То 
есть, любой канонический класс в нём состоит лишь из одного элемен- 
та. Следовательно, покрытия И/" и И” \ И” состоят из одного канони- 
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ческого класса каждое. 

Так как единственное множество в покрытии И/””" покрывает множе- 
ство /5 и при этом находится внутри 52, то это единственное мно- 
жество из И/” совпадает с ЛМ. Аналогично, единственное множество в 
семействе И/' \ И/” совпадает с Мо. В итоге разбиение И/' совпадает с 
разбиением И’: 

И’! = И’ = {М., М2}. 

Раз разбиения И’ и И/”’ совпадают, то соответствующие им канониче- 
ские основы совпадают: 

Ди = Ту. 

Получается, что в случае 2.1 разбиение И’ является единственным 
каноническим разбиением, имеющим каноническую основу Ту’. Ну и 
конечно же, она изоморфна сама себе. Таким образом, изоморфность 
канонических основ в случае 2.1 выполняется. 

Рассмотрим случай 2.2: покрытие И/” множества М5 выходит за, гра- 
ницы множества М5 (в покрытии И/” множества М2 содержатся вер- 
шины вне множества, М5). 

Мы выбирали покрытие И!" таким, что каждое его множество долж- 
но содержать вершины из Л. И в то же время в рассматриваемом 
случае покрытие И”” выходит за пределы множества М5 и содержит 
вершины из Ло. Таким образом, в семействе И/” содержится множе- 
ство 0, которое содержит точки как из М5, так и из М5: 

ПП М> = ©, ПОпмМ. = в. 

Лемма. ОП М2 = ©. 

Доказательство. Допустим, лемма неверна: множества 0 и М> пере- 
секаются: 

Оп М. = ©. 

В параграфе «Когда объединение является каноническим классом» 
доказана теорема о том, что если два канонических класса пересека- 
ются, и их дополнения тоже пересекаются, то объединение этих ка- 
нонических классов является каноническим классом. В нашем случае 
канонические классы 0 и М5 удовлетворяют этим условиям, поэтому 
их объединение 0 У М. является каноническим классом. 

Множество 0 содержит точки вне множества Д45, а значит их объ- 
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единение (Ц Л больше множества М: 

Мс ОЧ мМ.. 

При этом Л является максимальным каноническим классом. То, что 
максимальный канонический класс содержится в ещё большем кано- 
ническом классе — это противоречие. Допущение пересекаемости мно- 
жеств 0 и Мо приводит к противоречию с максимальностью канониче- 
ского класса М5. Следовательно, множества И и Мо не пересекаются: 

Ип М. = в. 

Лемма доказана. 

Замечание к лемме. Имеется искушение думать, что множества 
и М> тоже не пересекаются по аналогичным соображениям. Но здесь 
недостаёт того, что канонический класс Мо может не являться макси- 
мальным. 

Следствие из леммы. ПС М, МС. 

Доказательство. В лемме установлено, что множества О и Мо не пе- 
ресекаются. Это значит, что ни одного элемента из множества ( не 
содержится в множестве Мо. Следовательно, все элементы множества 
О содержатся в дополнении к множеству Мо, то есть в множестве Ло, 
что означает включение 

ПС М.. 

Включение М. С 0 доказывается аналогично. Следствие доказано. 

Изучим внешние к (0 канонические классы из канонического разбие- 
ния И/'. Возьмём в разбиении И/”' произвольный канонический класс (', 
внешний к (. В следствии к лемме доказано, что дополнение к И цели- 
ком находится внутри /45. Внешний к 0 канонический класс находится 
в дополнении ИП, а значит находится внутри Л: 

ЛС М.. 

Определения. 

Будем называть непересекающиеся канонические классы смежными, 
если все вершины одного класса смежны со всеми вершинами другого 
класса. 

Будем называть непересекающиеся канонические классы несмежны- 
ми, если все вершины одного класса несмежны со всеми вершинами 
другого класса. 
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В параграфе «Непересекающиеся канонические классы» доказана тео- 
рема о том, что если два канонических класса не пересекаются, то 
либо все вершины одного смежны со всеми вершинами другого, либо 
все вершины одного несмежны со всеми вершинами другого. Другими 
словами, непересекающиеся канонические классы либо смежны, либо 
несмежны. 

Лемма. Канонические классы 0 и 0’ смежны тогда и только тогда, 
когда смежны канонические классы ЛМ и Мо. 

Канонические классы (0 и 0’ несмежны тогда и только тогда, когда, 
несмежны канонические классы Мо и Мо. 

Доказательство. Выше мы установили включения 

ЛС М. М.СЦ0. 

Возьмём в множестве (" какой-нибудь элемент т, а в множестве Л 
какой-нибудь элемент у: 

хеЕЙ’С М., УЕ М. СО. 

Элемент 1 находится в множестве Л, элемент у находится в множе- 
стве М2. Канонические классы М5 и Мо могут быть либо смежными, 
либо нет. Если элементы 1 и у смежны, то канонические классы Л и 
Мо смежны. Если элементы х и у несмежны, то канонические классы 
М. и Мо несмежны. Сформулируем это более обстоятельно. 

Смежность элементов т и у эквивалентна, смежности канонических 
классов М5 и Мо. 

Несмежность элементов 1 и у эквивалентна несмежности канониче- 
ских классов Мои М.. 

Элемент 1 находится в каноническом классе (7', а элемент у находит- 
ся в каноническом классе 0. Отсюда мы можем сделать аналогичные 
ВЫВОДЫ. 

Смежность элементов т и у эквивалентна, смежности канонических 
классов Пи Г. 

Несмежность элементов 1 и у эквивалентна несмежности канониче- 
ских классов ИП и Г. 

Таким образом, смежности (0 и И’ эквивалентна смежность элемен- 
тов т и 1, а смежности элементов 5х и у эквивалентна, смежность Л и 
Мо. Из этого следует эквивалентность смежности И и 0" и смежности 
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МЫ И Мо. 

Аналогично несмежность И и 0’ эквивалентна несмежности Л и 
Мо. Лемма доказана. 

Возможны два случая: 

2.2.1) канонические классы М5 и Мо несмежны, 

2.2.2) канонические классы М5 и М. смежны. 

Рассмотрим случай 2.2.1. 

Из несмежности №5 и М. следует несмежность канонических классов 
Ги 0’. Получается, что произвольный канонический класс (7', находя- 
щийся вне (7, несмежен с Г. Следовательно, вершины из канонического 
класса, 0 не соединены ни с какими вершинами из внешних канониче- 
ских классов. То есть, множество Ц не связанно со своим дополнением 
О. Поэтому дополнение И является совокупностью компонент связно- 
сти. Дополнение непусто, потому что И является каноническим клас- 
сом, а дополнение к каноническому классу непусто. Множество 0 не 
содержит все компоненты связности графа С, потому что канониче- 
ский класс 0 непуст по определению канонического класса. Таким об- 
разом, множество 0 является непустой совокупностью компонент связ- 
ности, не содержащее все компоненты связности графа. В параграфе 
«Компонента несвязного графа является каноническим классом» дока- 
зана, теорема, что такая совпокупность компонент связности является 
каноническим классом. То есть, множество 0 является каноническим 
классом. 

Мы условились, что разбиение И/”’ даёт неприводимый граф Ти. В 
этом разбиении все внешние к 0 канонические классы образуют ка- 
нонический класс 0. По определению, в неприводимом графе каждый 
канонический класс состоит из одной только вершины. Поэтому ка- 
нонический класс графа, Гу’, соответствующий каноническому классу 
О, должен состоять лишь из одной вершины. Значит, в разбиении И/" 
внутри 0 находится лишь один канонический класс, совпадающий с 0. 

Итак, мы имеем каноническое разбиение И/' = {0,0}, где канониче- 
ские классы 0 и 0 несмежны. Это разбиение даёт такой же граф Тия, 
как и разбиение И’ = { М5, М>}. То есть, графы Ти/ и Ту изоморфны. 
При этом, мы выбирали каноническое разбиение И/”’ произвольно. Сле- 
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довательно, в случае 2.2.1 любые канонические основы изоморфны. В 
случае 2.2.1 теорема верна. 

Рассмотрим случай 2.2.2: канонические классы Мо и Мо смежны. 

Из смежности №5 и М5 следует смежность канонических классов И и 
('. Получается, что произвольный канонический класс 0’, находящий- 
ся вне (Л, смежен с (С. Следовательно, все вершины из каноническо- 
го класса ( соединены со всеми вершинами из внешних канонических 
классов. То есть, множество (И смежно (полностью связано) со своим 
дополнением (0. 

Лемма. 0 является каноническим классом. 

Доказательство. Проверим определяющие свойства канонического 
класса для множества, (7. 

1) Непустота и несовпадение со всем множеством вершин графа (. 

Множество Ц является каноническим классом и поэтому непусто и не 
совпадает со всем множеством вершин графа (г. Раз 0 непусто, то его 
дополнение 0 не совпадает со всем множеством вершин графа С. Раз 
(7 не совпадает со всем множеством вершин графа, С, то его дополнение 
О непусто. Первое свойство доказано. 

2) Докажем, что для любой вершины % из дополнения 0 = 0, мно- 
жество И содержится целиком либо в окрестности точки 9, либо в до- 
полнении к окрестности: 

ПСМ(5) или ОПС М). 

Пусть © — произвольная вершина из дополнения 0 = 0. Выше мы 
установили, что все вершины из множества ( соединены со всеми вер- 
шинами из множества 0. Получается, что в окрестности вершины и 
содержатся все вершины множества (, что означает включение 

ПС М(%). 

Второе условие выполняется. 

Мы доказали оба определяющих канонический класс условия для 
множества 0. Следовательно, множество 0 является каноническим клас- 
сом. Лемма доказана. 

Мы условились, что разбиение И/”’ даёт неприводимый граф Ту. В 
этом разбиении все внешние к 0 канонические классы образуют ка- 
нонический класс 0. По определению, в неприводимом графе каждый 
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канонический класс состоит из одной только вершины. Поэтому ка- 
нонический класс графа Ту’, соответствующий каноническому классу 
О, должен состоять лишь из одной вершины. Значит, в разбиении И/" 
внутри 0 находится лишь один канонический класс, совпадающий с 0. 

Итак, мы имеем каноническое разбиение И/' = {И, 0}, где канониче- 
ские классы ПИ и 0 смежны. Это разбиение даёт такой же граф Ти», 
как и разбиение И/ = { М5, М>}. То есть, графы Ти/ и Ти’ изоморфны. 
При этом, мы выбирали каноническое разбиение И”” произвольно. Сле- 
довательно, в случае 2.2.2 любые канонические основы изоморфны. В 
случае 2.2.2 теорема верна. 

Мы рассмотрели все возможные случаи, и во всех из них теорема 
выполняется. Теорема доказана. 
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ГЛАВА 71 


Раскраски 


(1.1 Теорема о пяти красках 


Определение. 7-раскрашиваемость — это свойство графа, когда его вер- 
шины можно раскрасить п красками так, что никакие одинаково рас- 
крашенные вершины не смежны. 

Теорема. Каждый планарный граф 5-раскрашиваем. 

Доказательство. Будем доказывать индукцией по числу р вершин. 

Рассмотрим случай р < 5 вершин. В этом случае вершин не больше, 
чем красок, поэтому набора красок хватит, чтобы каждую вершину 
закрасить разной краской. Вершин с одинаковой раскраской не будет, 
и поэтому одинаково раскрашенных смежных вершин не будет. Таким 
образом, граф с р < 5 вершинами является 5-раскрашиваемым. 

Пусть все планарные графы с количеством вершин < р (р > 5) 5- 
раскрашиваемы. 

Пусть а — плоский граф с р+ 1 вершинами. Если убрать любую вер- 
шину из графа С, то останется р вершин и граф станет 5-раскрашива- 
емым. 

В параграфе «Наличие четырёх вершин со степенями < 5» доказана 
теорема, о том, что в планарном графе с количеством вершин > 4 име- 
ется хотя бы 4 вершины вершины со степенями < 5. Для нас важно, 
что имеется хотя бы одна вершина со степенью < 5. 

Обозначение. ® — вершина графа С’, имеющая степень < 5. 

Вынем из графа С вершину %. По предположению индукции планар- 
ный граф С’ — о 5-раскрашиваем. Введём 5-раскраску на графе С — ч. 
Докажем, что вершину ® можно окрасить так, чтобы граф С’ обрёл 
5-раскраску. 

Рассмотрим случай, когда степень вершины %® строго меньше 5. Это 
означает, что количество смежных с ® вершин не более четырёх. Поэто- 
му смежные с ® вершины не могут задействовать все 5 красок. Какая-то 
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вершину % и вернём её обратно в граф С. Краска вершины % не сов- 
падает ни с какой краской смежных с ней вершин в графе (. Краски 
всех остальных смежных вершин не совпадают, потому что граф а —® 
является 5-раскрашиваемым. Следовательно, граф С’ 5-раскрашиваем. 

Мы рассмотрели случай, когда степень вершины %® строго меньше 5. 
Осталось рассмотреть случай, когда степень вершины % равна 5: 

ее = 5. 

Если в смежных с ® вершинах задействованы не все цвета, то можно 
окрасить вершину % в незадействованный цвет и получить 5-раскраску 
графа (=. 

Осталось рассмотреть случай, когда ео = 5 и для вершин графа, (и, 
смежных с 9, используются все пять цветов. Цвета будем обозначать 
через с; 1 <1<5. 

Переставим номера, цветов, если это необходимо, так, чтобы вершины, 
смежные с % и окрашенные в цвета ст, со, сз, сд, 65, были упорядочены 
при обходе по часовой стрелке вокруг %. 

Обозначения. 

и; — это вершина, смежная с 9 и окрашенная в цвет с; (1 <1<5). 

С; — подграф графа С' — %, порождённый всеми вершинами, окра- 
шенными в один из цветов Су И С;. 

Рассмотрим случай, когда граф С1з несвязен, и вершины %1 и %3 при- 
надлежат различным компонентам связности графа С1з. 

Возьмём компоненту графа С1з, в которой содержится вершина 11. 
Будем называть эту компоненту первой. Вершины в этой компоненте 
могут иметь только цвета с1 и сз (потому что она находится внутри 
С'1з). Все вершины графа С’, не принадлежащие первой компоненте 
С1з, будем называть внешними. Вершины первой компоненты С/1з не 
могут быть смежными с внешними вершинами цветов с1 И сз, потому 
что такие вершины находятся либо в первой компоненте С1з и явля- 
ются внутренними, либо в другой компоненте С'1з, которая не связана 
с первой, и между ними не может быть смежностей. Получается, что 
вершины первой компоненты графа С1з смежны только с внешними 
вершинами иных цветов помимо с1 и сз. Поэтому, если в первой ком- 
поненте графа С1з поменять цвета с1 и сз местами, то несмежность 
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одинаковых цветов в графе С — ® не нарушится. 

Но зато поменяется цвет вершины 1 — она обретёт цвет сз. Никакая 
другая вершина %; не изменится. Мы смогли поменять раскраску графа 
С — и так, что среди смежных с ® вершин освободился цвет с1, но при 
этом граф С — ® остался с 5-раскраской. Теперь мы можем окрасить 
вершину % цветом с1, и граф С получит 5-раскраску. 

Для случая, когда вершины %1 и %з принадлежат разным компонен- 
там графа С1з мы нашли 5-раскраску графа С. Осталось рассмотреть 
случай, когда вершины %1 и %з находятся в одной компоненте графа 

В С между %1 и %з существует простая цепь, все вершины которой 
окрашены в цвета с1 и сз. Эта цепь вместе с цепью %1%%з образует про- 
стой цикл, который обязательно окружает или вершину %2, или верши- 
НЫ 14 И %5. Го есть, данный цикл отделяет вершину %2 от вершин 14 и %5, 
так что вершины 12 и 14 нельзя соединить простой цепью, все вершины 
которой окрашены в цвета, с2 и сл (разделяющий цикл не содержит этих 
цветов, поэтому цепь через него не пройдёт). Следовательно, граф С4 
несвязен, и вершины 1, 94 принадлежат различным компонентам под- 
графа С24. То есть, мы пришли к уже рассмотренному случаю (здесь 
вместо номеров цветов 1 и 3 номера 2 и 4). В этом случае граф С 5- 
раскрашиваем. Теорема, доказана. 
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ГЛАВА 72 


Паросочетания в двудольных графах 


(2.1 Вершинное покрытие и независимое 
множество вершин 


Определения. 

Вершинное покрытие — множество вершин, в совокупности инци- 
дентных всем рёбрам. 

Независимое множество вершин — это множество несмежных друг с 
другом вершин, то есть никакие вершины в этом множестве не соеди- 
нены рёбрами. 

Теорема. Пусть 

С — граф, 

У(С) — множество всех вершин графа (©, 

У(С) разбито на два подмножества У! и Уз: 

Иичи=у(6), Ипи=в, И=уУ(С)\№ №=У(С)\И. 

Тогда следующие два условия эквивалентны: 

1) И — вершинное покрытие, 

2) > — независимое множество вершин. 

Доказательство. Докажем сначала в одну сторону. 

Пусть И! является вершинным покрытием. Докажем, что \ = У(@)\ 
И является независимым множеством вершин. 

Чтобы доказать, что множество вершин \№ независимо, нужно до- 
казать, что любые две вершины из этого множества, несмежны друг с 
другом. 

Допустим, это не так: в множестве \У> имеются две смежные вершины 
1 И 12. То есть, ребро %1%2 инцидентно двум вершинам %1, 02 из множе- 
ства \>. Раз вершины %1 и 42 принадлежат множеству \ = У(С)\ И, 
то они не могут принадлежать его дополнению, то есть множеству \1. 
Ребро %1%> не инцидентно больше никаким вершинам, кроме %1 и %2. 
А значит, ребро %1%> не инцидентно никаким вершинам из множества 
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И. Но такого быть не может, потому что У! является вершинным по- 
крытием, его вершины должны быть в совокупности инцидентны всем 
рёбрам. 

Допущение смежности двух вершин из множества > приводит к про- 
тиворечию с определением покрытия для множества, Ут. Следователь- 
но, никакие вершины из множества \У2 не смежны. Это значит, что мно- 
жество У2 независимо. Независимость множества вершин \> доказана. 

В одну сторону теорема доказана, докажем в другую. 

Пусть У> является независимым множеством вершин. Докажем, что 
множество У! = У (С) \ № является вершинным покрытием. 

По определению, вершины из вершинного покрытия должны быть в 
совокупности инцидентны всем рёбрам графа, (>. 

Допустим, что множество У1 не является вершинным покрытием. 'То- 
гда в графе С’ существует ребро 91%, не инцидентное никакой вершине 
из множества \1. 

Ребро $12 инцидентно вершинам %1 и 12. Следовательно, вершины %л1 
и 12 не принадлежат множеству вершин \1. 

Раз вершины 11 и 12 не принадлежат множеству И!, то они принад- 
лежат его дополнению \№ = У(С) \ И. № является независимым мно- 
жеством вершин, что означает, что никакие его вершины не смежны, в 
том числе вершины %1 и %2. 

Получается, что вершины %1 и 12 сначала были смежными, а потом 
оказались несмежны. Противоречие. 

Допущение, что множество вершин \У1 не является вершинным по- 
крытием, приводит к противоречию. Следовательно, множество вер- 
шин И является вершинным покрытием. В другую сторону теорема 
доказана. 

Мы доказали теорему в обе стороны. Теорема доказана. 

Теорема. Пусть 

С — граф, 

У(С) — множество всех вершин графа (©, 

У(С) разбито на два подмножества У! и Уз: 

ИИ =У((), ИпИи=в, И=У(а)\И, =УС)\И. 


Тогда следующие два условия эквивалентны: 
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1) И — вершинное покрытие с наименьшим количеством вершин, 

2) У> — независимое множество вершин с наибольшим количеством 
вершин. 

Доказательство. Докажем сначала в одну сторону. 

Пусть И — вершинное покрытие с наименыпим количеством вер- 
шин. В предыдущей теореме мы уже установили, что множество У> = 
У(С) \ И! является независимым множеством вершин. Осталось дока- 
зать, что оно содержит наибольшее количество вершин среди других 
независимых множеств вершин. 

Допустим, это не так: независимое множество вершин \2 не является 
наибольшим по количеству вершин. Тогда имеется независимое множе- 
ство У, которое содержит болыше вершин, чем множество №. 

Так как У. независимое множество вершин, то И! = У(С)\У) являет- 
ся вершинным покрытием. Раз множество \У5 содержит больше вершин, 
чем У, то его дополнение У’ содержит меньше вершин, чем У!1. (Мы 
не рассматриваем бесконечные случаи, где ситуация может оказаться 
сложнее). 

Получается, что вершинное покрытие У; содержит меньше вершин, 
чем вершинное покрытие \1 с наименьшим количеством вершин. Про- 
тиворечие. Допущение, что независимое множество вершин \> не яв- 
ляется наибольшим по количеству вершин, приводит к противоречию 
с минимальностью вершинного покрытия У1. Следовательно, независи- 
мое множество вершин \> является наибольшим по количеству вершин. 

В одну сторону теорема доказана, докажем в другую. 

В предыдущем доказательстве мы не использовали специфических 
свойств вершинного покрытия, или независимого множества, вершин. 
Мы использовали лишь то, что множества У1 и \› дополняют друг дру- 
га. В этом смысле эти множества симметричны. Поэтому доказатель- 
ство в другую сторону принципиально не отличается от предыдущего 
доказательства. В другую сторону доказано. 

Мы доказали теорему в обе стороны. Теорема доказана. 

Определения. 

а(С’) — мощность независимого множества вершин с наибольшим ко- 
личеством вершин. 
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т(С') — число вершинного покрытия — мощность вершинного покры- 
тия с наименьшим количеством вершин. 

Теорема. а(С') + т(С) = |У(С)|. 

Доказательство. Пусть У! — вершинное покрытие с наименьшим ко- 
личеством вершин. Тогда 

(а) = м! 

В предыдущей теореме мы установили, что множество № = У(С)\ И 
является независимым множеством вершин с наибольшим количеством 
вершин. Значит, 

(С) = ||. 

Так как множества У и \› являются дополнениями друг друга, то 
их сумма даёт множество всех вершин графа, С: 

+ М = (С). 

Перейдём к обозначениям @(С') и т(С): 

а(@) + т(@) = [М (С)|. 


Теорема доказана. 


12.2 Минимальное рёберное покрытие состоит из 
звезд 


Определения. 

Рёберное покрытие — множество рёбер, совокупно инцидентных каж- 
дой вершине в графе. 

Минимальное рёберное покрытие — это рёберное покрытие, удаление 
любого ребра, из которого приводит к потере свойства покрытия. 

Звезда — это граф, состоящий из одной центральной вершины и лю- 
бого количества периферических вершин. Центральная вершина соеди- 
нена со всеми периферическими, периферические вершины друг с дру- 
гом не соединены. 

Теорема. Минимальное рёберное покрытие состоит из вершинно непе- 
ресекающихся звёзд (у разных звёзд нет общих вершин). 

Доказательство. Рассмотрим минимальное рёберное покрытие. 

Определения. 
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Однолучевая звезда — это звезда с одной периферической вершиной. 

Многолучевая звезда, — это звезда более чем с одной периферической 
вершиной. 

Лемма. В минимальном рёберном покрытии не может быть двух мно- 
голучевых звёзд со смежными центрами. 

Доказательство. Допустим, лемма неверна: имеются две многолуче- 
вые звезды со смежными центрами. Удалим ребро между центрами 
этих звёзд. Вершины от этого не исчезают. Ребра лишились только два 
центра двух звёзд. Но эти звёзды многолучевые, и к их центрам при- 
креплены другие рёбра из покрытия. То есть, до удаления ребра мы 
имели рёберное покрытие, инцидентное совокупно всем вершинам. И 
после удаления ребра мы имеем множество рёбер, совокупно инцидент- 
ное всем вершинам, то есть покрытие. Но после удаления ребра, покры- 
тие стало меньше, хотя изначально мы рассматривали минимальное 
рёберное покрытие. Мы получили рёберное покрытие меньше мини- 
мального. Противоречие. Допущение наличия в минимальном рёбер- 
ном покрытии двух многолучевых звёзд со смежными центрами при- 
водит к противоречию с минимальностью покрытия. Следовательно, 
в минимальном рёберном покрытии не бывает многолучевых звёзд со 
смежными центрами. Лемма доказана. 

Лемма. Рассмотрим в минимальном рёберном покрытии две звезды с 
разными центрами, хотя бы одна из которых многолучевая. Эти звёзды 
не могут иметь общую периферическую вершину. 

Доказательство. Допустим, это не так: две звезды из условия леммы 
имеют общую периферическую вершину. 

По условию леммы, хотя бы одна из этих звёзд многолучевая. Уда- 
лим ребро из этой звезды, ведущее к общей периферической вершине. 
Теперь периферическая вершина, соединена лишь с одной звездой. 

Так как звезда многолучевая, то есть её центр соединён более чем с 
одной вершиной, то удаление одного ребра не отделяет центр звезды от 
покрытия. 

Удалённое ребро прикреплялось к периферической вершине и к цен- 
тру многолучевой звезды. После удаления ребра, оба, его конца не от- 
делились от покрытия. В итоге после удаления одного ребра покрытие 
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осталось покрытием. Мы получили покрытие меньше минимального. 
Противоречие. 

Допущение наличия звёзд из условия леммы с общей периферической 
вершиной приводит к противоречию. Следовательно, эти звёзды общих 
периферических вершин не имеют. Лемма доказана. 

Пока что мы можем сделать вывод, что в минимальном рёберном 
покрытии многолучевые звёзды вершинно не пересекаются: у них не 
может быть общих периферических вершин, и их центры не могут быть 
смежными, то есть, центр одной звезды не может быть периферической 
вершиной другой. 

Нам осталось изучить ситуацию с однолучевыми звёздами. Однолу- 
чевая звезда по сути является одним ребром. 

Изучим взаимодействие однолучевой звезды с многолучевой. 

Лемма. В минимальном рёберном покрытии одно ребро является либо 
частью многолучевой звезды, либо вершинно не пересекается ни с какой 
многолучевой звездой. 

Доказательство. Допустим, это не так: существует ребро, не являю- 
щееся частью многолучевой звезды, но имеющее общую с ней вершину. 

Ребро не может иметь общую вершину с центром звезды, так как 
тогда ребро будет частью многолучевой звезды. Значит, ребро имеет 
вершину, являющуюся периферической в многолучевой звезде. 

Ребро — это однолучевая звезда. Любую из вершин ребра можно счи- 
тать центром или периферической вершиной. Будем считать в ребре пе- 
риферической вершиной ту, которая является общей с периферической 
вершиной звезды. 

В одной из лемм мы установили, что у пары из многолучевой и од- 
нолучевой звезды не может быть общих периферических вершин. А в 
нашем случае мы как раз и имеем однолучевую и многолучевую звезду 
с общей периферической вершиной. Мы пришли к противоречию. 

Допущение существования ребра, не являющегося частью многолуче- 
вой звезды, но имеющее общую ней вершину, приводит к противоречию. 
Следовательно, в минимальном рёберном покрытии ребро либо являет- 
ся частью многовершинной звезды, либо вершинно не пересекается ни 
с какой многолучевой звездой. Лемма доказана. 
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Лемма. В минимальном рёберном покрытии рёбра, не являющиеся 
частью многолучевых звёзд, не имеют общих вершин. 

Доказательство. Допустим, два отдельных от многолучевых звёзд 
ребра имеют общую вершину. Мы имеем подграф, состоящий из двух 
рёбер и одной общей вершины. Назовём эту общую вершину централь- 
ной, а две остальные вершины периферическими. Мы получаем звезду 
с двумя периферическими вершинами. Это многолучевая звезда. Полу- 
чается, что выбранные рёбра являются частью многолучевой звезды, 
хотя мы вводили их как не принадлежащими многолучевым звёздам. 
Мы пришли к противоречию. Допущение, что два отдельных от много- 
лучевых звёзд ребра имеют общую вершину, приводит к противоречию. 
Следовательно, в минимальном рёберном покрытии рёбра, не являю- 
щиеся частью многолучевых звёзд, не имеют общих вершин. Лемма 
доказана. 

Подведём итоги. В минимальном рёберном покрытии многолучевые 
звёзды не имеют общих вершин. Отдельные рёбра, не являющиеся ча- 
стью многолучевых звёзд, не имеют общих вершин ни с многолучевыми 
звёздами, ни с другими отдельными рёбрами. Отдельные рёбра — это 
однолучевые звёзды. Получается, что минимальное вершинное покры- 
тие состоит из вершинно непересекающихся звёзд. Теорема доказана. 


72.3 Рёберные покрытия и паросочетания 


Определения. 

Паросочетание — независимое множество рёбер в графе — множество 
рёбер, в котором никакие два ребра не имеют общих вершин. 

и(С’) — количество рёбер в паросочетании с наибольшим количеством 
рёбер. 

Рёберное покрытие — множество рёбер, совокупно инцидентных каж- 
дой вершине в С. 

(С) — количество рёбер в рёберном покрытии с наименьшим коли- 
чеством рёбер. 

Теорема. Пусть С’ — граф без изолированных вершин. Тогда 

(С) + (С) = (С). 
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Доказательство. Докажем неравенство р(С’) + и(С) > |У(С)|. 

Возьмём в графе С какое-нибудь рёберное покрытие с наименьшим 
количеством рёбер. Обозначим его С’. По определению числа, р(С’), рё- 
берное покрытие С’ содержит р(С’) рёбер: 

[С] = р(С)). 

Обозначение. (С) — подграф в С’, состоящий из всех рёбер покрытия 
С, и всех вершин на концах этих рёбер. 

(Это обозначение вводится, потому что элементами покрытия явля- 
ются рёбра, о вершинах там речи не идёт, а нам нужно работать с 
полноценным подграфом с рёбрами и вершинами.) 

В параграфе «Минимальное рёберное покрытие состоит из звёзд» до- 
казана теорема, о том, что граф, образованный минимальным рёберным 
покрытием, состоит из вершинно непересекающихся звёзд. Покрытие С 
минимально, поэтому подграф (С) является объединением вершинно 
непересекающихся звёзд. Каждая звезда является компонентой связ- 
ности графа (С). 

Обозначение. п — количество компонент (звёзд) в подграфе (С). 

В каждой звезде есть одна центральная вершина, и какое-то количе- 
ство периферических. Раз в одной звезде ровно одна центральная вер- 
шина, то в 7% звёздах п центральных вершин. Все остальные вершины 
периферические. Каждой периферической вершине соответствует реб- 
ро из покрытия С. Таким образом, количество периферических вершин 
равно количеству рёбер в С", то есть равно числу р(С). 

При этом мы имеем дело с рёберным покрытием С, а рёберное по- 
крытие по определению инцидентно всем вершинам графа (х. То есть, 
все вершины графа С являются либо центральными, либо перифери- 
ческими вершинами в звёздах подграфа (С). 

Всего в графе С |У(С)| вершин. п из них центральные, р(С’) пери- 
ферические, так что имеется равенство 

ИУС =я+АС). 

Выразим число п из этого равенства: 

п = У (С)| — р(С). 

Звезда без рёбер — это изолированная вершина. В условии теоремы 
указано, что мы рассматриваем только графы без изолированных вер- 
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шин. Следовательно, каждая звезда в (С) содержит хотя бы одно ребро. 
Возьмём по одному ребру в каждой звезде. Ребро из одной звезды не 
может иметь общих вершин с ребром из другой звезды. Следовательно, 
все выбранные рёбра независимы друг от друга. А значит, выбранное 
множество рёбер является паросочетанием. 

Обозначение. М — паросочетание, составленное из рёбер звезд, по 
одному ребру из каждой звезды в (С). 

По определению числа и(С), паросочетание с максимальным количе- 
ством рёбер имеет и(С’)) рёбер. Количество рёбер в паросочетании М не 
должно быть больше максимального: 

М] < (С). 

Так как мы выбирали по одному ребру из каждой звезды, то в паро- 
сочетании М имеется ровно п, рёбер: 


Г 

Из равенства |М| = п и неравенства |М]| < к(С) имеем неравенство 
виа) 

Выше мы получили выражение для числа п: п = |У(С)| — р(С). 


Подставим это выражение в неравенство: 

[У (С)|— (С) < 56). 

Прибавим к обеим частям неравенства, число р(С): 

[И (С) < рб) +5(С). 

Перевернём это неравенство: 

р(С') + ,(С) > (С)|. 

Мы пришли к неравенству, которое и нужно было доказать. Нера- 
венство доказано. 

Докажем обратное неравенство р(С) + (С) < |У(С)]|. 

Обозначения. 

Мо — паросочетание в С с наибольшим количеством рёбер. 

(Г — множество всех вершин, неинцидентных рёбрам из ЛМ. 

Лемма. Множество 0 является независимым множеством вершин. 

Доказательство. Допустим, это не так: множество вершин И зави- 
симо. Это означает, что в нём существует смежная пара вершин. То 
есть, некоторая пара вершин из И соединена ребром. Обозначим эти 
две вершины \ и %. 
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Так как пара вершин и и ® принадлежит множеству (7, то эти вер- 
шины не инцидентны никакому ребру из Мо. Получается, что ребро 
ии, не имеет общих вершин с рёбрами из М0. Значит, к паросочетанию 
Мо можно добавить ребро ‘и, и в результате получится паросочетание. 
Но паросочетание /Л4о содержит наибольшее количество рёбер. Мы по- 
лучили паросочетание с количеством рёбер больше самого большого. 
Противоречие. Допущение зависимости множества вершин И приводит 
к противоречию с максимальностью числа рёбер в паросочетании М0. 
Следовательно, множество И независимо. Лемма, доказана. 

По определению числа (С), паросочетание № с наибольшим коли- 
чеством рёбер имеет количество рёбер, равное числу (С): 

1Мо| = и(С). 

Раз в Мо содержится и(С’) рёбер, то во всех этих рёбрах имеется 
2и(С) вершин. 

В множестве 0 содержатся все вершины графа С, которые не содер- 
жатся в паросочетании №0. 'Го есть, чтобы получить количество вершин 
(, нужно из общего количества вершин |У (С)| вычесть количество вер- 
шин в паросочетании Ло: 

и = (©) - 2и@). 

По условию теоремы, в графе С нет изолированных вершин, то есть 
у каждой вершины есть инцидентное ребро. В том числе у каждой вер- 
шины из 0 есть инцидентное ребро. 

Обозначение. 5 — множество рёбер, по одному для каждой вершины 
из 0. 

В множестве И нет смежных вершин. Поэтому никакое ребро, инци- 
дентное одной вершине из 0 не инцидентно никакой другой вершине из 
(7. Таким образом, количество рёбер в множестве 5 равно количеству 
вершин в множестве (7: 

$ = 191 = [и (С)| - 256). 

Все вершины из множества ( покрываются рёбрами из множества ©. 

Мы вводили множество 0 как множество вершин, неинцидентных 
рёбрам из паросочетания №9. Все остальные вершины инцидентны рёб- 
рам из паросочетания Мо. Таким образом, вершины из множества 0 
покрываются рёбрами из 5, а остальные вершины покрываются рёбра- 
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ми из 0. В итоге все вершины покрываются объединением множеств 
Моц 5. Это значит, что Мо Ч 5 — рёберное покрытие (покрывает все 
вершины). 

По определению числа р(С), количество рёбер в рёберном покрытии с 
наименьшим количеством рёбер равно р((С). Рёберное покрытие Ми 5 
должно иметь количество рёбер не меньше числа р(С): 

©(С) = | Мо © 5 

Рёбра из © инцидентны вершинам из (0. Рёбра из М неинцидентны 
вершинам из 0. Следовательно, множества 5 и Му не имеют общих 
рёбер. Поэтому количество рёбер в их объединении равно сумме коли- 
честв в каждом множестве: 

[о 6 $] = М + |5]. 

Ранее мы установили, что количество рёбер в 5 равно |У(С)|—2и(С), 
а количество рёбер в №5 равно и(С)). Подставим эти значение в иссле- 
дуемое выражение: 

м + [5] = ›(6) + (©) - 28). 

Число и(С') сокращается: 

ха) + (©) -2(@) = (© - @). 

Через цепочку равенств и одного неравенства < мы пришли от вы- 
ражения р(С’) к выражению |У(С)| — к(С). Следовательно, имеется 
неравенство 

р(С) <" (С)| — к(С). 

Прибавим к обеим частям неравенства число и(С): 

р(С') + ,(С) < (С)|. 

Это и есть неравенство, которое нужно было доказать. Обратное 
неравенство доказано. 

Из противоположных неравенств 

р(С) + „(С > |У(б)], рб) +ь(С) < (С) 

следует равенство 

(С) + ,(С) = (С). 


Теорема доказана. 
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712.4 Подграф двудольного графа двудолен 


Определение. Двудольный граф — это граф, множество У вершин кото- 
рого можно разбить на два непересекающихся множества, \1 и У> таких, 
что никакие вершины внутри множества 1 не смежны, и никакие вер- 
шины внутри множества \ не смежны. Смежными могут быть только 
вершины, одна из которых взята из Ут, а другая из \№. 

Теорема. Подграф двудольного графа двудолен. 

Доказательство. Пусть а — произвольный двудольный граф. Это 
означает, что его множество вершин У можно разбить на два непе- 
ресекающихся 1 и \> такие, что никакие вершины внутри множества 
И не смежны, и никакие вершины внутри множества, У> не смежны. 

Рассмотрим произвольный подграф С” в графе С. По сравнению с 
графом С’, граф С" лишён некоторых рёбер и вершин. Рассмотрим два 
случая: 

1) в обоих множествах У! и \ остались вершины после удаления при 
переходе к подграфу С". 

2) одно из множеств У; и У полностью отсутствует в подграфе (. 

Первый случай. В графе С' внутри каждого из множеств У1 и \> вер- 
шины несмежны. Если мы удалим некоторые рёбра и вершины, то меж- 
ду вершинами смежность от этого появиться не может. Следовательно, 
вершины в каждом из множеств И и \№ несмежны после перехода к 
подграфу С’. Таким образом, множество вершин графа С" разбивается 
на два подмножества, внутри каждого из которых вершины несмежны. 
Это значит, что подграф С" двудолен. 

Второй случай. Пусть после перехода от графа С к подграфу С" одно 
из множеств \1 или \› исчезло полностью. Тогда всё равно имеется два 
множества вершин, одно из которых пусто. Внутри каждого из этих 
множеств нет смежных вершин. Так что этот подграф удовлетворяет 
определению двудольного графа. 

В итоге в обоих случаях произвольный подграф С" двудолен. Теорема 
доказана. 
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12.5 Минимаксная теорема Кёнига 


Определения. 

и(С’) — количество рёбер в паросочетании с наибольшим числом рё- 
бер. 

т(С') — количество вершин в вершинном покрытии с наименышим 
количеством вершин. 

Минимаксная теорема Кёнига. Для двудольного графа (С справедли- 
во соотношение 

т(а) =и(С). 

Доказательство. Докажем неравенство т(С') > и(С). 

Это неравенство легко доказать для любого графа, не только дву- 
дольного. 

Вершинное покрытие должно быть совокупно инцидентно каждому 
ребру. В том числе каждому ребру из паросочетания. В паросочетании 
рёбра не имеют общих вершин. И каждому ребру должна быть инци- 
дентна вершина из покрытия. Следовательно, в вершинном покрытии 
вершин не меньше, чем рёбер в паросочетании. Отсюда, 

та) >к(С). 

Неравенство доказано. 

Докажем обратное неравенство: т((/) < к(С). 

Для этого будем удалять рёбра из графа С, пока это возможно, так, 
чтобы т не изменялось. Полученный в результате минимальный граф 
обозначим через С". Таким образом, 

о ЕО): 

Если удалить из графа С" хотя бы одно ребро е, то число т умень- 
шится: 

т(С' —е) < т(С) для любого ребра ев С". 

Лемма. При удалении произвольного ребра е из графа С" число вер- 
шинного покрытия т уменьшается ровно на единицу: 

т(а'—е) =т(С’) — 1. 

Доказательство. То, что число вершинного покрытия от удаления 
ребра должно уменьшиться, мы уже установили. Некоторое вершинное 
покрытие совокупно инцидентно всем рёбрам графа С” — е. Если мы 
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вернём ребро е, то чтобы его покрыть, достаточно одной вершины. Ес- 
ли мы к предыдущему вершинному покрытию добавим одну вершину. 
этого будет достаточно. Больше нам добавлять не нужно, потому что 
число т определяется по покрытию с наименьшим количеством вер- 
шин. Отсюда числа т(С" — е) и т(@) отличаются на единицу. Лемма 
доказана. 

Лемма. Все рёбра в графе С" независимы. 

Доказательство. Допустим противное: не все рёбра в С" независимы. 
То есть, в графе С" найдутся рёбра х и у, имеющие общую вершину а. 

Рассмотрим граф С" — х. 

Обозначение. 5. — вершинное покрытие с минимальным количеством 
вершин в графе С” — %. 

Число вершинного покрытия т(С" — 5) равно количеству вершин в 
покрытии 6. 

19| = т(С’ — <) =т(С’) — 1. 

Подлемма. Ни одна из вершин на концах ребра х не лежит в ©... 

Доказательство. Добавим к графу С’ — х ребро х. Число вершин- 
ного покрытия увеличится, а значит, должно увеличиться покрытие с 
минимальным количеством вершин. Таким образом, покрытия ©. недо- 
статочно, чтобы покрыть граф С". В графе С" множество вершин 5. не 
является покрытием. 

Следовательно, существует ребро графа С", которому неинцидентны 
вершины из множества 65,. Так как в графе С" — х все рёбра инцидент- 
ны вершинам из ©5,, значит, только ребро х не инцидентно ни одной 
вершине из 5.. Таким образом, вершины на концах ребра, х не лежат в 
5,. Подлемма доказана. 

Аналогично, имеется множество 5,, покрывающее С" — у и не содер- 
жащее ни одной вершины ребра у, причём 

15| = |5: = (69) — 

Определение. Подграф, индуцированный множеством вершин Х — 
это подграф, состоящий из вершин множества, Х и имеющий все рёбра 
графа, которые могут быть при множестве вершин Х. То есть, вершины 
индуцированного подграфа смежны тогда и только тогда, когда эти 
вершины смежны внутри всего графа. 
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Определение. ХАУ — симметрическая разность множеств Хи У — 
это все элементы множеств Х и У, которые не принадлежат им обоим. 
То есть, 

АУ = ШУ ПУ) 

Введём внутри графа С” индуцированный подграф С”. Индуцирую- 
щее множество вершин составим из вершины а (общая вершина рёбер 
ти у) и симметрической разности 5.А5у: 

С" = С"Ца} 0 (5.А5,)|. 

Обозначение. $ = [9,П5,| — количество вершин в пересечении 5,П 5’. 

Подлемма. В подграфе С” количество вершин У(С”) равно 

И (С”)| = 2(7(<’) -1- 8+1. 

Доказательство. В каждом множестве 5., 5, по т(С") — 1 вершин. 
Посчитаем сначала количество вершин в 5х, и потом ещё в 5у. То есть, 
сложим количества вершин в множествах 5х и бу: 

5.1 + 15 = 254 = 2 (6) — 1) 

Когда мы считали вершины в множествах 5, и 5,, общие вершины в 
множествах мы посчитали два раза. То есть, чтобы узнать количество 
вершин в объединении 5, 5,, нужно из суммы |5,|+|5,| вычесть коли- 
чество общих вершин |5. П5у| = $. А чтобы получить симметрическую 
разность 5,5, = (5, 9 5,) \ (5, П 5,), нужно ещё раз вычесть общие 
вершины: 

15.5, | = [5+1 + [5у| — 219% п бу| = 2]5;| — 2&= 2(т(@<’) - 1) — 4%. 

В подлемме выше мы доказали, что вершины на концах ребра х не 
содержатся в множестве 5... Аналогично, вершины на концах ребра у 
не содержатся в множестве 5,. а — это общая вершина в рёбрах т и 
у, а значит она не содержится ни в множестве 5, ни в множестве 5,. 
Отсюда в симметрической разности 5.А5, вершина а не содержится. 

Поэтому, чтобы посчитать количество вершин в множестве {а} Ч 
(5.Л5,), нужно добавить к мощности множества |5,А5,| единицу: 

Ча} (5.45, )| = [5,А5,| +1 = 2(т(С') -1-# +1. 

Подлемма доказана. 

Напомню, что двудольный граф состоит из двух множеств вершин, 
так что внутри каждого из этих множеств нет смежных друг с дру- 
гом вершин. Все рёбра двудольного графа содержат вершины из обоих 
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множеств. А значит, каждое из двух образующих множеств является 
вершинным покрытием двудольного графа (совокупно инцидентно всем 
рёбрам). 

В параграфе «Подграф двудольного графа двудолен» доказана тео- 
рема, соответствующая названию. По условию теоремы, граф С’ дву- 
долен. С” является его подграфом и поэтому тоже двудолен. Граф С" 
является подграфом двудольного графа С”, следовательно, граф С” 
двудолен. 

В двудольном графе каждое из двух образующих множеств вершин 
инцидентно всем рёбрам, является вершинным покрытием. Поскольку 
граф С” двудольный, каждое из двух образующих его множеств вер- 
шин является вершинным покрытием. 

Обозначение. 1” - наименьшее из двух образующих двудольный граф 
множеств. 

Подлемма. |Т"| < т(С') - 1-4. 

Доказательство. Выше в подлемме мы установили равенство для ко- 
личества вершин графа С": 

|И(З”)| = 2(7(<’) -1- 8+1. 

Это число состоит из суммы чётного числа 2(т(С") —1—$) и единицы. 
Значит количество вершин в множестве У (С”) нечётное. Поэтому два 
полярных (образующих) множества вершин графа С” не могут быть 
одинаковыми. Одно из них меньше половины. Половина — это т(С") — 
1 —#- 1/2. Следовательно, 

РГ" < т(<’) -Т-Ь 

Подлемма доказана. 

Подлемма. Рёбра х и у содержатся в графе С". 

Доказательство. Напомню, точка а является общей для рёбер т и у. 

Вершинное покрытие 5. графа С'— т не содержит вершин, инцидент- 
ных ребру т, но покрывает ребро у. Поэтому 5, не содержит точки 
а Е т, у, но содержит вторую точку из ребра у. 

Вершинное покрытие 5, графа, С" — у не содержит вершин, инцидент- 
ных ребру у, но покрывает ребро т. Поэтому 5, не содержит точки 
а Е у, т, но содержит вторую точку из ребра х. 

В итоге множество 5, 05, не содержит точки а, но содержит вторые 
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точки рёбер х и у. Эти точки не являются общими для множеств 5. и 
5; и поэтому входят в симметрическую разность 5,5. Эта симмет- 
рическая разность не содержит лишь общую точку а рёбер х и у. 

В множестве (5.ЛА5,) Ц {а} содержатся все точки рёбер х и у. Граф 
С" индуцирован множеством (5,А5,) 0 {а}. То есть, С" содержит все 
точки множества (5,.Л5,) Ц {а}, включая все концы рёбер 5 и у. Инду- 
цированность множеством (5,5) {а} означает, что если две верши- 
ны из множества (5,5) Ц {а} смежны в графе С", то они смежны и 
в графе С". Мы выбирали рёбра х и у в графе С". Вершины рёбер т и 
у, очевидно, смежны друг с другом. Значит, эти вершины смежны и в 
С". То есть, граф С" содержит в себе рёбра т и у. Подлемма доказана. 

Подлемма. Рёбра х и у покрываются множеством 1”. 

Доказательство. ТГ” является вершинным покрытием в графе С". То 
есть, все рёбра в графе С" покрываются множеством вершин Г”. Рёбра 
хи у содержатся в графе С”. Следовательно, рёбра х и у покрыты 
множеством вершин 7”. Подлемма доказана. 

Подлемма. Множество вершин 1" = Т" Ц (5, П 5,) покрывает граф 
С". 

Доказательство. Напомню, что множество 5, покрывает все рёбра 
графа С", кроме ребра т. Множество 5, покрывает все рёбра графа С", 
кроме ребра у. При этом нельзя утверждать, что пересечение 5, П 5, 
покрывает все рёбра графа С", кроме рёбер х и у. Может случиться, 
например, что множества вершин 5, и 5, настолько разные, что их 
пересечение пусто. Пустое множество ничего не покрывает. 

Возьмём в графе С" произвольное ребро 2: 

2ЕС.. 

Возможны два случая: 

1) 2 является одним из рёбер х или у, 

2) = не является ни одним из рёбер хи у. 

Рассмотрим случай 1: 2 = т, или & =У. 

В этом случае д Е С" и покрывается множеством Т”", а значит и 
множеством Т’ = Т"О (5, П5,). 

Рассмотрим случай 2: 2 = х, 19. 

В этом случае ребро = покрывается обоими множествами 5, и юу. 
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Возможны 2 случая: 

2.1) ребро = покрывается множеством 5. ПП 5у, 

2.2) ребро = не покрывается множеством 5. П 5у. 

Рассмотрим случай 2.1. Так как 2 покрывается множеством 5. П 5у, 
то оно покрывается множеством Т’ = Т" О (5, П5,). 

Рассмотрим случай 2.2: ребро 5 не покрывается множеством 5. П оу. 

При этом ребро = покрывается одновременно и множеством 5., и 
множеством бу. 

Значит, в множестве 65, есть вершина, инцидентная ребру 2, и при 
этом эта, вершина не содержится в пересечении 5% П бу. 

Аналогично, в множестве 5, есть вершина, инцидентная ребру х, и 
при этом эта вершина не содержится в пересечении 5. П 5у. 

Эти две вершины, инцидентные ребру =, находятся в разных мно- 
жествах 5, и 5,, и не являются общими. То есть, это неодинаковые 
вершины, содержащиеся в симметрической разности 5,А5у,. А значит, 
содержатся и в множестве (5,5) {а}. Это множество вершин инду- 
цирует подграф С”. 

Найденные две вершины, инцидентные ребру 2, являются его конца- 
ми. Раз ребро 2 существует в графе С", то эти две вершины смежны. 
Смежность в графе С” означает смежность в индуцированном графе 
С". 

Таким образом, концы ребра = находятся в графе С” и смежны в 
нём. Следовательно, ребро 2 принадлежит графу С". Все рёбра графа 
С" покрываются множеством Т”. В том числе ребро 2 покрывается 
множеством Т”. А значит, ребро х покрывается множеством 1" = 1" 
о. 

Во всех подслучаях в случае 2 ребро 2 покрывается множеством 7". 
Таким образом, в случае 2 ребро х покрывается множеством 7". 

В итоге во всех случаях произвольное ребро 2 графа С" покрывается 
множеством 1”. А значит, все рёбра графа С" покрываются множеством 
Т'. Подлемма доказана. 

Итак, мы имеем вершинное покрытие 7” графа С”. Вершинное по- 
крытие 1” не может иметь меньше вершин, чем вершинное покрытие с 
наименьшим количеством вершин т(С/). Поэтому 


1375 


а т" | 

По определению множества Т”, 

Г = ИО ($: п 5). 

Чтобы подсчитать количество элементов в объединении двух мно- 
жеств, нужно сложить количества элементов в обоих из множеств и 
вычесть количество общих элементов. Если не вычитать общие элемен- 
ты, то количество получится больше или равно. Отсюда 

а Ви 

В одной из подлемм мы установили неравенство |Т"]| < т(С’) —1-—+. 
Число # по своему определению равно количеству элементов в пересе- 
чении 5. П оу. В итоге 

+ [5 п 5, < т(б') ТЕЧЬ 

Сократим число #: 

т(С') 1 -з+Е=т(@’) —1. 

Через цепочку равенств и трёх неравенств < мы пришли от выраже- 
ния Т(С”) к выражению т(С”) — 1. Следовательно, имеется неравенство 

т(С’) < т(С’) — 1. 

Это неравенство противоречиво. В начале доказательства леммы мы 
сделали допущение о том, что в графе С" имеются зависимые рёбра. Это 
допущение приводит к противоречивому неравенству. Следовательно, 
граф С” состоит из независимых рёбер. Лемма доказана. 

Напомню, что подграф С" мы определяли таким, что число вершин- 
ного покрытия т у него такое же, как у графа С: 

та) = С} 

Раз в графе С" все рёбра независимы, то чтобы их покрыть, для каж- 
дого ребра должна быть инцидентная вершина. Таким образом, коли- 
чество вершин т(С”) в минимальном вершинном покрытии равно коли- 
честву рёбер в графе С". 

Так как все рёбра в С” независимы, то множество всех этих рёбер 
является паросочетанием в С". Это паросочетание содержит все рёбра 
графа С", а значит содержит максимальное количество рёбер графа С". 
Количество рёбер и(С”) в этом паросочетании равно количеству рёбер в 
графе С". И при этом количество рёбер в С' равно т(С"). Следовательно, 


(С) = 56°. 
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Граф С' не меньше своего подграфа С", и поэтому количество рёбер 
в наибольшем паросочетании в С' не меньше, чем в С": 

и(а") < (С). 

Через цепочку равенств и одного неравенства < мы пришли от выра- 
жения т(С') к выражению и(С’). Следовательно, имеется неравенство 

т(С) <к(С). 

Неравенство доказано. 

Из противоположных неравенств 

т(а) > (а), т(а)< (С) 

следует равенство 

т(С) = (С), 


которое и нужно было доказать. Теорема, доказана. 


(2.6 Теорема Холла о паросочетании 


Обозначение. Г(Х) — это множество всех вершин, смежных с верши- 
нами из множества, Х. 

Определение. Паросочетание из А в В — это множество независимых 
рёбер, один конец которых лежит в множестве А, а другой в множе- 
стве В, при этом все вершины множества А должны быть инцидентны 
рёбрам из этого паросочетания. 

Теорема (Ф. Холл). Пусть С' = (А, В) — двудольный граф, образован- 
ный множествами Аи В. Тогда следующие два условия эквивалентны: 

1) в С существует паросочетание из Ав В, 

2) для любого подмножества Х С А справедливо неравенство: 

ГО > [| 

Доказательство (Халмош и Вон). Докажем следование 1) = 2). 

По первому условию, в С’ существует паросочетание из А в В. Это 
означает, что существует такое независимое множество рёбер, что из 
каждой точки множества А выходит ребро, принадлежащее этому па- 
росочетанию. 

Возьмём произвольное множество Х С А. Для каждой точки из Х в 
паросочетании существует инцидентное ей ребро, а значит и смежная 
вершина в множестве В. Так как рёбра находятся в паросочетании, то 
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есть, независимы, то разным точкам из Х соответствуют разные точки 
из В (соответствие устанавливается рёбрами из паросочетания). Таким 
образом, множеству вершин Х смежно не меньше |Х| вершин из мно- 
жества В. То есть, количество |Г(Х)| вершин, смежных с множеством 
Х, не меньше количества вершин в множестве Х: 

г > [1 

Это неравенство установлено для произвольного множества Х С А. 
Таким образом, второе условие теоремы выполняется. 

Следование 1) = 2) доказано. 

Докажем следование 2) = 1). 

По второму условию, для любого подмножества Х С А верно нера- 
венство 

г > 1 

Докажем первое условие: в графе С существует паросочетание из А 
в Б. 

Проведём индукцию по числу элементов в множестве А. 

Рассмотрим случай, когда множество А не содержит элементов: |А| = 
0. 

В этом случае граф С' состоит лишь из множества, вершин В. Из пу- 
стого множества А можно направить пустое множество рёбер в В. При 
этом всё множество А задействовано в рёберном соответствии между 
А и В, а рёбра не имеют общих вершин. Таким образом, в С имеется 
пустое паросочетание из Ав В. В случае |А]| = 0 паросочетание из А в 
В существует. 

Рассмотрим случай |А| = 1. 

Граф С представляет из себя звезду с центром в единственной точке 
множества А, периферическими вершинами из множества В и, быть 
может, дополнительного набора изолированных вершин из В. По вто- 
рому условию теоремы, |Г(Х)| > |Х| для любого подмножества Х С А. 

Возьмём в качестве подмножества Х множество А. В таком случае 
выполняется неравенство |Г(А)| > |А]| = 1, которое означает, что мно- 
жество смежных вершин с вершиной из А не меньше 1. То есть, рёбро, 
идущее из Ав В существует. В качестве паросочетания из А в В можно 
взять любое ребро из Ав В. Всё множество А задействовано в рёбер- 


1378 


ном соответствии между А и В. В случае |А| = 1 паросочетание из А 
в Б существует. 





Пусть |А| > 2. По индукции будем считать, что для двудольных 
графов с множеством |А'| < |А| теорема выполняется. Благодаря этому 
для любого подграфа в С' с множеством А’ С А, |А'| < |А| теорема 
выполняется. Докажем, что теорема выполняется для всего графа, С. 

Возможны два случая: 

1) существует непустое подмножество А’ С А, для которого |Гс(А’)| = 
И] 

2) такого подмножества не существует, и для любого непустого под- 
множества А’С А выполняется строгое неравенство [Г(А”)| > |А'|. 

Начнём со второго случая: для всех непустых подмножеств Х С А 
справедливо неравенство 

о] 

Для графа С выполняется второе условие теоремы. Возьмём в каче- 
стве подмножества в А само множество А. Второе условие теоремы для 
него гласит, что количество смежных с А вершин не меньше количества 
вершин в Д: 

|] < Г(А). 

Из этого делаем вывод, что в множестве А есть вершина инцидент- 
ная какому-нибудь ребру. Так как граф С двудольный, то ребро, инци- 
дентное вершине из А, должно быть инцидентно также вершине из В. 
Обозначим вершины этого ребра а Е А, БЕ В. Удалим эти вершины 
из графа С. 

Обозначение. С” = а - а-В — подграф графа С с удалёнными 
вершинами а и 6. 

Граф С" содержит имеет образующее множество А’ С А строго мень- 
ше множества А, так что теорема в С" выполняется. Докажем, что граф 
С" удовлетворяет второму условию теоремы, из которого будет следо- 
вать первое условие, то есть, наличие паросочетания из А’ = А-ав 
В'=В-6. 

Пусть Х — произвольное подмножество в 4’ = А-а: 

ХС А-а. 


Если Х = ©, то количество вершин, смежных с вершинами множе- 
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ства Х, равно нулю: 

1-0 = Го(Х)| 

В этом случае множество Х удовлетворяет второму условию теоре- 
мы: 

21 < Ге) 

Осталось рассмотреть случай непустого Х: 

ХЕ. 

По условию второго случая, для непустого множества Х из строгого 
включения Х С А следует неравенство 

1х1 < Го) 

Все числа, с которыми мы имеем дело, целые, поэтому это неравен- 
ство можно переписать в другом виде: 

51 < Ге(Х)|-- 1 

При переходе от графа С к подграфу С’ мы удалили из множества, 
вершин В всего лишь одну вершину. Поэтому количество |Гс(Х)| смеж- 
ных с множеством Х вершин внутри графа С может превосходить ко- 
личество |Гс,(Х)| смежных с множеством Х вершин внутри графа С" 
самое большее на единицу: 

Гс(Х) ы Ге(Х) - 1. 

Вычтем из обеих частей неравенства единицу: 

ео 

Из двух неравенств |Х | < |Ге(Х)|-Ти Ге(Х)|-1 < Ге(Х)| следует 
неравенство 

|< Ге(х) 

Получается, что для графа С” второе условие теоремы выполняет- 
ся. Значит, по предположению индукции, для С” выполняется первое 
условие: существует паросочетание М’ в С" из множества А’ = А-ав 
множество В’ = В — В. По определению, паросочетание М’ из А’ в В' 
покрывает все вершины из А’ = А — {а}. Вершины а и 6 не покрыва- 
ются паросочетанием М’, поэтому ребро аб независимо от всех рёбер в 
М' (не имеет общих с ними вершин). Значит, если добавить к паросо- 
четанию М” ребро аб, то мы получим паросочетание М = М’ Ц {аб}. 
М является паросочетанием из Ав В. Мы нашли паросочетание из А 
в В в графе С. Для второго случая теорема выполняется. 
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Теперь рассмотрим первый случай: существует непустое подмноже- 
ство А’С А такое, что [Гс(А’)| = |А'. 

Выделим в графе С два меньших подграфа: 

С = СА’ Г(А], С2=<- А’ - Г(А,. 

Квадратные скобки в выражении для графа С’ означают, что граф 
С: индуцирован множеством вершин А’ Ц Г(А'). То есть, граф С1 со- 
держит все вершины множества А’ Г(А’). Если в графе С между 
двумя вершинами из множества А’ Г(А’) есть ребро, то между этими 
вершинами есть ребро в подграфе С. Короче, граф Ст содержит все 
вершины из А’ Г(А”) и все рёбра графа С’ между этими вершинами. 

Лемма. Для графа С выполняется второе условие теоремы. 

Доказательство. При построении графа С\ использовалось множе- 
ство Гс(А’) всех вершин, смежных с вершинами из А’. То есть, внутри 
подграфа С! содержатся все вершины графа С’, смежные с вершинами 
из множества А’. Поэтому когда мы будем рассматривать множество 
смежных вершин с вершинами из А’, оно будет в графе С” таким же, 
как и в графе (>. 

Возьмём в множестве А’ произвольное подмножество Х: 

ХСА.. 

В графе С1 множество вершин А’ смежно с теми же вершинами, что 
и внутри графа С: 

Ге (А = Ге(А). 

Любому подмножеству вершин в А’ внутри графа С1 смежны те же 
вершины, что и внутри графа С: 

Ра = Га). 

Внутри графа С' второе условие теоремы выполняется. То есть, для 
любого подмножества вершин Х С А выполняется неравенство 

Ге(х >| 

Из равенства, Гс. (Х)) = Гс(Х) и неравенства |Гс(Х)| > |Х| следует 
неравенство 

о Х: 

Подмножество Х внутри множества А’ мы выбирали произвольно. 
Значит второе условие теоремы для графа С! выполняется. Лемма до- 
казана. 
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Лемма. Для графа Со выполняется второе условие теоремы. 

Доказательство. Граф С получен из графа С вычитанием множеств 
вершин А’ и Гс(А’). Множество веритин графа, С' состоит из множеств А 
и В. Следовательно, множество вершин графа, С› состоит из множеств 
А- Аи В- Гс(А,. 

Нам нужно доказать, что для произвольного множества Х С А - А’ 
выполняется неравенство 

1 < Гехх)| 

Возьмём в множестве А — А’ произвольное подмножество Х: 

ХСА-А.. 

Рассмотрим множество вершин Х Ц А’. Чтобы получить множество 
Гс(Х Ц А’) всех смежных вершин с множеством Х Ц А’, нужно взять 
множество Гс(Х) всех смежных вершин с множеством Х, множество 
Гс(А’) всех смежных вершин с множеством А’, и объединить их: 

ее 

В отличие от графа С, в графе С отсутствуют все вершины мно- 
жеств А’и Гс(А’). Поэтому чтобы получить множество смежных с Х 
вершин внутри графа С, нужно удалить из множества Г(Х Ц А’) все 
вершины, смежные с А”; 

а Ее |= Фе 

В графе С второе условие выполняется, поэтому |Го(Х ЧА’ > |Х оц 
А'|. Вычтем из обеих частей этого неравенства число |Гс(А”)|: 

Ге(х о А” Го(А > |Х АЙ — Ге) 

Мы рассматриваем случай, когда |Гс(А’)| = |А'|. Следовательно, мы 
можем произвести соответствующую замену в исследуемом выражении: 

Хол Год ХОА - 1. 

Множество Х находится внутри множества А — А’, и поэтому не 
пересекается с множеством А". Значит, если вычесть из ХУ А’ все точки 
множества А’, то точки множества Хот этого не пострадают. Поэтому 
мы можем произвести вычитание: 

ХОА = 

Через цепочку равенств и одного неравенства > мы пришли от выра- 
жения |Гс.(Х)| к выражению |Х|. Следовательно, верно неравенство: 


Ге (Хх > |^| 
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Множество Х С А - А’мы выбирали произвольно, а значит для 
графа (С выполняется второе условие теоремы. Лемма доказана. 

По предположению индукции, так как графы С1 и С5 удовлетворя- 
ют второму условию теоремы, то они удовлетворяют и первому, что 
означает, что существуют 

паросочетание М: из А’ в Ге(А’), 

паросочетание М5 из А — А’в В — Гс(А'. 

Множества А’и А — А' не имеют общих вершин. Множества Гс(А’) 





и В- Гс(А’) тоже не имеют общих вершин. Следовательно, множества 
рёбер ЛМ/1 и М> не имеют общих вершин. Все рёбра в объединении М1 
Мэ являются независимыми. Полэтому объединение Л: У №2 является 
паросочетанием из множества А в множество Гс(А) С В. 

Мы нашли в графе С паросочетание из А в В. И этим по индукции 
доказали теорему для любых графов. 

Следование 2) = 1) доказно. 

Теорема доказана. 
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Система ценностей 
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ГЛАВА 73 


Социально-психологическая модель 
отношений 


Существует убеждение, что математика непригодна для описания соци- 
альных и психических явлений. Это утверждение можно опровергнуть, 
как будто мы доказываем теорему. А именно, мы приводим пример та- 
кого описания, что опровергает убеждение о его невозможности. 


13.1 Откуда взята модель 


Математическое описание эмоций любви, ненависти и некоторых дру- 
гих эмоций было осуществлено Бенедиктом Спинозой уже в семнадца- 
том веке. А именно, в его трактате «Этика» в третьей главе. 'Гам было 
сформулировано много законов, описывающих эмоции. Те элементар- 
ные законы, которые используются в этой главе, были сформулированы 
в книге Спинозы. 

Современные математики придали этим закономерностям другую 
Форму, в виде дифференциальных уравнений. В океане математических 
текстов есть много статей на эту тему. Я лично впервые столкнулся с 
этой моделью в статье 

Е. Д. Корнилина, А. ЦП. Петров, Динамическая модель близости по- 
зиций пользователей социальных сетей, Матем. моделирование, 2012, 
том 24, номер 10, 89-97 

В таком виде эти законы динамики эмоций более информативны, 
имеют короткий ясный вид. Но большая информативность в данном 
случае приводит к повышению вероятности разойтись с реальной жиз- 
нью. Ведь на реальных людей влияет много факторов, в том числе 
физиологических, которые могут ломать идеальную динамику, отра- 
жённую в дифференциальных уравнениях. Законы, сформулированные 
Спинозой, менее информативны, а именно они не позволяют предска- 
зывать эмоции и их силу в каждый момент времени. Но зато более 


1585 


скромные законы ближе к действительности, вызывают меньше рас- 
хождений с реальным миром. 

В данной главе я запишу законы в современной форме, но буду ими 
пользоваться в урезанной части, не интересуясь силой эмоций. Этим 
рассмотрение в данной главе приближается к Спинозовскому и имеет 
более точное соответствие с реальностью. 

Хочу подчеркнуть, что у человеческого общества, много аспектов. 
Здесь рассматривается только один. Мы не можем делать точных пред- 
сказаний, потому что не учитываем остальные аспекты. Но влияние 
данного аспекта на поведение людей мы можем разобрать подробно. 


13.2 Описание модели: пространство отношений 


Мы будем рассматривать эмоции любви и ненависти. Любовь и нена- 
висть можно описать одним параметром. Положительное значение па- 
раметра, означает любовь, отрицательное ненависть. Значение парамет- 
ра характеризует интенсивность любви или ненависти. 

В основной части текста числовое значение параметра отношения не 
будет использоваться, будет использоваться лишь знак отношения: «+» 
— любовь или «—> — ненависть. 

Любовь и ненависть имеют направление: человек любит или ненави- 
дит кого-то или что-то. То есть, отношение направлено от человека к 
другому человеку или предмету. Отсюда возникает возможность опи- 
сывать любовь или ненависть стрелкой, а конфигурацию отношений 
между людьми описывать в виде ориентированных графов. 

Множество людей и множество ценностей мы можем пронумеровать, 
что даст возможность ввести удобную формализацию. 

Обозначения. 

п, — количество людей. 

т, — количество ценностей. 

1,1, К — номера людей, или ценностей. 

к — отношение 1-го человека к К-му человеку (отношение — это 
числовая величина, положительные значения означают любовь, отри- 


цательные ненависть, нулевое — безразличие). 
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2: — отношение 1-го человека к К-й ценности (ценность — это пред- 
мет, объект, к которому можно хорошо или плохо относиться). 

Этим характеризуется пространство отношений — множество людей, 
множество ценностей, отношения людей друг к другу и отношения к 
ценностям. 


73.3 Описание модели: динамика любви и ненависти 


В динамике отношения являются величинами, зависящими от времени: 

Ч). Зе. 

Скорость изменения величины является производной, которую мы 
будем обозначать точкой сверху: 

бы, Фак. 

Начнём с описания динамики отношения к ценностям. 

Когда мы любим человека, то склонны перенимать его отношение к 
ценностям: что любит любимый человек, то и нам хочется любить, а 
что ненавидит, хочется ненавидеть. Когда мы ненавидим человека, то 
склонны делать свои ценности противоположные врагу: что враг любит, 
то мы склонны ненавидеть, что враг ненавидит, мы склонны любить. 

Таким образом, отношение к ценностям других людей влияет на на- 
ше отношение к этим ценностям. Причём, чем сильнее мы любим или 
ненавидим человека, тем сильнее на нас влияет его система ценностей. 
Поэтому мы можем сказать, что скорость изменения ценностей 1-го че- 
ловека пропорциональна отншению у;; к ]-му человеку и пропорцио- 
нальна его отношению 2, к ценностям: 

2 = буи, 

где о; — коэффициент пропорциональности, характерный для чело- 
века, $. 

Так как на человека влияет много людей, то их воздействие надо 
просуммировать: 

в = олд УР. 

Конечно, сомнительно, что эмоции развиваются именно по такому за- 
кону: реальная жизнь гораздо сложнее, чем описано в дифференциаль- 
ном уравнении. Но мы можем урезать информацию, оставить неболь- 
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шую часть, к которой имеется больше доверия. А именно, мы можем 
урезать числовые значения эмоций, оставить лишь знак «-» или <«—>. 
А производную понимать как наличие толкающей силы, изменяюще от- 
ношение. Коэффициенты пропорциональности можно убрать за нена- 
добностью. 

Теперь выражение 2; = у/2 будет означать, что ценности 1-го че- 
ловека испытывают влияние со стороны 7-го человека. Произведение 
12: даёт возможность определить знак этого влияния: произведение 
одинаковых знаков даёт <->, произведение противоположных знаков 
даёт «—». В такой более скромной форме сходство с реальной жизнью 
вызывает меньше сомнений. 

Теперь опишем законы динамики отношений между людьми. 

Здесь есть два фактора изменения отношения: 

1) каждый человек является ценностью, и на отношение к человеку 
влияет отношение других людей, которых мы любим, или ненавидим; 

2) одинаковое отношение к ценности вызывает симпатию между людь- 
ми, противоположное отношение к ценности вызывает антипатию. 

Фактор 1. Здесь должны быть такие же формулы, как и в случае 
отношения к ценности. Только вместо #л. — отношение 1-го человека 
к К-й ценности, нужно писать у; — отношение 7-го человека к К-му 
человеку. Таким образом, формула 

ук = УБУ ль 

означает, что у 1-го человека возникает склонность относиться к (- 
му под влиянием 7-го человека. В этой формуле мы сразу игнорируем 
величину отношения, оставляем лишь знаки, и не пишем никаких коэф- 
фициентов. Также здесь не пишу суммы по разным влияющим людям, 
потому что в основной части текста влияние каждого человека мы бу- 
дем рассматривать в отдельности. 

Фактор 2. Общие ценности сближают, противоположные отдаляют. 

То есть, одинаковое отношение к ценности должно давать любовь, 
«+», а противоположное отношение к ценности должно давать нена- 
висть, «—>. Это как раз совпадает с произведением знаков: произведе- 
ние одинаковых знаков даёт «+», произведение противоположных зна- 
ков даёт «—». В виде формулы это можно записать так: 
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дк = 2 12К1- 

То есть, влияние 71-й ценности на, отношение между 1-м и К-м челове- 
ком равно произведению их отношений к 7-й ценности: 2,;2%.. 

Также нужно учесть, что человек является ценностью, так что оди- 
наковое отношение к человеку сближает, противоположное отношение 
отдаляет: 


Ук = УД. 

Комментарий. Можно усомниться в том, что любовь к одному че- 
ловеку сближает. Ведь имеется ревность, вызывающая ссору. Но надо 
понимать, что ревность — это дополнительный фактор, который мы не 
рассматриваем. Ревность связана с невозможностью совместного обла- 
дания человеком, обладание одним исключает обладание другим, что 
и приводит к ненависти (в ситуации ревности есть ещё много других 
факторов, усиливающих её). Если любить какого-то человека, могут все 
одинаково, например, известную личность, с которой не общаются лич- 
но, то здесь фактора ревности не возникает, наоборот, общая любовь к 
этому человеку только сближает. И в ситуации обычной дружбы, когда 
можно любить дружеской любовью, тоже дружеская любовь к одному 
человеку сближает. 


(3.4 Взаимодействие ценностей, 
причинно-следственные связи 


Предметы (как и люди) воздействуют друг на друга. Причинно-следст- 
венная связь — это порождающее воздействие, когда один предмет про- 
изводит другой предмет. Понятие причинно-следственной связи можно 
обобщить, рассматривая не только порождающие причинно-следствен- 
ные связи, но и уничтожающие причинно-следственные связи. Также 
можно рассматривать повреждающие, улучшающие причинно-следст- 
венные связи. 

Причинно следственные связи изменяют ценности. Например, если 
мы любим яблоки, то начинаем любить дерево яблоню, которое по- 
рождает яблоки. Ценностный заряд перешёл от следствия к причине. 
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Но это была порождающая причинно-следственная связь. Если рас- 
смотреть уничтожающую, или повреждающую причинно следственную 
связь, то переход ценности происходит с обратным знаком. Например, 
червь, поедающий яблоки, заряжается отрицательно. Положительный 
ценностный заряд яблок перешёл по повреждающей причине к червяку 
с обращением знака. 

Давайте формализуем взаимодействие ценностей. 

т, — количество ценностей. 

1, 1, К — номера ценностей. 

2; — заряд ценности. 

2: — причинно-следственная связь от 1-й ценности к К-ой. 

Положительная причинно-следственная связь означает производя- 
щую, улучшающую. Отрицательная причинно-следственная связь озна- 
чает уничтожающую, повреждающую. 

Динамика ценностей определяется законом: предмет заряжает ценно- 
стью свою причину. Чем выше ценностный заряд предмета, тем сильнее 
он заряжает. Чем интенсивнее причинно-следственная связь (интенсив- 
нее производится, улучшается, или повреждается), тем сильнее проис- 
ходит зарядка. 

При этом, если причинно-следственная связь отрицательна, то за- 
рядка происходит с обратным знаком. Этот закон можно выразить в 
формуле 

2: = 252, 

что означает, что К-я ценность заряжает свою 1-ю причину по причин- 
но-следственной связи 2. 
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ГЛАВА 74 


Отношения любви и ненависти в обществе 


В этой главе мы не будем рассматривать ценности. Будем изучать толь- 
ко отношения между людьми, искать устойчивые конфигурации. 


(4.1 Взаимоотношения двух человек: пространство 
отношений 


Нарисуем взаимоотношения двух человек в виде графа. 


Ув 


11 


: 


т 


Рис. 74.1: Взаимоотношения двух людей 


Левая точка — это первый человек (1), правая точка — это второй 
человек (2). 

Первый индекс означает номер человека, эмоции которого рассмат- 
риваются, а второй индекс означает номер человека, на которого на- 
правлена, эмоция. 

Игреки по бокам означают отношение к себе, а игреки возле стрелок 
означают отношение одного человека к другому 
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(4.2 Варианты взаимоотношений двух человек 


а 
ФФ ФФ 
а 


Рис. 74.2 
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(4.3 Динамика эмоций для двух человек 


Напомню, что в случае взаимоотношения людей без учёта ценностей 
мы имеем два закона: 

1) принятие или отторжение системы ценностей другого человека (на 
наше отношение к человеку влияет отношение к нему других людей), 
характеризуется формулой 

фк = Ул: 

2) одинаковое отношение к кому-то сближает, противоположное от- 
даляет, характеризуется формулой 

Ук = УД. 

Подставим в эти формулы конкретные индексы, а именно «1» и <2». 
Выпишем все возможные варианты. 

1) Отношение к себе зависит от того, как относится ко мне другой 
человек. Если я человека люблю, то буду стремиться относиться к себе 
так же, как и человек ко мне. Если человека ненавижу, то буду стре- 
миться относиться к себе противоположным образом: 


Ут = 91221, 

922 = Уз 12. 

2) Отношение к другому человеку зависит от того, любит он меня, 
или нет. Если я себя люблю, то буду относиться к человеку так же, 
как и он ко мне. Если я себя ненавижу, то буду относиться к человеку 
противоположным образом, нежели он ко мне: 


912 = Упур, 

9/21 = 22912. 

Эмпатия — это способность понимать эмоциональное состояние чело- 
века. Чтобы понять, что человек нас любит или ненавидит, как правило, 
особой эмпатии не требуется, это обычно слишком явно. Но вот понять, 
как человек относится к самому себе труднее, для этого нужно иметь 
более развитую эмпатию. 

Ввиду этого имеет смысл отдельно рассматривать ситуацию, когда 





люди обладают слабой эмпатией и не знают, как человек относится сам 
к себе. И ситуацию с сильной эмпатией, когда люди могут понимать, 
как относится человек сам к себе. 
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Ведь человек является ценностью. Если я оцениваю человека так же, 
как он сам себя, то он мне будет более симпатичен. Если же я отношусь 
к человеку противоположным образом, нежели он сам к себе, то это 
будет вызывать отторжение: 

912 = 92212, 

ур = Упул. 


14.4 Сомнения в отношениях двух человек без 
эмпатии 

Просчитаем по выписанным формулам без эмпатии, в какую сторону 

должны меняться знаки отношений. Просчитаем для всех ситуаций. 


Если знак меняется в противоположную сторону, выделим его кружоч- 
ком. На рисунке изображены результаты расчётов. 
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Рис. 74.3: Сомнения без эмпатии 
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Устойчивыми являются следующие диаграммы: 


1) взаимная дружба или вражда при условии любви к себе, 


2) садомазохистские (невзаимные) отношения при условии ненависти 
к себе. 


Дополнительные ВЫВОДЫ: 


1) ситуация взаимности удобна для любящего себя, ненавидящей себя 
в ней сомневается; 


2) ситуация невзаимности удобна для ненавидящего себя, любящий 
себя в этой ситуации сомневается. 


1395 


14.5 Сомнения в отношениях двух человек с 
эмпатией 


Теперь добавим расчёты по формулам с эмпатией. Если обнаружено 
какое-то новое сомнение, которого не возникало без эмпатии, обозначим 
его квадратиком. Результаты расчётов на рисунке. 
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Рис. 74.4: Сомнения с эмпатией 


Что меняет эмпатия? 

1) Садомазохистская ситуация теряет устойчивость. 

2) В ситуации взаимных отношений любящего себя и ненавидящего 
себя, любящий себя начинает сомневаться в отношении ко второму. 

3) Нарушается симметрия между любовью и ненавистью. 
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14.6 Случаи с тремя людьми 


Далее решается задача поиска устойчивых конфигураций отношений 
для произвольного количества людей. Сначала рассмотрим случай с 
тремя людьми. 

В системе из трёх людей каждая пара должна быть устойчивой. В 
системе с эмпатией между двумя людьми устойчивыми являются толь- 
ко две диаграммы: та, где все друг друга любят, и та, где друг друга 
ненавидят. В обеих диаграммах люди любят самих себя. 

Поэтому нам нужно рассмотреть лишь те диаграммы с тремя людь- 
ми, где каждый человек любит себя, и каждое попарное отношение 
взаимно (взаимная любовь или взаимная ненависть). 

Так как в диаграммах все люди себя любят, то знак <-> над верши- 
ной ставить не имеет смысла, мы его пририсовывать не будем, чтобы 
не загромождать рисунок. 

В сообществе трёх человек имеются три пары. Поэтому возможны 
четыре варианта, отношений: 

1) все пары любящие, 

2) две пары любящие, одна ненавидящая, 

3) две пары ненавидящие, одна любящая, 

4) все пары ненавидящие. 

Все четыре диаграммы изображены на рисунке. 


1397 


< 


Ф Ф 
5 = 
Ф Ф 


Рис. 74.5 


Как проверять диаграммы? 

Подграфы с двумя людьми считаются проверенными. Поэтому нам 
не нужно проверять каждую пару. Нам нужно проверять взаимодей- 
ствие всех трёх людей. Здесь действуют два фактора: 

1) общность или противоположность ценностей: если два человека 
одинаково относятся к третьему, они стремятся любить друг друга; если 
не одинаково, они стремятся ненавидеть друг друга, 

2) принятие или отторжение системы ценностей другого человека: ес- 
ли первый человек любит второго, то перенимает отношение к второго 
к третьему, если первый ненавидит второго, то стремится к противо- 
положному отношению второго к третьему; в общем, чтобы посчитать 
склонность первого к третьему, нужно перемножить отношение перво- 


го ко второму и отношение второго к третьему: одинаковые знаки дают 
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«+», противоположные «—». 

Результаты расчётов показаны на рисунке. Имеются две устойчивые 
диаграммы. Эти диаграммы можно изобразить на упрощённом рисун- 
ке. Ведь отношения между людьми взаимны, и нам необязательно ри- 
совать две стрелки между людьми, ибо эти две стрелки всегда будут 
иметь одинаковые знаки. Вместо двух стрелок между людьми будем 
рисовать одно ребро. Результат изображён на рисунке. 


+ + 


Рис. 74.6: Устойчивые диаграммы для трёх человек 


Оказывается, этих диаграмм достаточно, чтобы найти все устойчи- 
вые комбинации в обществе. 


14.7 Случай с любым количеством людей 


Теорема. Любая устойчивая конфигурация отношений между людьми 





имеет следующий вид: люди делятся на две враждующие группы. Внут- 
ри каждой группы все люди друг друга любят. Каждый человек нена- 
видит всех людей из противоположной группы. 

Доказательство. В предыдущих параграфах мы установили, что устой- 
чивой конфигурация может быть лишь в случае, когда каждый человек 
любит сам себя. Каждый человек является подмножеством. В подмно- 
жестве из одного человека все люди любят друг друга (а именно, един- 
ственный человек любит сам себя). Таким образом, подмножество, где 
все люди любят друг друга, существует. 

Среди подмножеств людей, где все друг друга любят, существует наи- 
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большее. То есть, в нём находится наибольшее количество человек. Обо- 
значим эту группу А. 

Возьмем любого человека вне группы А. Назовём этого человека т: 

твА. 

Лемма. Человек т либо любит всех людей из группы А, либо всех из 
группы А ненавидит. 

Доказательство. Допустим, человек 1х кого-то из группы А взаимно 
любит, а кого-то взаимно ненавидит. Рассмотрим треугольник взаимо- 
отношений с этими участниками. В этом треугольнике два, человека 
находятся в группе А, а значит любят друг друга по определению этой 
группы. Таким образом, в треугольнике отношений две любящие пары 
и одна ненавидящая. 

В параграфе «Случаи с тремя людьми» установлено, что такой тре- 
угольник является неустойчивым. Допущение, что человек 1 вне груп- 
пы А кого-то из группы любит, а кого-то ненавидит, приводит к неустой- 
чивой конфигурации эмоций. Следовательно, такого случая быть не мо- 
жет, человек х & А должен либо всех любить внутри группы А, либо 
всех ненавидеть. Лемма доказана. 

Лемма. Человек т & А ненавидит всех участников группы А. 

Доказательство. Допустим, у человека т имеется взаимная любовь ко 
всем участникам группы А. Тогда его можно добавить к множеству А, 
и в полученном множестве все будут друг друга любить. Множество А 
мы выбирали наибольшим. После добавления человека 5 в А мы полу- 
чили множество, больше наибольшего. Противоречие. Допущение, что 
человек х любит всех людей из множества А, приводит к противоре- 
чию с максимальностью количества людей в группе А. Следовательно, 
человек 1х ненавидит всех людей в группе А. Лемма доказана. 

Получается, что у любого человека вне группы А будет взаимная 
ненависть ко всем людям из группы А. 

Лемма. Все люди вне группы А любят друг друга. 

Доказательство. Допустим, вне множества А есть два человека т и 
у, ненавидящие друг друга. Эти два, человека, кроме того, что ненави- 
дят друг друга, ещё и ненавидят всех людей из множества А. Возьмём 
любого представителя а из множества, А. Получается, что три человека 
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т, уи а, попарно ненавидят друг друга. Получается треугольник от- 
ношений, где все рёбра имеют минусы. В параграфе «Случаи с тремя 
людьми» установлено, что такой треугольник является неустойчивым. 
Допущение, что вне множества А есть два ненавидящих друг дру- 
га, человека, приводит к неустойчивой конфигурации эмоций. Следова- 
тельно, все люди вне множества А любят друг друга. Лемма доказана. 
В итоге люди делятся на два множества: А и дополнение к множеству 
А. Внутри каждого множества все друг друга любят. А люди из разных 
множеств взаимно друг друга ненавидят. Теорема, доказана. 
Следствие. Разделение на три враждующие группы неустойчиво. Бу- 
дет возникать ситуация «враг моего врага мой друг», создающая со- 
мнения. 
Комментарий. Данная теорема доказана при невысказанном условии, 
что все люди друг друга знают и небезразличны друг другу. 
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ГЛАВА 75 


Отношения любви и ненависти к людям и 
ценностям 


В этой главе мы будем рассматривать взаимодействие отношений меж- 
ду людьми и ценностями. Мы не будем рассматривать чистое взаимо- 
действие людей и не будем рассматривать чистое взаимодействие цен- 
ностей. 


15.1 Отношения двух человек и одной ценности: 
пространство отношений 


Нарисуем отношения между людьми и одной ценностью в виде графа. 





21 


Рис. 75.1: Отношения между людьми и одной ценностью 


Левая точка — это первый человек (1), правая точка — это второй 
человек (2). 
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Кружочек сверху — это ценность. 

21 — отношение первого человека к ценности. 

22 — отношение второго человека к ценности. 

2 — отношение первого человека ко второму. 

21 — отношение второго человека к первому. 

Отношение человека, к самому себе нам не понадобится, так как оно 
не участвует в динамике отношений к ценностям. 
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15.2 Варианты отношений двух человек и одной 
ценности 
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(5.3 Динамика отношений для двух человек и одной 
ценности 


Напомню, что взаимодействие отношений между людьми с отношени- 
ями к ценностям действуют по следующим законам: 

1) принятие или отторжение системы ценностей другого человека, 
характеризуется формулой 

Эк = Уна) 

я одинаковое отношение к кому-то сближает, противоположное от- 
даляет, характеризуется формулой 

дк = 2412): 

Мы рассматриваем случай одной ценности, поэтому в выражении 2, 
означающее отношение 1-го человека к К-й ценности, второй индекс 
имеет всегда одно и то же значение «1». Так что этот индекс можно не 
писать, записывать только первый индекс. Формулы принимают вид: 

1) 2 = 9:32; 

2) Ик = 225. 

Подставим в эти формулы конкретные индексы, а именно «1» и <2». 
Выпишем все возможные варианты. 

1) Отношение к ценности зависит от того, как относится к ценности 
другой человек. Если я человека люблю, то буду стремиться относиться 
к ценности так же, как и человек к ней. Если человека ненавижу, но 
буду стремиться относиться к ценности противоположным образом: 


21 = 91222, 

22 = У21 24. 

2) Одинаковое отношение к ценности сближает, противоположное от- 
талкивает: 

2 = 2122, 

21 = 2221. 
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15.4 Сомнения в отношениях двух людей и одной 
ценности 


Просчитаем по выписанным формулам, в какую сторону должны ме- 
няться знаки отношений. Просчитаем для всех ситуаций. Если знак 
меняется в противоположную сторону, выделим его кружочком. На ри- 
сунке изображены результаты расчётов. 
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Рис. 75.3 
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Устойчивыми являются следующие диаграммы: 

1) люди любят друг друга и имеют одинаковое отношение к ценности, 

2) люди ненавидят друг друга и имеют противоположное отношение 
к ценности. 

Дополнительные выводы: 

1) при одинаковом отношении к ценности сомневается тот, кто нена- 
видит, 

2) при противоположном отношении к ценности сомневается тот, кто 
любит. 


15.5 Случай двух человек и любого количества 
ценностей 


Мы не рассматриваем взаимодействие ценностей. Поэтому разные цен- 
ности в нашем рассмотрении не оказывают друг на друга влияния. 
Каждая ценность взаимодействует лишь с парой людей. 

В предыдущем параграфе мы установили, что устойчивыми являют- 
ся конфигурации одинакового отношения к ценности при любви двух 
людей, противоположное отношение к ценности при взаимной ненави- 
сти людей. 

С каждой ценностью пара людей образует тройку «два человека, и 





ценность». Если люди любят друг друга, то для устойчивости ко всем 
ценностям должно быть одинаковое отношения. Если люди ненавидят 
друг друга, то отношение ко всем ценностям должно быть противопо- 
ложным. 

Таким образом, в случае многих ценностей устойчивыми являются 
две ситуации: 

1) люди любят друг друга и имеют одинаковое отношение ко всем 
ценностям, 

2) люди ненавидят друг друга и имеют противоположное отношение 
ко всем ценностям. 
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15.6 Случай с любыми количествами людей и 
ценностей 


Теорема. Эмоционально устойчивое общество делится на две враждую- 
щие группы людей. В каждой группе люди любят друг друга и имеют 
одинаковое отношение к ценностям. Между группами люди ненавидят 
друг друга и имеют противоположное отношение к ценностям. 

Доказательство. Общество можно представить в виде пар людей. Па- 
ры должны быть устойчивыми. В параграфе «Сомнения в отношениях 
двух людей и одной ценности» установлено, что устойчивыми являются 
пары со взаимной любовью и взаимной ненавистью. 

В параграфе «Случай двух человек и любого количества ценностей» 
установлено, что любящая пара имеет одинаковое отношение ко всем 
ценностям, а ненавидящая противоположное. Возьмём любого человека 
в обществе, у него имеется какая-то система, ценностей. Любой другой 
человек либо имеет такую же систему ценностей, либо противополож- 
ную. 

Таким образом, вся совокупность ценностей выступает как одна, цен- 
ность. Одни люди к ней имеют одно отношение, а другие противопо- 
ложное. Далее мы будем считать, что общество имеет одну ценность. 

Устойчивое общество делится на две группы: группа тех, кто отно- 
сится к ценности положительно, и группа тех, кто относится отрицал 
тельно. Внутри каждой группы люди относятся к ценности одинаково. 
Следовательно, они должны любить друг друга. Между разными груп- 
пами отношение к ценности противоположное, поэтому люди из разных 





групп должны ненавидеть друг друга. Таким образом, мы пришли к то- 
му, что и требовалось доказать. Теорема, доказана. 
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ГЛАВА 76 


Система ценностей и 
причинно-следственных связей 


В этой главе мы рассматриваем взаимодействие ценностей посредством 
причинно-следственных связей, динамику отношения к ценностям. От- 
ношения между людьми игнорируем. Конечно, человек здесь незримо 
присутствует, ибо динамика отношений к ценностям разыгрывается в 
его голове. 


(6.1 Две ценности и причинно-следственные связи: 
пространство отношений 


Нарисуем взаимодействие двух ценностей в виде графа. 


Е в 


2 
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Рис. 76.1: Взаимодействие двух ценностей 


Левая точка — это первая ценность (1), правая точка — это вторая 
ценность (2). 

Стрелки обозначают причинно-следственные связи. Причинно-след- 
ственные связи бывают положительные и отрицательные. Положитель- 
ная причинно-следственная связь означает, что одна ценность порожда- 
ет другую. Отрицательная причинно-следственная связь означает, что 
одна ценность уничтожает другую. 
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1 — отношение к первой ценности. 

/> — отношение ко второй ценности. 

212 — значение причинно-следственной связи от первой ценности ко 
второй. 


221 — значение причинно-следственной связи от второй ценности к 
первой. 


(6.2 Варианты отношений между двумя ценностями 


Рис. 76.2 


1410 


16.3 Динамика отношений между двумя ценностями 


Напомню, что взаимодействие отношений к ценностям происходит по 
следующим законам: 

1) причина положительного заряжается положительно, 

2) причина отрицательного заряжается отрицательно, 

3) разрушающая причина ценности заряжается противоположным 
знаком. 

Все эти законы можно выразить в одной формуле: 


У: = Ук. 
Подставим в эти формулы конкретные индексы, а именно «1» и <2». 
Выпишем все возможные варианты: 


д = 2212, 


У2 — 91251. 


16.4 Сомнения в системе двух ценностей 


Просчитаем по выписанным формулам, в какую сторону должны ме- 
няться знаки отношений к ценностям. Просчитаем для всех ситуаций. 
Если знак меняется в противоположную сторону, выделим его кружоч- 
ком. На рисунке изображены результаты расчётов. 
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Рис: 70.5 


Устойчивыми являются следующие диаграммы: 

1) взаимное созидание и одинаковый знак ценностей, 

2) взаимное уничтожение и противоположный знак ценностей. 
Дополнительный вывод: сомнения возникают в двух случаях: 
1) когда ценность созидает ценность противоположного знака, 
2) когда ценность уничтожает ценность того же знака. 


16.5 Случай любого количества ценностей 


Теорема. Устойчивой конфигурацией ценностей является деление всех 
ценностей на две группы (добро и зло). В одной группе все ценности 
положительны, в другой все отрицательны. Внутри каждой группы все 
причинно-следственные связи взаимно порождающие. Между группа- 
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ми причинно-следственные связи взаимно уничтожающие. 

Доказательство. Ценности могут иметь либо положительный знак, 
либо отрицательный. Разделим множество всех ценностей на две груп- 
пы: с положительным знаком и с отрицательным. 

В предыдущем параграфе установлено, что для каждой пары цен- 
ностей с одинаковым знаком единственной устойчивой конфигурацией 
является взаимное созидание. Для каждой пары ценностей с проти- 
воположным знаком единственной устойчивой конфигурацией являет- 
ся взаимное уничтожение. Поэтому внутри каждой группы причинно- 
следственные связи созидающие, а между группами уничтожающие. 
Теорема доказана. 
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ГЛАВА 77 
Общий вывод 


Мы установили, что устойчивой конфигурацией эмоций является разде- 
ление людей на две враждующие группы, внутри каждой из которых 
все друг друга любят и ненавидят всех людей из вражеской группы. 
Ценности у всех людей внутри одной группы одинаковы. Ценности в 
разных группах противоположны друг другу. Ценности одного знака 
действуют друг на друга производяще, улучшающе. Ценности разных 
знаков действуют друг на друга уничтожающе, повреждающе. 
Любые другие конфигурации отношений вызывают сомнения. 


1414 


ГЛАВА 78 


Дополнение: отклонения от устойчивого 
состояния общества 


Рассмотрим три случая отклонения от устойчивого состояния обще- 
ства. 

1) Человек начинает ненавидеть себя. 

2) Человек начинает ненавидеть друга. 

3) Человек начинает любить врага. 


78.1 Ненависть к себе 


Когда, человек начинает ненавидеть себя, у него взаимно портятся отно- 
шения с друзьями и взаимно снижается вражда, с врагами (т.е. любовь 
и вражда становятся сомнительными). Отношения остальных друг к 
другу не меняется. 





+ Ф 
о = ы = 
© + 
Рис. 78.1 


1415 


(8.2 Ненависть к другу 


Когда человек начинает ненавидеть друга, выделяются два необычных 
участника: агрессор и жертва. У них возникает сомнение в любви к се- 
бе. У агрессора возникают взаимные сомнения в отношениях со своими 
и с врагами, в т.ч. с жертвой. У жертвы отношения меняются односто- 
ронне, т.е. у других людей в отношении к нему возникают сомнения, 
а у него самого ничего не меняется (сомнений не возникает), кроме 
отношения к агрессору. 


о о 


Рис. 78.2 
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18.3 Любовь к врагу 


Когда человек начинает любить врага, появляются два необычных 
участника: влюбленный и любимый. У них возникает сомнение в любви 
к себе. У влюбленного возникают взаимные сомнения в отношениях со 
своими и с врагами, в т.ч. с любимым. У любимого отношения меня- 
ются односторонне, т.е. у других людей в отношении к нему возникают 
сомнения, а у него самого ничего не меняется (сомнений не возникает), 
кроме отношения к влюбленному. 


Ф Ф 
+ Ф + Ф 
<) © = Ф 
Ф Ф 
Рис. 78.3 
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